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摘 要

19G 9年L e
, 及Fun g ‘l] 计算了圆管内的低雷诸数人 口流

.

1 9毙年 D a

ga
n
等人

‘2 〕
得到了有限长圆

柱形孔道内蠕动流的级数解
.

〔1〕中所得的数值解实质上代表有限长圆管内的低雷诺数人 口流
,

因

为一般解中的富氏积分已用富氏级数代替
.

本文直接计算富氏积分
,

更精确地求出了真正 的半 无

穷长圆管内Sto k e s
入 口流的速度分布

.

压力分布以及流函数
, ‘万此对应的入口段长度为圆管半径的

1
.

2 倍
,

接近于 L e w 及 F u n g 得到的结果 1
.

3倍
.

此外
,

本文还研究了配置法的收敛性
,

证明了此

法在入口流问题中县有很好的收敛性
,

因此可以在其他类似的间题中采用
.

一
、

引 言

半无穷长圆管内的入口流是粘性流体运动中的一个经典问题
.

在中等雷诺数的范围内与1

有许多学者对此作了许多研究(参看 G O ld s t o in 〔3 」,

I之。s e n h
t
·

a d 「‘ ’,

S e hlie h tin ‘〔5 上)
,

并得 到〕
’

入 口段长度L 近似地等于 0
.

1 6a R e 的结果
,

这里 R e 是雷诺数
, “

是圆管半径
.

19 6 9年 L o w 和

F L: n g 〔‘’首次研究了半无穷长圆管内的低雷诺数 S tok eS 入 口流
,

并得到级数形式的 分 析解
.

为了避免数值地计算复杂的富氏积分的麻烦
,

文〔川用富氏级数近似地代替富 氏 积 分
,

这在

物理上等价于用有限长的管子逼近半无限长的管子
.

L
o w 及 F u

tlg 认为
,

在 S to k e s 流动 中
,

某一给定点的扰动只影响这一点邻域内的流动 (类似于圣维南原理)
,

而对远方的流动影响

不大
.

因此有限长管子中的入口 流可以认为是半无穷长圆管中入口 流的很好的 近 似
.

D ag an

等人的工作
‘“’支持了这种观点

,

他们证明
,

有限长孔道入 口流的速度剖面 当 b / Z
a > 1 / 2 「!寸几

乎不变
,

这里 b是孔道的长度
.

另一方面
,

G luc k m a n 等人 L“〕举出以下实例
:

两同样大小 的圆

球
,

间隔为20 倍圆球直径
,

在平行于圆球中心联线的方向上有S t o k
e s流流来

.

根据 St im s o n 和

Jo ff e r y { 7 ’的 准确解
,

双球问题中每一个圆球的阻力仍然和单球问题中的阻力差 5 肠 这样的

偏差显然是相当显著的
,

因为对第一个圆球的圆心来说
,

第二个圆球边界所张的立体角只有

整个立体角的 1八 6 0 0
.

这个例子清楚地说明了在无界Sto k e s流动中
,

扰动的衰减是
一

{卜常缓慢

的
.

因为〔1」和〔2 」中所得的解只代表有限长圆管中入口流的结果
,

因此准确地研究半无穷长

圆管内低雷诺数流动的入 口流问题看来仍然是十分有价值的
.

本文采用数值计算方法计算一般解中出现的富氏积分
.

采用配置法匹配人 口处的速度剖

面
,

得到了均匀入口流情形下半无穷长圆管内低雷诺数入口段中的速度分布
,

压力分布和流

函数
.

和文「1 ]的结果比较发现我们的解在数值上和 L e W 及Fun g 的结果相似
.

例如
,

我们导

出的入 口段长度为I ~ 1
.

2a
,

和L w 及F ul
、g 的结果 1

.

3a 相近
,

但是找们所得的速度剖面和他
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们的不同
,

相差百分之几
,

这是 因为 L
o w 及Fun g在壁面附近没有能准确地满足入口处速度剖

面所致
。

当圆柱的入口处被另外的边界面包围时
,

具有均匀速度的入口 流实际上是不可能存在的
.

例如
,

圆管和无界平面通过圆孔联接
,

此时入口截面处的速度剖面将远比均匀剖面接近抛物

型
.

正因为这个原因
,

本文又计算了进口处非均匀速度分布的入 口流
,

得到了入 口段长度 L 等

于 o
.

sa 的结果 (类似于【2 」中的结果 )
.

为了检验配置法的收敛性
,

本文还进行了数值实验
.

数值实验的结果表明
.

配置法在入 口

流问题中收敛得相当快
,

从而使这类计算具有可以信赖的基础
,

并有可能在类似问趣 中采用
.

数 学 提 法

考虑半无穷长圆管内的St ok
e s 流动

.

取图 1所示的柱坐标系
.

原点放在初始横截而的中点

~
_ ; : 拼U

; : _
,

、; _ , ,

*
、

士 * 、二 ,
, ,
、

_ 厂 : J 。 , .,
,

* 。「-

{
“ 上

.

琳
u ,

U
’

丁
, LJ U 一

““发
,

”反
,

庄刀 ‘目葫乙幽鳅 盯”付伍

一~ 一
‘一

—
值

·

其中
, “
是圆管的半径

,

U == Q/ 和堤平均流速
,

Q是

) 体积流量
,
召 是流体的动粘性系数

.

以它们为参考值
,

。

}
-

- -
- - -

-
-

-

- - -
-

-

-
-

一
-

-
- -

- - -
-

一一
S t·k一流

酗甜刚粼耀黝
{ 一一一一

厂一 一

{

图 1 半无 穷圆柱的几何图形

V Z v一 V P
, V

·

v = 0 (2
.

1 )

其中 v ,

户为无量纲的速度矢量及压力函数
.

V 是 哈密

尔顿算子
.

由于流动的轴对称性
,

存在着流函数 劝
, ‘

已

和径向速度分量 。* ,

轴向速度分量
u :

以及压力梯 度的

关系为
:

_
_

_ 1 口势

R a z

口夕 1

百天 - 一说一
口

,

。
。 、

不二 L刀
“

势)
U ‘

1 口p
R 口R

口P _

石乏一
1 日

,

。
, , 、

一 泛丁一
~
三 劝

一

L刀
一

梦)
1 、 (y l 、

(2
.

2 )

(2
.

3 )

其中 D
“

是广义轴对称 St ok
e s
算子

,

它在柱坐标系统中的表达式为
:

n , 日2 1 口
.

口2

口 一 一二 石万一 一一 石 一万。 十
- 二

口It
一

八 d 找 d 之
(2

。

4)

对 (2
.

1) 式取旋度并利用 (2
.

2 )式得到流函数满足以下的 四阶线性偏微分方程

D
Z

(D
么
势) ~ 0

在圆管表面 R = 1 上
,

无滑移条件及流函数取常数值要求

(2
.

5 )

。 :

= 0
, 1

梦= 万
乙

(2
.

6 )

在初始截而
z 一 O 上

,

速度是指定的
,

即

: 。

二f (R )
, 。: = g (R )

其中f (R )
,

g (刀)是给定的 已知函数
.

当之、 oo 时
,

流动趋于泊肃叶流
,

于是

(2
.

7 )

。 ,

I n
,

梦= 式
-

一下
~

八
’

乙

将 沪写成 沪
,

和 劝
:

之和

叻= 沪: 十 沪
:

(2
.

8 )
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沪
: ,

么都是由柱坐标系统中分离变数解组成的
,

它们的表达式为
:

n ,

1 。
,

梦1
= It

-

一下
~

式
’

‘

+ 乙 E
; ,

(r+ k
, z )。

一 盆
厂 “

吞
:

Rj (寿
。

R )

+

丁厂
〔A

!

(考)R ‘
1

(R ‘, + B
l

(‘, R
Z
,
。

‘Rt , 」。。5 (·‘, d ‘
(2

.

9 )

功
2
= 匕 E

: , q o z e x p (一 g
。 z )q

o

RJ
,

(q
o

R )

八U,

.l民
+

{厂
。“

2

(, )R ‘
1

(R ‘卜 B
Z

(‘, R
Z
‘
。

‘R ‘, 〕5‘· (·‘, d‘

式中

A
Z ,

。
,

1 。
, , , 、

一
、 ,

~ _ ,

~
_

、 ;
一 , 二

一
、 ,

~ 一
、

,

。
,

_
、卜 ,

一 一

式一
。 几

’

1戈农川丽叮侃劝
,

场 足 打 l))r 弟一尖父 型 D e s seJ 幽数
·

且 : , , 也 2 。 ,

月
1 ,

‘

B
Z

分别为级数中的待定系数
.

寿
。 ,

q
,

是常数
,

它的数学怠义可以从下面讨论 中看出
.

根据 (2
.

2 )式
,

与 沪
, ,

沪
:

对应的速度分量分别为
:

v : ‘
= 2 (1 一R

‘

) + 乙 E
; 。

(1 + k
n z )e 一 k

·
“
k芝J

。

(k
o

R )

+

{厂
{, : (, ), ‘

。

(R ,) + B
!

(‘)〔Rt ‘
1

(Rt 卜 2‘
。

(Rt , J, 。。S (·‘, d‘

(2
.

1 1)

: : ,
= 乙 E

; 。
k柔“e 一 k

·
z
J

,

(k
o

R )
介 . 1

+

丁厂
〔A

!

(‘)‘
1

(R ‘) + B
l

(: )R ‘
。

(“ , )〕, S , · (·, )d ,

O 0

。· :
= 乙 E

Z”。之2 e x p (一 。。二)J
。

(。
。

R )
翻 岛 l

+

丁:
、A

么

(, )才‘
。

(Rt ) + B
Z

(‘)〔R “
、

(“, ) + 2‘
。

(Rt ) : }
S‘n (·,)d :

O O

(2
.

12 )

。: :
= 乙 E

: ,

。青(。
。“一 1 )e X p (一。

。 z )J
I

(。
,

R )

{ [A
Z

(t)1
1

(R t) + B
:

(t)R l
。

(R t)〕r e o s (z t)d t

由(2
.

1 1)
,

(2
.

1 2 )不难看出
。

令势
:

满足 R 二 1 : 。: ;
一 0 ,

砂
2

砂
、,

劝
:

分另I!代表” : ,
今 o

, ”。 ;
二 o 以 及 v 。:

斗 0
, ” : :

, o的情形
·

满足 R 一 1 :
沪

:
~ 0 得

:

~
、

汀 汁、
万‘

L犷, = 一刃丁示)
-

伞公派奢)
- 丑

,
L‘)

, J 。‘左
·
) = ” (2

.

1 3 )

及
。

, . 、

I
,

(t)
万 “(犷, ’ 一

浦布
月
“
(才,

,
了 ‘

(q
·

, = ”

由此可见
,

k
。 , q 。

分别为零阶和一阶 B e 、、d 函奴的下 点
.

将 (2
.

13 )
,

(2
.

卫4 )

(2
.

14 ) 代入 (2
.

9) ~
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(2
.

12 )并考虑到 (2
.

8 )及 (2
.

3 )式得
:

R
.

斯加拉克

, 一 R
,
一 妾

‘

R
4 + 乙 E

, 。

(l + 友二 z ) e 一“
·
“ k

,

尸J
I

(九
,

R ) + 二 E
Z :

。
: 2 e x P (一。

。 : )、
二

z已J
:

(。
。
尸)

+

{了
A ! (‘,

}
R ‘

1

‘Rt , - 尸
Z tl

。

(t)
tl

;

(t) + 2 1
。

(t)

‘
。

(R , )
〕
·。s (: ‘)d ‘

*

{厂
,

:

(, )
「
R ,

{

(Rt ) 一

会哥
R

Z
‘
。

(R ‘,
〕
S ‘· (·‘, d‘

(2
.

1 5 )

。 :

~ 2 (l一 刀
2

) + 乏二E
: 。

(l + k
二 z )e 一九

·
z
k聋J

。

(寿
。
R ) + 乙 E

Z , q 君2 e x p (一 q
o z ) J

。

(a
,

R )

+

!厂
A

l

“,
!
“

。

‘“‘, - R tl
,

(R t) + 2 1
。

(R t)
tl

、

(r) + 2 1
。

(t)

,‘
。

(, )
」
一 s (Z 才)d‘

「
工 ,

‘
、

1
.

,

一
、

I
,

f约
, 一

_

,

_
_
、 ,

_
、 _

1

+ J
。
丑

,
t犷, i

才, 。
L允‘,
一布才

L允才, ‘
(瓦‘, + “’。

(瓦才) 」}
S‘n (z ‘)“‘ (2

.

16 )

。 ,
= 乙 E

: 。
几孟二e 一 h

·
“
J

,

(k
o

R 少+ 乙 E
: 。q 之(q

。二一 l)e x p (一 g
n z )J

I

(q
。

R )

.

一
、

tl
n

(t )
‘八封 一一
一

立
一’ ?
一

tl ,
(t ) + 2 1 。

(

R “
。
、R ‘少

」
‘S‘n 、·‘)d ‘了里

res..L
、、,了子‘了.、

A

工0

1 �

I
J

卜+

一

{{
“

·

(‘,
二

一
、

I f约 _ , ‘

_ 〕

1 ,
‘允‘, 一了言征

尺 , 。 (允‘) 」
‘c o s ( “‘)“‘

夕= 夕
。

一 8 2 + 艺 百
, 。 e 一 “

, ·
“ 2左言了

。

(乓
,

R ) + 圣二E
: 二 e x p (一。

。 : ) 2 。母J
。

(。
:

尸)

+

{〔l
- rl

。

(t )

万不) 千泛了而丁
I

,

f约
J ,

八
.

一

}
, 。

、 .

丑
‘L才) “‘n Lz ‘) + 几(t)

一
直

, L‘) “o S Lz ‘) 」
““ 。

‘“‘) “ ‘

( 2
.

1 8 )

其中 P
。

是参考压力值
,

E
, 。 ,

E
Z , ,

A
, ,

A
Z
仍然待定

。

令 (2
,

1 5 )
,

( 2
.

16 ) 满足边界条件 ( 2
.

6 )
,

我们有
:

丁A
l

( t ) / 夕
“’

( t) e o s ( : t) d t二 一 乙 E
, ,

(z + 几
, : ) 。 一儿

“
k

o
J

.

(儿
。

)

丁A
:

( t) / 夕
‘么, ( t) s in (二t )d t二 一 泣 E

Z o

g君2 c x p (一 q , z ) J
。

(g
。
)

这里

夕亡‘)

( t、= 一
fl

,

(r) + 2 1
。

(r)

厅 ( t )

。。2 )

、, ) 一

会汾
打 ( t) 一 t〔I 孟( t) 一 l 至( t) 」一 2 1

。

( t) J
;

(t )



半无穷长圆管内的低雷诺数入 口流 7 4 7

将上述富氏变换反演之得

月
:

(t) - 一 乙 E
、。g “ ’

(t)F
,

(t)

(2
.

19 )

A
:

(t) = 一 乙 E
: 。夕‘z , (r)F

:

(t)

其中

。
、 、

4
厂 x tr ) = 一

兀

(2
.

2 0 )
F

。

(t ) = 卫

壳之J
I

(k
,

)

(k盖+ t z
)
‘

q 二tJ
。

(g
。

(q若+ *2 ) 2 {
将 刁

,

(f)
,

A
,

(f) 的表达式 (2
.

19 )代入 (2
.

1 5 )~ (2
.

18 )中去
,

经过 一 系列运算和整理后得
:

v ;

(R
, z )一 2 (1一 R

Z

) + 乙 [E
: 。

研 {荔, (R
, z ) + E

Z。

邵貂 (1砂
, 二)」

。: (尸
, : ) = 乙 [E

, 。

砰

目 = 1

;扩(R
,

z) 十 刀
2 。

邵麦育(R
, z )〕

(2
.

2 1)

, (R
, : )一 R

,
一 奥

乙

R
‘ + 习 仁刀

l ,

研 {认
,

(R
, z ) + E

Z 。

附互二
, (R

, : ) ]

户(R
, z ) = 户

。

一 8 : 十 乙 [E
L。

研 {鑫
,

(R
, z ) + E

: 。

牙缭 (R
, z )〕

其中

砰、: (*
, ·

卜 (1 + 、二 )一
“二 、

·

、‘
、

(、
·
、) +

}厂
八;

3

(R
,

, )F
l

(, )一 (· , )d ‘

砰“: (R
, ·)一 。

·

⋯
p (一 。二)。

·

R ‘ (。
·

“) +

{:
”、

3 ,

(R
,
‘)F

Z

(, )5 1· (·犷)d 才

(2
.

2 2 )

、..............1

!
.

r

l
评; ; (R

, ·

卜 (, + 左二)一
“二 “;‘

。
(、

·
R ) +

{厂
“;

1 )

(R
,

, )F
.

(矛)一 (· , )d ,

万、。(R
, ·)一 。·

⋯
p 一。一。:‘

。
、、

,

R 沐+

{:
‘、

1 )

(R
,

, 。F
:

(, ) 5 1· (· , )d ,

砰 ,; (*
, · )一 、:一

“二 ,
,

(、
·

*卜 丁:
“、

2 )

(R
,
矛)F

;

(, )5 1· (·才)d ,

砰 :。(R
, ·)一 。: (。

一
1 )二p (一。二 )“ 、。

·

, ‘)一

{:
人。

2 夕
(R

,
, )F

Z

(, )一 (·犷)d ,

砰 ;扩(R
, · )一 2“:一

“二 ‘
。

(“
·

R ) +

{厂
“、

4 )

(R
,
‘)F

l

(‘)5‘· (·才)d ,

砰、:
)

(R
, ·)一 2。:一 p卜。。· )‘

。

(。
·

R )一

{厂
“、

4 ) (R
, ‘)F

:

(才)。。S (·, )d ,
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这坐

R 斯加拉克

hl
, , (R

,
t) =

, Z
j (r、
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曰 Lt )
尸j

,

(R t)

h釜2 , (R
, t) = 一

tZ I
。

(t)

刀 (t)
刀1

。
(R t) +

h釜
8 , (R

, t) =

h麦
‘, (R

,

t) =

R
, , 。 、

一
一

丁- 九贡
‘’

t式
, t )

2 1
,

(才)一 tl
。

(r)

h;
4 ,

(R

迎竿渝业
‘

,

(* , )

‘,
一群l乎

‘
。

(* 才)

(2
.

2 3 )

H (t)
I
。

(R t)
tl

.

(t )
f 、 ,

一
、

+ 下户子六
一

代J
.

t允 t)
f Z L不)

h互
2 ) (R

, ) ~

告畏
R ‘

。
(* ,
卜

一

鲁爵
‘

1

(R , )

*、3 ) (*
,

, )一

牟
一、。

2 ) (*
,

, )
h立

4 ,

(R
,

t) ~
Ztl

,

(t)
, ,

。
, 、

- 1 , 于
-

下 一 - 1 n t J 工‘I

月 气t )

(2
.

2 2 )中各个积分无法解析地积出
,

必须进行数值计算
。

令解满足边界条件 (2
.

7) 得
:

乙 〔E
; 。

W {扩(R
,

o) + E
Z。

研品
, (R

, o)J= f (R ) 一 2 (z 一 R
Z

)

(2
.

2 4 )
叫8

艺 [E
、,

邵 {扩(R
,

o ) + E
Z。

班羞扩(R
,

o) 1= g (R )

式中 (R
,

0) 是初始截面上各点的坐标
.

我们无法用反演的方法定出 (2
.

2 4) 式中的系数 E
: , ,

万
: 。 ,

因此不得不采用近似的配置法
.

将 (2
.

2 1) 式中的无穷级数在
n 项处截断

,

用有限项近

似地代替无限项
.

在初始截面上选取 n
个离散点

,

在这些点上满足 (2
.

2 4) 式
,

于是得到 2 。

个线性代数方程组用来确定 2n 个未知系数 E
、。 ,

E
Z。 .

用任何一种标准方法解出线 性代数方

程组后
,

我们便找到了速度分布
,

压力分布
,

流函数 (2
.

2 1) 的 n 项级数的近似解
.

显然
,

如

米解是收敛的
,

则 n 越大
,

近似解越接近于精确解
.

在均匀入 口流的情形下
,

f (R ) = 1 ,

g( R) ~ 。
.

(2
.

2 4) 式变为

乙 E
、。

研 l扩(R
, o)一 1一 2 (1 一 R

Z

) (2
.

2 5 )

乙 E
Z。

研盖扩(R
,

o) = o (2
.

2 6 )

由(2
.

2 6) 式立即推出 万
: 。
二 0

.

于是只须解 (2
.

25 )式以确定 E
L。 .

三
、

数 值 计 算 结 果

第一种情形计算进 口截面处具有均匀轴向速度和零径向速度的入口流
.

如上所述
,

利用

(2
.

26 ) 容易使零径向速度条件得到满足
.

(2
.

2 5) 中级数的收敛性通过比较
n ~ 10 和 n ~ 20

二组结果加以检验
.

入口截面处沿半径方向的
n
个配置点是等距离分布的

,

富氏积分采用Sa 。
-
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Ps o n 公式或L au g e r r e
求积公式

〔日’
求值

.

表 1 和表 2 列出了n = 10 和。= 20 时速度分量
,

压力分

布和流函数的结果
.

注意
,

表中的压力是P’ ~ P + 8 : 而不是P
.

因此当流动趋于下 游 的 泊肃

叶剖面时
,

P’趋于一常数
.

表 1 和表 2 的结果表明配置的收敛性是相当好的
,

除了尖 角 (R

= 1 , z 二 0) 附近的一些点外
, n = 10 的结果已和 n 二 20 的结果十分接近

.

定义速度剖面和泊肃叶剖面相差为平均速度 1 肠的地方到入口处的距离 L 为 入 口 段长

度
,

则根据表 2 ,

L = 1
.

2a
,

此结果和L o w 及F u
ng 的结果相近

.

根据他们对实质上是有 限长

圆管的计算
,

L 约为 1
.

3a
.

为了比较
,

在表 Z a ,

表 Z b中同时列出了L ew 及F u n g 在 z = 1
.

2处

及二 = 2
.

9处速度分布的结果
.

可以看出
,

在二 一 1
.

2 处
,

本文的最大速度和 L e w 及 Fun g 的相

差 7 肠左右
.

这种差别即使在
之 = 2

.

9处仍然维持
.

其原因是在L ew 及 Fun g 的计算中流量不

准
.

如果在每个横截面上根据 L ew及F u n g 的结果计算流量
,

并将轴向速度除以 以 此 流 量换

算得到的平均速度
,

则文【1 」的结果在 二 == 1
.

3 处约和泊肃叶剖面相差 1 肠
.

流量的不准主要

是因为在入 口处轴向速度由
: = 0

.

9处的 。二 1 以一种不确定的方式变到
: = 1 处的 u二 0

.

在本

文的计算中
,

流量和入口处的均匀速度剖面和实际更接近
,

因而速度分量的绝对值更精确地

代表了这种理想情形
.

图 2 画出了 z = O 到 z 一 1
.

2 不同截面处的速度分布
.

对大多数实际问题而言
,

入 口条件不会取均匀速度剖面
.

例如考虑从半无穷平面上一圆

形孔口开始的圆管
,

其速度剖面类似于无界平面上圆形孔口处的精确解
〔“’.

为了研究入口处

非均匀速度剖面对入口段长度的影响
,

我们考虑第二种情形
:

入口处轴向速度分量取薄平面

上一圆形孔口 处的准确解 (图 3 )
.

计算出来的速度分量
,

压力和流函数列在表 3 中
.

可以

看出
,

此时速度剖面非常快地趋向于泊肃叶流
.

入 口段
一

长度约为 0
.

sa
,

只有均匀入口 流情形

的40 肠左右
.

入口 段长度的显著变短可能是入口处和边界相连的圆管内S tok es 流的共有的特

性 (包括从大管分叉为小管这种情形 )
.

这个结论是和〔2 」中有限长孔道的结果相一致的
.

总结起来说
,

对于均匀入口流情形
,

本文得到的入 口段长 度 L = 1
.

2 和文〔1〕中 的 值相

符
.

其次
,

对于更为现实的非均匀的入 口速度剖面
,

入口段长度可以小到 o
.

sa.
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表 吝a 轴向速度分量叭 (非均匀情形 )
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表 3b 径向速度分量
。六 (非均匀情形)
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表 3 e 流函数 (非均匀情形)
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表 3d 压力分布 (非均匀情形)
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