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摘 要

本文研究小参数椭圆一抛物偏微分方程一致收敛差分格式的充要条件
。

一
、

引 言

在许多实际问题中
,

如流体力学 (边界层问题 )
,

弹性力学 (壳体的边界效应问题)
,

量子力学 (W K B 问题 ) 等
,

都遇到在方程的最高阶导数项含有小参数
。 的问题

.

用 一般的

差分方法解高阶导数项含有小参数的奇异摄动问题
,

往往会产生一些困难
,

它是由于解的边

界层性态而引起的
。

传统的有限差分逼近
,

是在边界层附近减少网格尺寸
,

使边界层的主要

特点不会失去
.

然而
,

这种逼近的缺点是需要相当多的计算
.

事实上
,

往往 由于计算机系统

的限制
,

当网格取太小
,

所得到的离散问题在数值上可能变成不适定
。

因此
,

我们希望构造

顾及到边 界层存在
,

以及与小参数
。无关的一致收敛的差分格式

.

近+ 几年来
,

有不少人 做 了 这 方 面 的 工 作
,

例 如
,

11
‘
in 〔‘’ (20 6 。)

,

E m ely a n o v ‘”

( 19 7 9 )
,

D o o la n ,

M ille r ,

S e hild e r s ‘“’ (1 9 5 0 ) 等人的工作
,

这些工作 大都是对小参数的

常微分方程问题进行讨论
.

本文
、

研究在正方形区域 R (0 《二簇 1 , 0簇夕簇1) 内解椭圆
一抛物偏微分方程 第一边 值问

题
:
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的舟致收敛差分格式的充要条件
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其中
。> O 是小参数

,
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.
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,
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二
、

一致收敛差分格式的必要条件

对于高阶导数项含有小参数的奇异摄动问题的数值解法
,

我们希望
:

( i ) 所构造的差分格式适应边界层性质
、

(ii ) 当 。、O 时
,

差分方程的解的渐近性态与微分方程解的渐近性态相同
;

(ii i) 当 h o o 时
,

所构造的差分格式的解关于
。 一致收敛于微分方程的解

·

文章「4 〕提出了满足 ( i )
,

(11 )的差分格式
,

并证明了所构造的差分格式是具有二阶精

度的收敛的差分格式
.

为了满足 (iii )
,

我们先来讨论一致收敛差分格式的必要条件
。

假设差分格式
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由渐近方法分析知
,

当 : = 0 时
,

在 夕= 1这条边上失去一个定解条件
。

此时
,

在夕= 1附

近将产生边 界层现象
.

所以
,

我们在确定拟合因子时
,
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.
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定理 1

的必要条件是

差分格式 (2
.

1 )
、

(2
.

2) 的解关于
: 一致收敛于微分方程 (1. 1 )

、
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,

2) 的解
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第二分解过程
:

令 犷
。

(%
, t) = V

。

(义
, t) + 。V

,

(x
, t) + ⋯

代入

其中

L
。

V
。

(二
, t)“0

件卫二兰
.

宝
二

_ (一幼
’

二口夕
J

\ 己 / 口t
J

得到确定V
,

的递推过程
:

日2
犷

。

口V
。

一一二万一
一

十 a 一二 ;
= U

口【
一

口不

(3
.

1 1 )
!
户...J

�

U
一一

义
了了.、

V印V
。

( x
,

0 ) = 一邵
。

(劣
,
1)

,

V
。

(沉
, t) = 一邵

。

(*
,
1 ) e x P(一 a t )

日Z V
,

.

a V
:

口Z
V

。

日2

砂
。

(%
,

1)
一一又万

~

一 十 a 一下二
仁

= 一一, 不二『
一

= 一~ 一一二二三甲一 ~ e x p 气一 a l)
_

O ‘ O ‘ O 汤 O 汤

{ ( 3
.

12 )

犷
;

(劣
, 0 ) 二 一砰

1
(义

,

1 )
,

lim V
;

(“
, r) = 0

更 .
一> CK )

犷
1
(二

, ‘)一「
一砂

1

‘二
,
‘) 2 aZ

邵
。

(二
, 1 )

a 口沉2

,

」
·x p‘一“‘,

记
= Q

:

(工
, t ) e x p (一 a t)

日2
犷

,
.

口V
,

口Z V
,

「口
2
环 ( %

.

1 ) 1 口4

砂
。

(义
,

1)
一一二五

巴 ~ 十 a 一下万
二

= 一吮不蕊
一

= l一一一一二二1 一 一
.

十二
~

—
一只下孟

一O ‘一 O 石 O 汤 L a 汤
一 U O 满

-

犷
2
(二

,
0 ) = 一砰

:
(“

, 1)
,

lim 厂
:
(二

, t ) = 0

t

」
e ·p ‘一“ , {

!
‘3

名~ > O心

。
:
(!

, , ) 一

{
一牙

:
(·

, 1
卜〔浪业瓷

工) +告
日,

砂
.

(二
, 1)

口沉 2

_ 1
。

里丝
卫

立过)
t ,

Z a
‘

d 劣
,

记
。x p (一 a t) 二 Q

,

(“
, t ) 。x p (一 a t)

欺
日Z V

, 日犷
, 。2犷

,

一下石互 十 口一了厂 = 一 ~万 1 -

-
口不

一
O【 O劣 -

口2砂
:
(义

, d 6

附
。

(二
,

1 )
a 戈6

1一护
口劣 2

+ 土 望终去落尝三卫1
, + 共

。
~

里熙要迎
, 2

}
e x p (一。, )

U 口满
一

J 乙“ O 拢
一

J

( 3
.

1 4 )

犷
:
(戈

,
0) = 一砰

。(劣
,
1 )

,
li m 厂

3

(二
, t) = 0

名- ) C幻

f
, 二 , , 、

「2
犷 ’‘劣 , ‘) = t一理

“ t戈 , 王) 一L了
口。班

。

(戈
, 1) 1 口4

十
~

万

—“

砂
l

(义
,

1 )

口X 日戈

‘

1 日Z

W
,

( %
,

1 ) 1
.

「 1 口8邢
。

( 义
,

1)
十 一了 一一一六二花厂一 l 不 一 l 飞了 一

一
户市一

一
一 十

“ O 环 J L U
.

口 X -

一三
‘

宜丝区兰旦
一

2 a 2 口x 4

一上一兰竺丛丛丝
目

尸

6口
o

口劣
.

记
e 二p (一 a 一) == Q

。

(二
, t)

。二p (一 a t)



物 林 鹏 程 刘 发 旺

一
一

—
.

——
一

—

—

一
一 - 一 ~

山生

令 U
。

(x
, 夕) = U

。。

(二
, 夕) + 二e ,

。、 (二
, 。)一、

。3

(二
, 。) + :

￡3

(
二 ,

粤)

== E 护
牙

!

‘一 。, +

惑
一:

‘

(
· ,

1一 g

君 ) (3
.

1 5 )

由引理 1 容易得到

,
二。: !‘M

3 : 4

(3
.

1 6 )

令 户(二
, , ) = U

: ,

(劣
, 夕)一 u 九 (x

, y)
, v

a h 二 a h
=

—
C t ll

—2 2 巴
(3

.

17)
、

记 ~
_

。

乙奋P 气义 , g ) = 儿奋口
e

八 x , 夕) 一儿石“
,.

吸戈 , 夕) = 岁 一
十厂

: }
其中

F
,
二夕(牙

。, 夕+ 。
研

: , , + 。2

牙
: , 。+ 。3

研
3 , , ) + (砰

。二 * + 。
牙

、二牙+ 。2

牙
: 二 奋

+ e s
研

。二 ; )一 a (附
。夕+ 。

牙
1夕+ 。2

砰
: 乡+ 。s

班
8夕)一f

F
:
= , (厂

。, 。+ e厂
: , , + 。2

犷
: , 、+ 。s

犷
s , , ) + (犷

。, * + 。犷: 二* + 。2
厂: 二*

+ 。吕犷
: , * )一 a (犷

。乡+ 。厂
, 夕+ e么犷

:乡+ 。8
犷

s乡)

因为 分
‘(二

, y ) (i = o
,
z

, 2 , 3 )满足 (3
.

9 )
,

(3
.

2 0 )且应用不等式
‘2 , :

.卜
·
}、、 * th

告 (3
.

18 )

所以
,

我们有

!F
:

!《M (h + 。4
) (3

.

1 9 )

事实上
,

F
,
= (砰

。二 * 一 a
砰

。乡一f) +
。(牙

。, 。+ 班
, 二笼一 a

牙
:乡)

+ 。2

(砰
, , 。+ 砰

2 二 * 一 a砂
: 乡) + 。3

(牙
: , 。+ 研

。二 * 一 a
牙

a乡)

+ (, 一。)(砂
。, 夕+ 。

砰
: , , + e Z

砰
: , , + 。s

那
: , 。) +

e 4

那
。, ,

故有
.

f,
.
一

, , 了
, , . , ,

. , , , . 。 , , . , 二 a h
. J

、 _ , , , , .

l厂 一 ! 毛头J以 3 1 月
一

十韶
-

一 e 一九一

十 巴协
一

+ 八 t n to 二二
+ 巴,

I乓
,

Z竹 协 + 己 ,

)
、 Z 召 I

现估计 F ” 考虑到 (3
·

川一 (3
·

‘、, 中
,
犷
小

,

导)
一v’(二

,

。的显式表达丸 我们有
:

, F
。·、

一半
一

c h

夸
sh

令
牙

。

(二
, ‘, ·x p ‘一a ‘,

一。:
。* 一

型平迎
Sh

夸
。h

今
一p (一。‘,

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1)

_ a ,

牙
。

(“
, 1 )一少星不犷

。

(占
; , 1 )

a劣 2 1 2 a% 4
e x P(一 a t) (3

.

2 2 )

「Z ea , a r , a 丁 f
二1 , , J 、

1
‘, , “ l一万

- c n
we

丁
“11 一

万一 L一邵
, L劣 , 工少一万

口2

牙
。

(劣
,

口劣名
业t

�

姑厂气即

2 ￡r a Z

牙
。

( %
,

1)
, , a r l

十 , 二产一 一一一- 二一万一-一 C n -

一二厂一 2 e X P L一 O 不少
n 口劣

一 Z J
( 3

.

2 3 )



小参数椭圆一抛物偏微分方程一致收敛差分格式的充要条件 7 3

一a 君厂活二 一

+

令{
2

「号婴黔丝‘一附
1

‘X
,

小夸
Sh

令

含塑咨
」
旦

·h ‘二 ,
}二

p‘一
‘,

(3
.

2 4 )

_ , ,

f r 口翌平
:

(戈
,

1 ) 1 口4

砂
。

(x
.

1 ) 飞
.

召八
2 「

己 , “云= 气司 一
一

一一气万二『
一一一一 万

.

一
~
一又二丁一一 r l十

、

几二一 ! 一
t L O 满 u o 潇

一

J l 乙 L

口4

牙
:

(雪
: ,

1)

a% 4

_ 工 a 6

w
。

(占:
, 1)

a 日x 6

,

}}
一 p ‘一

‘,
(3

.

2 5 )

·’尹厂: ·* 一

会{
4

!
1 口4

附
。

(二
, 1 )

2 a 2 日x 4

一、
: (二

, , )
」

s“

令
·h

夸
+

告业劣迎)〕
·h

Z

令

卜(争里

一‘·

卜争

十 : 2

(
一

步

口4

牙
n

(戈
,

1)
.

1 a Z

班
.

(戈
。

I)、
一

一
一又

~

下一

— 十—
一- 一一一二一二”~ 一 -

肚
口X

一 U 口X
一 ,

旦丝赵兰
2
妇卜

d 劣
, (炭

口
4

牙
。

(x
, 1 )

a劣 4

口4

邵
n

(劣
,

1)、
, , 、

一
一二 , 丁一一一 IC ll t“T 少
口篇

一 ,

e th 一旦兰
2 }
一p (一

‘,
(3

.

26 )

一 a o Z
V : ‘= 一

a o Z

f
J

r l 口4

牙
。

(戈
,

1)
, ,

了 1 口4

砰
。

(戈
,

l)
.

1 日2

砰
,

(戈
.

1)
一二万 气吸! 一一二二万产 -

,

一又几, 一
.

不-

一 I 一万
、

一一 气二一1
- 一

~
~

十—
.

一一二
, 一不

—么月 t L 么G 一
口劣

.

\口’
口劣

’ Q d 义
“ )

,

一砰
,

(二
.

1 )I
c 卜

~

擎
s。兰攀一 2 二

{一粤型典华迎
, 一(粤迎乓华边

一

J 艺 Z L 口一
口万

一

\Q 甘
d 义

,

1 日2

牙
,

(劣
。

1)
十

一
了

~

一一一一二下r - 一
“ 口劣 - )}

c h (。· , + 2 : 2

(
一

争
日4

牙
。

(x
, 1 )

a 戈 4 )
sh

令
·“

令}
一p ‘一

‘,

(3
.

2 7 )

。2

。: 二 *

一{
1 Oe

班
。

(戈
,

1)
目
.
. . . .

、. ~ . ,~ ~ .

-
-

一
。 。2 。一 62 a 2

a劣

产一「粤世
L“’

班
。

(戈

口x 6

,

1)
.

1 0 4

才
:

(%
.

1 )1
.

一
一 十

一

芍 —
一亡勺

- 竺

一
~

l不
“ 口义

’ J

a Z
砰

,

(戈
,

1 )
.

h
Z
「 1

—
一一下二二犷

.

一
几

十 二二l 一蕊 二

口劣
一 1 名 L 乙“

口“不
。

(雪
。 , 1)

口x 吕

1 口8

牙
。

(蜜3
,
1 )

a 3 日x s

Z‘‘、

一

+
z a。砰

:

(省
。 , 1 ) 口4

附
:

(言
3 , 1 )

a

~
~

一
夕目. . . . . . ~ , 目. , 叫

一

-
.

.

一 -
-

目‘

一
. . .

八 O 即 6
口义 口% 4 }}

一p ‘一“‘,
(3

.

2 8 )�厂

ea 外
尸

俪 =
一

经里奥才4「一平
.

(二
.

1 ) 一阵
~

旦望么(兰卫」十霉型丝
!少丝业 + 生

2 九 t
一

L ”
’ 一

\a
U d % “ a o

d %
,

’

a

塑丛区迎、
r

己戈
. ,

1 1 口。砰
。

(劣
.

1 )
.

1
一气

~

三
~

一一一一二节下 一一
十二万三F

、“
“

口共
一 艺(名一

口4

班
;

(二
, 1 )

日戈 4 )
‘’一

命
护附

。

(戈
,

1)
, ,

1
,

aT
, _

aT
-

一 一 百, 万一一
一 ‘一 15 n ee 二~ 一 C n 一尸二一

口义
’ J 艺 Z

「1 2
十 4
几气了

日。附
。

(%
,
1)

日劣 e

1 日4

砰
、

(义
,

1)
.

十兮百
~

一
二爪「一一 十

a “ a 篇
-

1

a

。2

甲 : 吸%
, 1 )

a丫 )

十

、
、J.Z1 日6砰

。

(劣
.

1)
‘

1
卜1

~

一
- 一
一下甲万 一一

.

一

十下
、

q
一

口劣
’

仆
-

尹牙
,

(戈
.

1)
一一一 二丁丁厂一 一~ 十

口工
‘

口4

恭
口6班

。

( x
, 1)

口护
-

1 口6牙
。

(x
.

1)
, ,

一一 一屯,

—
r

Z QO d 劣。 〕
‘

‘了.、、

十



7夺 林

n乙

.r.片.‘L

不
一

e h
Z -

旦竺 (
。

{

鹏 程 刘 发 旺

翌典粤卫
+ 毕十型毕契2、+ 粤巡毕李华门d 笑’ 2 0 一

d 戈
’ I “ . d 篇 ’ J

e h (a r ) e th 一
a T

2

2 丁3

3 a 8

口8

砂
。

(二
, 1)

a叉e

a 了 1
, 八

c n 一

万一 }
e X p 叹一 “‘) (3

。

2 9 )

一 a ￡3犷, 夕= 一 黑{
4
「一w

、

(二
,

1)一俘 旦塑毕契2十
一

毛巡典
2

卫 + 工竺性华当
,

Z 八 { L \ U 一 口义
一 口’ 口X 一 (J 口工

一
’

I

一
(洽

口“砂
。

(“
,

口x 。

1 )
‘

1 口4

砰
,

(x
,

1 )\
,

1 口6

牙
。

(%
.

1)
。

1
, 口T , a r

‘

十二
一 亏

—
- 三兀- 一 ,

r
‘

一
一

厂
万 一一- 下, 飞一一 犷 Ic ‘ 一几一 5 11 一丁一

艺口 一 d 义 , 匕口 一
d 义

’
J 艺 Z

+ ’·

「(
2 口6

附
。

(义
,

1)
沪 口妒

1 口
4

附
:

(x
.

1) l
+ 一石

—
+ —a o

d 火
, O

口Z

W
:

(%
, 1)

口戈2 )

+( 毛
口。邵

n

(久
,

1 )
.

1 口4

珍
.

(x
,

l)
.

]

—
又万不-

十
,

j
-

一
下 不 -

~

十 几
.

O 满
一

U 几 O 工
’

“ -

口S

W
。

(二
, 1 )

口% 6 )

毕 一

之 护
Z a舀 一

圣镖碧Z r,

〕
·、 (二卜

2一

「
2

(争
日6

邵
。

(二
, 1 )

口% 6

l 口4

研
,

(%
.

1 )、
.

1 口6

W
。

(x
.

1 )
十

一

刃二及

一
一万 万~ :

-

一一 】十 丁百 一一
.

二厂几不 一一 ~ 不

艺(I 一 d 义 一 I U 一 d 义
-

s h
一

卫了
2

cli
一

终l

r 3 日”秘
: .

(%
,

z )
, , 、

1
十 一万万不 一一 , , 二一下万

-
C ll 吸口T ) 2

石a 一 口劣

”
j

}占。一 % l镇h (i= 1 , 2 , 3)

。x P (一 a t) (3
.

3 0 )

其中

注意到
:

, 一 Z c h
’一

譬
+ c h‘“· , 一 ”

l
_ , , a T a T

, 、 ,

a T , , 、 , a 了 , a 丁1
( ” ’ “

}
艺 “n ~

一乏
一

一百
.

一 C ”咬“T ’c ‘”
一

万一
“11 La 公) 十 “丁 c n

飞
S “
万了=

“一7

(
: 11)

(I v 、

, , l a 丁 、
c 。

气一厄一 )一
卫互些口

一 = 二
2 2

口‘砂 , (二
, 1)

口% ‘ ( M (2’= O
,

l
, 二 ,. 8 :

j= e
,

了
.

2
,

3 )

v ) }b
‘

+ b
; t+ ⋯ + b

”

t” }e x p (一 a t/ 2 ) = IP
。

(t) }e x p 又一 a t / 2 )( M 户
.

于是
,

由上式及 (3
.

2 0) ~ (3
.

3 0) 得到

.尸
:
.、M

;

(
h

Z + : h“ + “‘h
;

+ h th 止
a T a T

。

\ / a f 、
十 “” ‘“

飞 + “

7
七x p 气一百

一

)

簇M
。

(h + e二)

故有

IF
:
+ F

:

!( IF
,

}+ !F
:

}( M
。

(寿+ 。8)

所以
,

对IU
。,
一砂 }~ {L 言夕 }簇M

。
吸h + 砂)



�、,声、.少
�
浦二介自

甲。�吸Jc咋尸‘八
,

小参数椭圆一抛物偏微分方程一致收敛差分格式的充要条件

由引理 1 得到

}U
o 3

(二
,

夕) 一。‘ (二
,

, ) ! = Iv (
二 ,

夕) }( M
。

(h + 。3 )

!u
。

(x
, 夕) 一U

o 3

(劣
,

夕) }《M
, 。a

( 3

又

所以有

!
“,

(戈
, 夕) 一 u h (劣

, , ) ! ( !u
,

(二
,

, ) 一U
: 。

(二
, 夕) ! + !U

。,

(二
,

夕) 一 u 几( x
,

g ) !

( M
, 。3 + M

。

(。
3 干 h) ( M (:

3 + h) ( 3

由 ( 3
.

6 ) 和 ( 3
.

3 2 )
,

我们得到
:

定理 3 当 h , O时
,

差分格式 (3
.

1)
、

(3
.

2 ) 的解 沪 (二
,

功 关于小参数
:
是一致地收敛于

微分问题 ( 1
.

1)
、

(1
.

2 ) 的解
u 。

(二
,

妇
,

且满足估计式
:

}u
。

(戈
, 夕) 一 u h (二

,

, ) }( M 人

其中M是与 x , g , 。无关的常数
。

参 考

[ 一 ] I一
‘

i n
,

A
.

M
. ,

D iff e r e n e i n g s e h e m e fo r

a ffe e t主n g th e h i g h e s t d e r i v a ti v e ,

M
a t h

.

[ 2 ] E rn e ly n o v
.

K
.

V
. ,

A d i ff e r e rt e e s e h e m e

s m a ll p a r a m e t e r ,

U S S R C o m P“ta t i o ” a l

8 0
.

文 献

a d i ffe r e n t i a l e q u a t i。。 w i t h a s m a ll p a r a tn e t e r

N o t e 、
,

6
,

2
,

( l封6 9 )
, 6 9 6一60 2

fo r a l o rd i n a ry d i ff e r e n t i a l e q u a t io o w it卜 a

M
a th

.

a o d M a th P h夕5 . ,

18
,

5
,

( 19 7 9 )
,

了2一

D o o la n ,

E
、

P
. ,

J
.

J
.

M ille r a o d W
.

H
.

A
.

S e h illd e r s ,

U n i f o rm n u m e r i a l m e th o d :

fo r p r o b le m s w i th i n it i a l a n d b o u n d a ry la v e r s ,

( 1 980)
.

苏煌城
、

吴启光
,

椭圆一抛物偏微分方程奇异摄动问题的差分解 法
.

应 用 数 学 和 力 学
,

飞
,

2

( 1 980)
.

S h i shk i n
,

G
.

1
. ,

D iffe r e n e e se h e m e s fo r s o lv i n g a o e llip t i e e q u a ti o o w i t h s m a l[ p a r a 爪e t e r

i n a d o m a i n w it h e u r v ili n e a r bo u n d a r y ,

U S S R C o m P u才a t i o n a l M
a th

. a n d M
a th

.

P h, 5 . ,

18
,

6
,

( 197 9)
,

10 5一1 15
.

,JI, .J,口.压
皿r‘Jr.L

N e e e s sa ry a n d Su ffi e ie n t C o n d it io n o f U n ifo rm ly C o n v e r g e n t

D iffe re n e e S c h e m e s fo r th e E lliPt ie

—
Pa ra bo lie Pa rt ia l

D iffe re n t ia l E q u a t io n w ith a Sm a ll Pa ra m e t e r

L in Pe n g一 e h e n g L i u F a 一w a n g

(F u z h o o U o fo e : s谊t ,
.

尸u 二ho u
)

Abs t ra e t

T h i s p a p e r st u d ie s th e

d i ff e r e 口e e s e he m e fo r th e

Pa r a m e t e r
.

l e e e ss a ry a n d su ff i e i e n t e o n d i ti o o o f u n ifo r m ly

e lli p ti c~ p a ra bo li e p a r ti a l d iff e r e n t i a l e q u a t i o 。

e o n v e r 您e n t

w i th a s m a ll


