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摘 要

为了阐明电磁场和变形介质之间能量传递的详细机理
,

这篇论文选取整休的场 方 程作为出发

点
,

给出变形介质电动力学的广义Po ynt ing 定理
.

然后按照对电磁体积力的一些特殊的假设
,

推导

出这个定理的几种特殊的形式

“

理论不是一种绝对的真理
,

而是对支配某一 类 自然现象的一 些关系所提出的自相

一致的分析表述而已
” 。

—
J

.

A
.

S tra tto n

一 日l 性兰
.

、 J 硬 下二刁

在变形介质经典电动力学的各色各样宏观表述中
,

我们可以提到三个主要的学 派
:

(A )

T o u p in 一 C 0 1e m a n
理论“ ’一 〔‘’,

(B) M a u g in 一C o llet 理论
‘” 一 “ ‘’和 (C) S ed o v 理论

〔‘”
一
“” ,

在

所有这些理论中
,

能量守恒定律 (L
.

E
.

C) 都起着十分重要的作用
.

然而
,

在进行详细分析

后
,

人们常常发现对于任意给定的一组要研究的场变量
,

不同的学派 (甚至有时是同一学派

的不同作者) 由于采用不 同的能量守恒定律
,

因而得到的最终结果是不一致的
。

这主要是由

于能量守恒定律本身具有普遍的特性
,

同时又有含糊不清的地方
.

在考虑任何一类已定的物

理现象时
,

在这些现象发生的过程中
,

所有有关的能量的总和必须保持不变
.

这样的先验性

原理我们认为一定要遵守的
,

而且这个原理一定与场的方程和变形介质的运动方程无关
。

但

是
,

在变形介质电动力学中
,

对于机
一电能量的精确表达形式还没有普遍一致的看法

.

而且
,

在能量平衡方程中
,

哪些项的能量要加以考虑
,

哪些项要忽略
,

这都是要判 断 的 事 情
.

因

而
,

可以带有相当大的任意性
.

在这样的情况下
,

另方面我们有经典的Poy nt ing 定理
,

这个定理可以看作是电磁场的能

量守恒定律
。

尽 管 Po y nt in g 定 理没有考虑变形介质的机械能
,

因而只对静止的刚性介质有

效
.

然而
,

差别在于Poy nt io g定理是从场方程直接导出的
,

对各个项可能给予诸如此类的解

释
,

但从本质上是正确的
.

在这里
,

我们不 是 对 各 种 理 论 的 优 点 作 出 评价
,

而是仿照

P o ynt in g 的方法
,

从场方程逻辑地推导
,

得到电磁场和变形介质相互作用的能量守恒定律的



功 余 桑

一种形式
.

这个结果 (我们称它为广义的Poy nt in g定理) 可以阐明电磁场
、

能源和变形介质

之间的能量传递的详细机理
.

二
、

广 义 的 P o ynt in g 定 理

这篇论文我们只是考虑低速的变形介质的宏观电动力学
.

因此
,

相对论性的影响可以忽

略不计
.

且为了简单起见
,

我们也不考虑介质中的奇异线和奇异面 二 于是 , 机
一

电 的 场完全

通过场矢量E
,

O
,

B
,

H
,

电流密度矢量 J
,

变形介质的速度场
, ,

机
一电总应力张量口 ,

体积力

Pf
,

藕合应力张量协
,

体积力偶 p c ,

和 自旋角动量 p 中等场变量来描述
.

它们组成了以下的

数学关系
:

步
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一

于丁
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.

5 )
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.

6 )

(2
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7 )

(2
.

8 )

其中
r
是场中某一点的位置矢量

。

以上所有变量都是相对于流动的位形来说的
.

尤其是场矢量E
,

O
,

B和H 都是由观察者随

着连续介质一起运动测量得到的量
.

假设整个结构对于一般的可极化和磁化的极性介质都有

效
.

于是它构成了变形介质电动力学的基础
.

这里包含有电磁动 量 B八O 这一项
,

是因为机

械的动量和电磁的动量各自都不守恒
;
但它们彼此是可转换的

.

上面 的方程与T ru es de n和T ou p in ‘”’以及Pao “ ”所述的稍有些区别
.

在那些文献里
,

他们

假设矢量H和E是相对于运动的连续介质
;
而矢量 B和 O 是相对于固定 (惯性) 参考系

.

矢量

B和O之所以要相对固定系是为了使局部形式的M a x w en方程组可以与M in ko w sk i列的方程式

一致 (例如参阅 Pa o [ 1 9〕)
.

即是 (2
.

1 )~ (2
.

4 )化成静止介质时的 M a x w ell方程

e u rl E
,
= _ d iv B

,
= 0

。盯1。, 一

睽)
。

d iv D
,
= g
} (2

.

9 )
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如果我们令

E二 E
,
+ v八 B

, ,

H 二 H
,
一 v八 D

,

(2
.

10 )

其中带
“ , ”

的字母表示相对于固定参考系的变量
.

(2
.

10 )可被认为是M in ko w ski 变换 (参

阅 Pa ol lg 〕)
.

尽管 (2
.

的肯定是成立的
,

然而 (2
.

10) 并不与 Min k o w ski 变换同义
.

因为在原来

的 M in k o w sk i变换中
,

速度
v
是一个常矢量

.

而由 (2
.

1)~ (2
.

4 )导出 (2
.

9 )和 (2
.

1 0 )时
,

速

度
,
随着空间和时间都是变化的

.

正是由于这个原因
,

我们避开采用 M in k o w ski 变换
.

关于

用M in k o w ski 表述的式子建立起来的变形介质电动力学理论的其它缺点
,

可参阅 Pao “ . ’的评

论性的论文
.

然而
,

今后要是证 明M in ko w sk i式子对于加速的参考系也 是 有 效的话
,

则上

面 (2
.

1) ~ (2
.

4) 式在非相对论近似的意义上仍然是成立的
,

因为 M in k o w s ki 变换给出

。一。
/

十竺

笋
,

B 一

卜 (2
.

1 1 )

因此
,

对低速有 O 岛 D, 和 B 、B,

最后
,

我们指出 (2
.

1)~ (2
.

4 )式与S tr a tto n ‘’吕’
给出的式子是一样的

.

为了将方程组 (2
.

1) ~ (2
.

5) 化成一种方便的局部的形式
,

我们需要用到矢量 A的各种不

同形式的通量定理
:

d 「
。 , .

’

「「 d A

⋯
。 , .

1
一芍了一 I A

’

a 》= 1 1一〕丁 一 几
.

g r a Q v 十 几 a i v v l
. a 。

“ ‘ J B J 刀‘ “ ‘ J

(2
.

12 、

从 (2
.

1 2 )我们得到另外两种通量定理的形式
:

箭{
, A

·

J卜丁
。

[(鲁)
。

一
“·八 A, + ·“· “

]
·

‘,

备}
, A

·

Js一

丁
:

[鲁
一“

·

, 一八A + “‘,二]
·

“,

(2
.

1 3 )

(2 ! 4、

其中f粤、
一矢量A在固定位置 Q 时对时间的导数

.

Q 点是变形介质的质点尸瞬时占据的位
、 U ‘ I 甘

置
,

且

d l a 、

1 了’气万了
一

)。十 g r a Q

在 (2
.

, 4 )中
,

, 是 应变率张量且 。一
合

c u r‘, 是旋度
,

对于具有瞬时的物质坐标 (扩) 的

质点 尸
,

中由下式给出

, 一
合(

e ‘

令
+

令
, ‘

) (2
.

15 )

其中(e ‘)是 (e
,

)的逆
,

导数
,

那末我们便有

而 (e ‘)是与曲线夕相切
.

(参阅附录 ) :

, _ 。 一 。,

, 1 aA 、 * _
。

。 ~ ‘ 、 n ~
此外

,

邓米狄1jJ 用犷 5 事一
.

夕
_

衣不 只爹丐夙只 厂俐
、 口 . 1 尸

(鲁)
, 一

(鲁)
。+ 。

二 , ‘A八, , + ·“· “一““· ’

(2
.

1 6 )

利用 (2
.

13 )式
,

最后我们得到通量定理的另一种形式
:

刹
, A

·

d , 一

{
;

[(等)
, + A“一]

·

d ,
(2

.

17 )
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相应地应用 (2
.

14) 和 (2
.

17 )
,

于是方程组 (2
.

1) ~ (2
.

4) 化为如下两种可供选用的形式即
:

、

J
才、1矛矛

8QU
确J.门l

:

。u r l。

一奈
+ s

·

, + 。八s 一a d iV ,

c u ·

川一

鲁
一。

·

, 一。八。+ 0 d iV , + 』

或者

e u r 1 E

eu rlH =

一

浮)
, 一““”

浮)
,
+ 。 d ‘· ’十’

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1 )

小二 ,
, 。 。 、 , 。 . 、 , _ _ 、 ‘、 。 * 。 , 小了、 二 d p 、 , 、。

刀任阻 “‘
· 。)’ 、‘

· ‘) ’ 、乙
·

匀 浏周可形
工、划日古

向

刁了一乙加夕足
,

d ; V
。。一 ,

奈
+

于
(B八D ) + B八 D d ‘V 卜

, ,

d ;v
。
; 一 ,

鲁
+ , 八 (B八D ) + Z V 一卜

, 。

其中

d‘V
。 , 一

晋
,
·

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

, e c 。一

音
。‘八 ,

‘ ,
如果 。一a 。

。

(2
.

2 3 ) 式特别的重要
,

因为没有 卜
,

今和 c 时
,

应力张量仍然是不对称的
,

这是与纯粹力学

效应的问题不同
.

这种非对称性是由于有
, 八 (B八D) 这一项存在的原故

.

于是
v

·

(2
.

2 2 ) + 。
·

(2
.

2 3 ) + E
·

(2
.

1。)一 H
·

(2
.

1 8 )今

一d iv (E 八H ) + d iv
。

(v
·

叮)一 口
。 :

中一 口 。 :
Q + d iv

。

(0
·

林) 一卜
: g r a d 。

一

命(合
; 一

)
+ ,

奈
·

。一 , 。
·

。 + , 。
·

·

一
p ‘二 + E

·

’

+ (。
.

粤
+ 。

华、
+ (B

.

。+ 。
.

。)d i, , 一 (B
.

0
.

。+ 。
.

0
.

。)

、 “ 奋 “ 名 I

一 (。八H + o 八。)
·

。 + ,
·

命
(。八。) + ,

·

s八 0 d iV , + 。八 ,
·

s八。 (2
.

2 4 )

其中

0
.

二叮 的对称部分
,

叮。
= 口 的反对称部分

,

。一

创
。·

令
一

令
, ‘

)是转动张
量

·

那末
,

既然 div v = !
:

中
,

这里的 ! 是单位张量
,

因此
,

(2
.

2 4) 可以写成
:

一d iv (E八H) + d iv
。

(v
·

叮) + d iv
。

(0
·

卜)

二 (叮
。
+ 叮 ‘

)
:

中+ 口。 ,

g + 卜; g r a d 。
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+ [ Z v e e 叮一 p c 一 (B八H + D八E )」
·

0 一 p f
·

v + E
·

J

d / 1 八
.

d 小
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2 二 d B
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, d o 、
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艺 a 丁
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·

B 八D d iv v + 0 八 v
·

B 八D (2
.

2 5 )

其中

。 :
= 李(B

.

日+ 0
.

E )一 (B日+ o E )
2

、 ’ -
一

z 、 ·

一 ,

在区域 犷内积分 (2
.

25 )式
,

便得到

一

手
。; ‘E八H )

·

“s +

手
。。 二 Fd S +

手
。。 。一、:

一 { [ (。
,

+ 。 : )
:

中+ 。。 :
。+ ; : g r a d 。〕、:

+ f r (Z v 。。 。一 。 e )
.

。一 。f
.

, + E
.

JIJ厂

f 「 d 1 1
。

、 d 也 了二 d B 一 d o 、
+ } }书升 ‘令p v “

】+ p 共冬
·

0 + (H
·

畏于 + E
·

弃盗
.

】’

J
;

L d t 、2 尸 “

产
‘
尸 d t

一

~
’

、” d t
’
“

一

d t /

1
,

。

⋯
、 ,

、 , .

1
, 二二

+ 今 (B
·

H + D
·

E )d iv v ld犷
2

、 ’ 声

」

+ ff
、一单

.

(B 八。、+ 、
.

B、。 d、v , + 。 八 、
.

B 八。

J r L “ -

一 (B八H + D八E )
·

0 〕d 犷 (2
.

2 6 )

其中

F = q. n是表面力
; m = p

·

n是表面力偶
, n ~ 外法线单位矢量

.

方程 (2
.

26 )就是电磁场和变形介质相互作用的广义P叮nt ing 定理
.

严格地说
,

它是 (2
.

15)
,

(2
.

19 )
,

(2
.

22 )和 (2
.

23 )等场方程的能量积分
,

因而不论给它什么样的解释在数学上它是正

确的
‘

这个定理具有普遍性的特征
,

这就是它对于可逆过程和不可逆过程同样都是适用的
.

而

且它包括了具有可极化和可磁化的两种极性介质
.

它又不是脱离了 场 方 程 独立地建立起来

的
.

因此
,

不能按照人们考虑能量一样去解释
,

任意地加入或减去一些项
.

但是
,

既然它是

个能量积分
,

因此
,

我们就可以把它看作是电磁场和变形介质之间能量传递的方程
.

然而
,

至于某些特殊项的解释就必须特别地注意
。

因为根据 T ru es de n 和 T ou Pi n 【“’的观点
,

机械能

和电磁能各自都不守恒的
,

但是彼此是可转换的
·

正因 为 这 个 原 因 原 来 针对静止介质的

Poy nt in g定理就不能看作是运动方程了
,

除非将方程 (2
.

26 )作为一个整体来看
.

在方程 (2
.

26 )可以被充分解析之前
,

无论如何首先得弄清两个能源项 p c. 。 和 p f
·

v 。

因

为体积力偶 p c 和体积力 Pf 一部分是属于机械的
,

另一部分又属于电磁的
.

体积力偶和体积

力的电磁部分有个设想和假设的问题
,

关于它们实际的形式
,

目 前 尚 未 有普遍一致的看法

(例如参阅 Pao 〔1 9〕)
.

在下面第三节
,

我们对 对 将作特殊的假设
.

从而得到另一种特殊形
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式的广义 P o y nt in g 定理
.

使用前面司样步骤
,

由方程组 (2
.

20 )
、

(2
.

21 )
,

(2
.

22 )
、

(2
.

23 )也可以推导出另外形式

的广义 Po y nt ing 定理 :
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其中
。 . = vB 八D + p v (v + 中) + [ (B

·

H + D
·

E )一 v
·

B八 D〕I

在推导 (2
.

27 )时
,

我们应用了公式 (参阅附录 )
:
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·
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:3
因

采用形式 (:
.

3 0) 时
,

定理难以给予解释
.
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