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摘 要

F此 : y 映象的不动点理论是不分明数学理论和应用研究中的一个重要方面
.

本 文对更 一 般的

F u 乙 z y 映象给出了 几个新的不动点定理
,

发展了 H ei lp e

rn 的结果阁
.

此外还部分回答了引义川
中提出的一个末解决的问题

.

一 引 言
、

, 沙 . 卜闷

F uz zy 映象的不动点理论是不分明数学理论和应用研究中的一个重要方面
.

F u z z y 映象不动点理论的研究最早开始于 B u tn a r iu 的工 作 [ l
,

2 ] 和 H e ilp
o r n 的 工

作 [ 3 ]
.

在这些工作中
,

作者们分别讨论了一类 F u
zz y 映象不动点 的存在性问题

,

把熟知

的 B a n ac h 不动点厉理
、

Bro u w er 不动点定理和 K ak ut an i 不动点定理推广到 Fuz
z y 映象

的情形
,

同时还给出其对 Fuz zy 对策理论的应用
.

本文的目的是对更一般 的 Fuz zy 映象

给出几个新的不动点定理
.

这些结果本质上改进和发展了 H eil p二 n 【3 〕中的结 果
.

另外本

文还部分回答了引文【1 」中提出的一个未解决的问题
.

二
、

准 备 知 识

本文以下处处假定 (万
,

d) 是一完备的线性度量空间
.

我们称且是X 中的 Fuz zy 集
,

如果 A 是 X 到 [0
, 1」的实值函数

; 并称月 在 x 任X 的值

A (% )为 x 在A中的隶属度
.

以后我们用夕 (刃 )表X 中
,

一切 F u
zz y 集的集合族

.

我们称映X 到歹 (尤 )的映象F为 X 上的 Fuz zy 映象
; 也就是说

,

F 是X 上的 Fuz zy 映

象
,

如果对每一二 〔尤
,

I议劝 (以后记为 F刃 是 歹 (X )中的 Fuz zy 集
.

设 二 , 夕是 X 中的任意二点
,

F 是X 上的 F u :
zy 映象

,

我 们 用 F
二

(妇 表 y 在 Fuz zy

集 F
二

中的隶属度
.

设F 是尤上的任一 Fuz
z y 映象

,

对此映象F
,

我们可作一映象F
:
尤 , 2 “ 如下

;

F
二
~ 通召 〔X

;
F

二

(夕)一 m a x F
二

(u )少 丫义 〔X L2
.

1 )

周模仁推荐
.

u(X
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定义 1 设F 是尤上的 F u z
zy 映象

.

我们称 , 二 〔X 是F 的不动点
,

如果

(F
二二 )(“ , )) (F

二 , )(戈) 丫‘ 6 X

由上面的定义看出
,

对X 上给定的 F uz
z y 映象的不动点的存在性问题

.

是经典的多值

映象不动点的存在性问题的推广
.

事实上
,

设 G 是 X 、 2x 的多值映象
,

则 x , 是 G 的 不动

点
,

即 , 二 〔G (二劝
,

当而且仅当 x 二是 F uz zy 映象 F
:

F
二
= x 。。二 , ,

丫
二 任X 的不动点

,

这里

x , 表X 的通常集 月 的特征函 数
,

且 F
二 , 护团

·

设 月
,

B 〔歹 (X )
,

C = A n B
,

当且仅当

C (二) = m in 魂A (% )
,

B (戈 )} V , 〔X

本文以下处处用CB (万 )表尤中
一 切非空有界闭集的集合族

,

并 用 H 表由度量 d 导出的

H au sd or ff 度量
.

即对任意 M
,

N 〔CB (X )
,

有

H (M
,

N ) = m a x {su p d (a
,

N )
, s u p d (b

,

M )}
a (M b(N

其中 d 。
,

E ) = in f d (x
, 夕)

,
E 是 CB (X ) 中的任一集

.

y ( E

以后我们用 穿 (X ) 表 夕 (X ) 中 这 样 的子族
.

对每一 A (穿 (X )
,

由下 式 定 义 的集合

江〔C B (X )
:

且= 扭 任X
:

A (劝 = n la X
。(万

A (u )}

引理 l (Nad ler 〔4 〕) 设 月
,

B 〔CB (X )
,

则对任一
a 〔月

,

和任一数 刀> 1
,

必存在

b 〔B
,

使得

d (
a ,

b )《刀H (A
,

B )

三
、

主 要 结 果

定理 1 设 F
,

‘ 是 X 、邓 (X ) 的 Fo zy 映象
.

设存 在 q 〔 ( 0 , 1 )
,

使得对任意的

二 , 夕 〔X 有

、 (户
二 ,

‘, )簇。m a x {、(二
, 。)

,
J (二

,

户
二

)
,

、(。
,

‘
, )

,

去[、(
x ,

‘, ) + 、(。
,

户
二

)〕}
、 - 一 尹 一 夕 、 l -

一
’ 、 矛

“ 沪 矛 ’ 尹 一 z

”
. ’ 一 产 ‘

2
一 、 ’ 一 , ’

U ‘

(3
.

1 )

这里及以后
,

我们处处记

F
二
= 笼二 〔X

;
F

二

(z) =

吞
, 二 麦功 〔X

;
G , (田 )二

m a x F
二

(u ) }
“(X

m a x G , (u ) }
“〔X

丫, 〔X

V 夕任X

则 F
,

G 在 X 中存在公共不动点气
,

(F
二 , 门G

二 , )(‘ , )二

即存在
戈 * 〔X

,

使得

m ax (F
二二 门G

二_ )(u )
“(犬

“ “

证 对任一 二。
。x

,

取 , ;
。户

x 。 .

由引理 ,
,

对任一 刀
: 1 < 刀< 粤

,

存在 、 :
。考

二 : ,

使得
甘

d (x
, , x :

)( 刀万 (户
, 。,

J
二:

)

又由引理 1
,

存在
, 。
〔F、

,

使得

d (“
2 , x :

)( 刀H (言
x : ,

户
x :

)

继续这一程序
,

可得一序列 {%。

卜
。 . : c 尤

,

使得
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二 : , ; ,

〔户
x : 。 , , : 。 + : 〔J

x : 。 + : (n = o , z , 2 ,
⋯ )

d (二
: , , , x : 。

)成刀万 (户
二 : , ,

否
二 : 。_ ;

) (n = z , 2 ,
⋯ )

d (二
: 。 十 2 , x : 。 十 ;

)《刀万 (否
x : : + ; ,

户
二 : 。) (n = o

, z , 2 ,

⋯

下证 {戈
。

卜是一 C a u e hy 序列
.

事实上
,

对任意的正整数
。 ,

我们有

J(x
: , 十 , , x : 。

)( 口万 (户
, : 。 ,

J
二 2 。 _ ,

)( 内 m a x 、J (二
: 。 , 二 :

卜
:

)
,

(3
.

2 )
l
,

!

d (x
Z
一 户一 )

,

d (二
:

一
,

‘
X :

一 )
,

合
〔d (二

: · ,

‘
一

) + d (x
:

一 户一) : 卜

( 向 m a x {d (x
: , , 戈:

卜
,

)
,

d (二: 。 , 二 : 。 + ,
d (

戈 : 。 一 : , x : 。

;
一

〔“‘
“” ’ “ ,

( 内 m a x 灌d (二
z 二 , 二 :

卜
:

)

+ d (凡
。 一 , , 劣 : 。 , , )] }

d (二
2 , , , : 。 , :

)
,

喜r、(
二: ft 一 , , 二 : 。

) + 、(, : ” , 二 : 。 , ; )] ;
‘

二内 m a x {d (, : 。 , x :
卜

,

)
,

d (, 2 ” , 二: 。十 , )圣

因两< 1
,

故得

d (x
: 。 + ; , 二2 。

)《刀q d (二 : 。 , x : 。一 :

)

同理可证
,

对一切非负整数
n 有

d (戈 2。 + : , 二 : 。 , , )成内 d (x
Z , + ; , , : 。

)

由 (3
.

5)
,

(3
.

4)
,

对一切正整数
n 有

d (
二 。 , 二。 + :

)( 肉d (戈
。 一 , , 戈 ,

)( ⋯ ( (内)
”

d (x
。, 戈 :

)

于是对任意的正整数 i ,

j有

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
.

5 )

‘4 才一 l ‘+ 夕一 1

乙词d (x . , 二‘+ , )( 乙 d (二
。 ,

n 一‘

“”一 , 、
(

(, 。)
·

)
d (x

。, 二 :
)

成(内)‘d (二
。, 二 ; )/ (1一内)

上式表明{人}是 X 中的 Cau ch y 序列
.

因 X 完备
,

设 , 。

, 戈 , 任X
。

现证 介 是 F
,

G 在 X 中的公共不动点
.

事实上
,

因
d (x

二 ,

户
二 , )( d (x 。

, 二 : .

)+ d (x : · ,

户
二 , )

《 d (x . , 二 : 。 ) + H (户
二, ,

‘
二 : 。 一 :

)

《d (二
, , 二 : 。 ) + a m a x {d (二

, , x :
卜

,

)
,

d (x 二
,

户
二 , )

,

d (二 :一 : ,

‘
·:
卜 ; )

,

告
一

〔d ‘二二
,

‘
· :卜

;

) + d (X
Z

一
,

户
· , )〕,

《d (劣
, , x : 。 ) + q m a x {d (戈 . , x Z

一
:

)
,

d (x
, ,

F
二 . )

,

d (戈
2 。 一 , , x Z 。

冬[‘(二
. , , 2 .

)+ ‘(二
: 卜 : , , .

)+ ‘(二
. ,

户
, _

)〕,
2

“ 、 甘 ’ ‘ .- ‘ ’ 、 ‘

一 “ 甘 ‘
’

、 贾 尹 一 份 , ‘ ’

于上式右端让
n、OO

,

取极限得

d (劣
. ,

F
二。
)( q d (, . ,

F
二.
)

因 q < 1 ,

故 d (x
. ,

F
二 .

)= 0. 因 F与是非空闭集
,

故 , 二
〔F、

,

即
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:

凡
二

(z) = 份杏凡
.

(u) 少

因而有

厂一 (“
,

)一
黔

F一(“)

即 , ,
是 尸 的不动点

.

同理可证

G
二 二

(戈二 )~

即 二 , 是 G 的不动点
.

因而有

m a x ‘
二

_ ‘

(的
哎 X 铃

(F
二 。

门G
二 , )‘“ , ) ~

即 , 二 是 F
.

G 的公共不动点
.

定理证毕
.

月

岑
‘(F

, , 门G二 )(u )}

由定理 1
一

可得如下推论
:

准论 1 设 F 是X 、穿(X )的 F uz
z y 映象

,

设存在 q 〔(O
,

1 )
,

使得对任意的 % , 夕 任X

H (F
二 ,

F , )( q m a x 考d (x
,

夕)
,

d (劣
,

F
二

)
,

J (夕
,

F , )
,

冬[、(二
,

夕
, )+ 、(。

,

夕
,

) 1;

若
(3

.

6 )

则 F 在 X 中存在不动点
.

推论 2 设 F
,

G 是 X 、穿(X )的 Fuz zy 映象
.

设 存 在 常 数
a ,

b
, c ) 0

, a + 2b + 2c

< 1 ,

使得对任意的 二 , , 任X 有
, , (户

: ,

言
,

)《 a J (二
, 。) + 吞{J (二

,

户
二

)+ J (夕
,

户
, )卜+ 。、J (二

,

口, ) + J (夕
,

夕
二

) } (3
.

7 )

则 F
,

G 在 X 中存在不动点
.

证 令 q = a 十 2b + 2c < 1 ,

于是由(3
.

7) 得知条件 (3
.

1) 成立
,

故结论由定理 1 得之
.

注 H 由l解rn 〔3 」中的结果是推论 2 当 b = c 二 0
,

尸 = G 时的特例 另推论 1 部分回答了〔1 1中提出的

一个问题
.

在给出下面的定理之前
,

我们先 引出一个符号
.

以后
,

我们记

d (A
,

B ) = s u p d (a
,

b) 丫且
,

B 〔CB (X )

叔�F

a ( 月 b ( B

定理 2 设 F 是 尤、穿 (X )的 Fuz zy 映象
.

d (F
* ,

F , ) ( q m a x 谧d ( x
,

夕)
,

d ( 二
,

F , )
,

d (夕
,

设存在 q 〔( 0
, 1 )

,

使得
% ,

F
二

)
,

d ( 夕
,

F , )
,

刁务 丫
, , , 〔X ( 3

.

8 )
则 F 在x 中存在不动点 二 , ,

而且对任一二。
任x

,

迭代序列{二
。
= T

n
x 。

}收敛于这一不场点
二 , .

证 对任一给定的 a 〔( 0
,

1 )
,

因 g 〔(0
, 1 )

,

故 a
a , q ‘一 J

任(0
, 1 )

.

现定义单值映象r

如下
:

对任一 二 〔X
,

令 T x 〔F
: ,

满足

d (二
,

T 劣 )》 q
“

d ( 义
,

F
:

) ( 3
.

9 )

于是 T 是 X 、X 的单值映象
,

且满足

d (T % ,
T 夕)镇占(F

二 ,

F , )

簇 g
·

g
一 “

m a x 4g
o

d ( , ,

夕)
,

,
a

6 (
二 ,

F
二
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q a

d (梦
,

F , )
, q

“

d (二
,

F , )
,

《 q ‘一“ m a x {d (二
, 夕)

,

d (二
,

d (叉
,

T 夕)
,

d (李八 T 叉 )}

q
a

d (夕
,

F
二

) }

T 戈)
,

d (夕
,

T 夕)
,

丫% ,

夕 〔X

故按 R h o a d e s I S 〕的分类法
,

T 是属于第(2
·

l)类压缩型映象
,

因而由 R IL〔
, a (

le s [ 5 ]的定理 5
,

知 T 在 万 中存在唯一不动点 肠
,

而且对任一 , 。
任X

,

迭代序列 { x
。

一 7’n x 。

卜孔
,

收敛于介
.

因二 , 一介
* ,

且 T 二 , 〔户
Z , ,

故 , , 任户
二 二 .

于是有

“ , 〔咬“ 〔X : F 一(“)一

7caxx
F一(“)卜

故

F一(“ , )一
撰

F一(“)

即 二 , 是 F 的不动点
.

定理证毕
.

注 由定理 2 的证明过程还可看 出
,

户, 只含介这一点
.

事实上
,

由条件 (3
.

8) 知

占(户
二 , ,

,
二 ,

)( 。己 (介
,

户
二 , )

因 q < 1
,

上式仅 当扮
, , 二 {x 补时才可能成立

.

定理 3 设 F
,

G 是 X 、穿 (X ) 的 Fuz zy 映象
,

设存在 q 〔(O
,

1)
,

使得

d (户
二 ,

J
, )《。 m a x {J (二

, 夕)
,

d (x
,

户
,

)
,

d (g
,

J , )
,

粤r、(二
,

。
, )+ 、(。

,

户
二

)〕}
乙

丫 x , 夕〔X (3
.

10 )

则 F
,

G 在 X 中存在公共不动点 x , .

证 设 a 〔(O
,

1)
.

于是仿定理 2 一样
,

可以定义 单值映象 S
,

T : X o X 如下
:

对任一 二 ‘x
,

令 s x 〔户
二 ,

T 二 ‘吞
二

使得

d (x
,

S 戈)) g
a

J(x
,

F
二

)

d (x
,

T 工)》。
。
d (二

,

言
二

)

由 S
,

T 的定义和条件(3
.

1 0) 知

d (S 戈
,

T 。)( d (户
二 ,

考
, )

《q , 一 “

m a x {q
o

d (二
, 。)

, q
O

6 (, ,

乡
二

)
,

。。
“‘,

,

‘·
)

,

音
。
·

〔d (二
,

‘
,

) + d (。
,

户
·

)〕}

《g , 一 “
m a x {d (二

,
, )

,

d (x
,

S 二)
,

d (,
,

T 夕)
,

合
〔d (二

,
T 。) + d (。

,

S 二 )〕, 、 X , 。 。x

按 R ho a d e s [ 5 〕的分类法
,

S
,

T 是属于第 (2 4 6 )类的压缩型映象对
.

故由 R h o a d e s〔6 〕的定

理 14 知存在唯一点 , , 〔X
,

使得
劣朴“ T % 带二S x 铸

而且对任一 戈。〔X
,

序列 {(ST )
’劣。}和序列 { (T S )

”
x

n

务均收敛于 x . 。

因 T 二 . 〔西
二 , ,

戈铃 〔魂z

S 二 , 〔,
· , ,

故 , , 〔户
‘ , n ‘

Z 二 ,

即

以
:

凡
, (“ )一

撰凡
, (“)卜m 切 〔从仇

· (’ ) - 呷矛G
二 , (“) }

故有
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{F
二,
门G

二 , }(x ,
)=

因而 x . 是 F
,
‘ 的公共不动点

.

定理证毕
.

n la X
u (X

石 生

{ [F
二 . 门G

二。〕(
u )卜

定理 4 设 F
,
G 是 X , 穿 (X ) 的 F uz zy 映象

,

设存在函数 巾(t)
:

「。
,

的)。〔O
,

” )
,

使得

( i )

(11 )

中(r)< t

H (F
二 ,

丫t> 0 ;

岔
,
)《巾 (d (, , g )) V 戈 , 夕 〔X

再设 刀) 1 ,

并设你
。

卜是由定理 l 中 (3
.

2 )式所定义的序列
.

又设{t * }孔
。

奖:由下式定义的非负

实数序列
:

t, + :
二 t , + 少 (刀(t

, 一t , 一 ;

))
, t。= 0 , t ,

》d (x : , 二。) (k一 1 , 2 ,
⋯ )

(3
.

1 1 )

并设 t。, 标< 00
.

则 F 和 G 在 X 中存在公共不动点肠
,

而且 {二
。

}收敛于这一不动点
,

并有如下的误差估

计
:

d (二 , , 二。 )《刀(t一
t”) (3

.

12 )

事实上
,

先用归纳法证明

d (x
, , 劣卜

1

)《刀(t
, 一 t, 一 ;

) (j

当 j二 1 时显然成立
.

设当 j~ 1
,

2 ,

⋯
,

,
.

、.J
、

、J“‘

一
, (

{
刀万 (F

二* ,

刀H (吞
二* ,

‘
二* _ ;

= l , 2 ,

⋯) (3
.

1 3 )

儿时 (3
.

招 )成立
.

现证对 九十 1 也成立
.

因

当 k 为偶数

当 k 为奇数
�舌

毖

�F

《刀巾 ( d (二。
, 劣 * 一 ,

) )《卢中 (刀( t
* 一 t, 一 ;

) )

= 刀( t, + ;
一 t, )

( 3
.

13 )式得证
.

因 几”标
,

故由

士+ 价 一 l 奋+ 价 ~ l

d ( 二 , + 。 , 二 , )《 乙 d ( , , + ; , 、, )《刀 乙 ( t
, + ;
一 t, ) == 刀( t

, +

一
t , ) ( 3

.

1刁)
J . 合 , . 舌

得知 {劣
。

卜是 X 中的 Cau ch y 序列
.

由 X 的完备性
,

设 二。

、介 〔X
.

现证 勺 是 F 的不动点
.

设不然 二.
不是 F 的不动点

,

因而 二 ,
去户、

,

故有 d( 二 , ,

户
二 ,

)> 0
.

但因

d ( 戈, ,

F介 ) ( d ( x . , 二 2 。
) + d (劣

2 。 ,
F 二 .

)

《d (二
. , 二 2 :

) + 万 (J
二2 。 _ : ,

户、)

《d (二. , 二 2 ,

) + 巾 (d (凡卜
: , 戈 , ) )

《d (戈
, , 戈2 。

) + d (戈
:卜

: , 劣 . )

于上式右端让
。, oo

,

即得 d (二 . ,

户
二刁= 。

.

故 二 . c夕、
,

这是 矛盾 的
.

由 此 矛盾
,

即知

劣 , 〔F、
,

即有

F介 (戈
.
) == 宜n a X

u

以
F、 (“)

即 x .
是 F 的不动点

.

同理可证 戈 .
是 G 的不动点

.

因而 x .
是 F ,

G 的公共不动点
.

于 ( 3
,

1 4) 中两端让 m , co
,

即得 ( 3
.

1 2 )式所表述的误差估计
.
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定理证毕
.

四
、

例 子

下面我们给出一个例子
,

说明 X 上的 Fuz zy 映象 尸 在满足一定的条件下
,

由它所定义

的集

F
二
= 佃 〔X

:
F

二

(z) 二 m ax F
二

(u ) 丫劣 CX
“(X

都是 X 中的有界非空的闭集
.

定义 Z X 上的 Fuz zy 映象 F 称为闭的
,

如果其隶属函数 F
二

(功 作为 X x X 上的通常

的实值函数是上半连续的
.

例 设 (X
,

d) 是一紧致的度量空间
,

F 定义的集

F
二
= 可之 〔X

:

设F是X 上的闭 Fuz zy 映象
.

则对每一 二 〔火
,

由

F
二

(z ) = m a x F
二

(u )乡
u〔X

是X 中的非空有界闭集
,

因而也是 X 中的紧集
.

事实上
,

对每一 二 〔X
,

F
二

(的 是 X 上的上半连续函数
,

故在 X 的某点 y . ,

F
:

达到其

在X 上的极大值
,

即有

F
二

(y
.
) = m a x F

二

(u )
“(X

故 9 . 〔F
二 ,

因而F
二
尧必

.

其次设 伙
。
卜是户

二

中的任一序列
, 二 .

是其极限点
.

于是有

F
二

(二
。

)> F
二

(夕) V 夕任X
, n二 1 , 2 ,

⋯

由 F
二

(, )的上半连续性
,

故有

F
二

(劣 , )》 lim s u p F
二

(x
。

)) F
二

(夕) 丫夕〔X

故 二 , 〔F
二 ,

即 F
二

是闭集
,

因X 紧
,

故F
二

是X 中的紧集
.

因而有界
。
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