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摘 要

本文给出T 修正的 C a s tig lia n o 定理
,

与经典的 C a stig lia n o
定理相比较

,

修正的C a s t ig lia n o

定理应用方便而且广泛
.

对经典 C as ti g han
。
定理的修正是在两个方面

,

第一个修正是以外载荷与影响函 数乘积 的表

达式代替经典 C a

砂ig li a llo 定理中余能密度对集中力偏导数的表达式
,

这一修正为我们在复杂载荷

作用下的计算带来极大的简便 ; 第二个修正是在经典 C as t ig lian o 定理中引入了非齐次边界 位 移

与影响函数乘积的表达式
,

这一修正为求解复杂边界条件的问题提供了理论基础
.

我们还说明了如何应用修正的 C as t ig lia no 定理求解表面结构力学问题的方法
.

最后
,

作为修正的 Cas tig li a n 。 定理的应用算例
,

我们求解了两邻边固定另两邻边自由 的矩

形板的挠曲面方程
.

引 言

最小势能原理与最小余能原理是变形体 力学中的两个重要原理
,

它们在求解变形体力学

问题中发挥着巨大的作用
.

然而
,

一般来说
,

迄今为止最小余能原理还不如最小势能原理应

用方便和广泛
.

为推广最小余能原理的应用
,

我们提出修正的 C as tig lia n 。
定理

.

自从 A lbe r to
,

C a s t论lia n o

在 18 7 3 年 发 现 C a s tig lia n o
定理以来

,

为求解梁一类构件的

挠度 曾给出下述几个定理
:

经典 C a stig lia n o 定理
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比较(1
.

1 )
,

(1
.

2 )和 (2
.

3 )可以看出
,

定理 (1
.

1 )是最基本的
,

定理(1
.

2 )是从定理 (1
.

1 )

导出的
,

而定理 (1
.

3 )是从定理 (1
.

2 )导出的
.

由于单位虚载荷的概念被引入定理 (1
.

2 )中
,

梁的弯矩对集中力 尸 的 偏导数就具有明燎

的力学意义岁于是定理 (1
.

2 )能用于求解梁的任意一点的挠度
.

经典 C as ti g li a
no 定理曾在两方面被部分修正

〔“’,

一方面
,

在定理 (1
.

2 )中单位虚载荷的

作用点被看成一流动变量
; 另一方面

,

非齐次边界位移被引入定理 (1
.

1) 中
,

于是得到了定

理 (j
.

3 )
.

定理 (1
.

3)是直梁挠曲轴的一般方程
.

以前
,

经典 C a s tig lia n 。
定理或 M a x w e n

一

M oh
r 定理只用于求解像梁一类 构件的挠度

,

在论文「5 」中
,

我们推广定理 (1
.

3 )的概念到弹性薄板
,

于是平板部分修 正 的 C as ti以ia n 。
定

理被给出如下的形式
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对于矩形弹性板
,
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在论文〔5〕中
,

我们曾给出部分修正的 C a s tig lia n o 定 理 的上述方程 (1
.

3 )
,

(1
.

4 )和 (1
.

5 )
,

而在下面我们将给出完全修正的 C a s ti gl ia n 。 定理
.

二
、

对经典 Cas ti gi ian o 定理的两个修正和它们的应用

1
.

第一个修正

在式 (1
.

4 )和(1
.

5) 中余能密度对集中力 尸 偏 导 数 的表达式或实际内力矩与由单位集中

力所 引起的内力矩乘积的表达式应该修正
,

这是 由于它是迂回的和繁琐的
.

为说明这一判断
,

让我们应用式 (1
.

5 )去求解如图 1 (a) 所 示
,

在均布载荷作用下简支

矩形板的挠曲面方程
.

在这种情况下
,

式 (1
.

5) 成为
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我们假设
,

如图 1 (b) 所示
,

在 (占
,

的点作用一单位集中载荷的同一简支拒形板的内弯矩

和扭矩可用最小余能原理求出
,
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功代入式 (2
.

1) 中
,

并对式 (2
.

1) 进行计算
,

则 我 们 得到在均布载荷作用下简支矩形

板的挠曲方程
, 、 、
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的 是 由作用于点 (占
,

的处的单位集中载荷所产生的挠 曲面方程
J

从前述过程可以 看到
,

应用式 (2
.

1) 去求解挠曲方 程 。(占
,

?7) 是迁回的
,

繁琐的
.

如果

我们不是用式 (2
.

1) 去求解该方程
,

而是直接用式 (2
.

2 )
,

即直接用外 载 荷 q 与影响函数

。 1

(二
, 夕;

占
,

的乘积的表达式
,

那将是非常简单 的
.

于是
,

我们得出下述结论
:

在经典C as tig lia no

定理中
,

余能密度对集中载荷偏导数的表达式应被外载荷与影响函数的乘积来代替
.

这就是

对经典 C as ti gl ian
。
定理的第一个修正

.

我们还要指出
,

对于梁
,

特别是对于在复杂载荷作用下的梁
,

这第一修正也是必要的
.

2
.

第二个修正

对经典 C as ti zli an
o 定理的第二个修正是由我们在论文 [ 5 〕中完成的

,

但是该文并未给出

它的应用
,

而这一应用是非常重要的
.

下面我们将说明它的应用
.

第二个修正说明了非齐次边界位移对挠曲方程的影响
.

对于平板
,

如果根据边界的变形

特点而预先假设其边 界位移
,

那么在式(1
.

4 )和 (1
.

5) 中引入的第二个修正则给出了这一边界

位移对该板挠曲面方程的贡献
.

R ay lei g h
一

Ri tz 法有一个主要缺点
,

这一缺点就是在复杂边界条件下难于预先假设 其 挠

曲面方程
.

用广义变分原理
‘“’
可以克服这一缺点

,

用修正的 C as tig li an
。 定 理 也可以克服这

一缺点
。

最后
,

我们将说明
,

在复杂边界条件下应用修 正 的 C as ti g lia no 定理求解矩形弹性薄板

弯曲的方法
.

根据 sa in t一 V 。
na nt 原理易知

,

任 何 复杂的边界条件均可转化为一简单的边界条件和相

应的边界力和边界位移
.

对于矩形板
,

如果我们取一简支边作为简单边界条件
,

那么
,

任何
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其它边界条件均可转化为此简支边和相应的边界力及边界位移
.

下面
,

我们将分另lJ讨论三种情况
:

(1) 第
一

种情况就是一邻边固定另一邻边简支 (或固定) 的情况
,

如图 2 (a )所示
.
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(2 ) 第二种情况就是一邻边固定 (或简支) 另一邻边为自由的情况
,

如图 3 (a) 所示
.

像 以前一样
,

解除固定边 C D 的弯曲约束 并代 以弯矩 灯
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同时
,

在角点 (O
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b) 应施以相应的集中力
.

(3) 第三种情况就是两邻边 自由的情况
,

如图 4 (a) 所示
.

在 二= a
自由边上施以相应的边界等效切力和相应的位移 。 。
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,

则 该 自由边就转化为

如图 4 (b )所示的简支边C刀
,
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黔
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M
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口
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聂
功 ,
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瓷
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。 (。) J。
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口夕

‘了.、
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叮日�叮日
一一

·

兄问叮吠十一一

+ 〔ZM
· ; :

(‘
, ; ; 言

, : )汤 ( x
,

, ) 〕了:君一 [ ZM
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, 。)汤 ( x

, 。) 〕忿:矛 ( 3
.
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这里 q (二
,

妇
—

分布载荷集度
; 尸

‘

—
作用于点 (二

‘ , , ‘

)的集中载荷
;
八几,

—作用于点(幻
,

y , ) 沿 二 方向的外弯矩
,

M
。。

— 作用于点 (, , ,

协 )沿 y 方 向 的外弯矩
,

其它符号与通用的

相同
.

它们均作用于实际系统
.

。 1

(二
, , ;

占
,

的是由作用于点 (占
,

的 处的单位集中载荷所引起的简支矩形板的挠曲面方程
;

M
二 , ,

M
, :

和 M
二们 是由单位集中载荷所产生 的内弯矩和扭矩

.

在直梁的情况下
,

取作用于流动坐标点 省处的单位集中载荷的简支梁的解为影响函数
,

则实际直梁的挠曲轴方程成为

户
、 。 、 ,

逻
, _ , r 、

么
, ,

d
切 L自’一J

。“t“ , 切
1 气戈 , “, “, +

台厂
‘田 1又“‘’“, +

允
‘汀 ’

丽
甜 ‘L劣 , ‘“)

r
, ,

d
, 。 、

、‘
_

_
,

一 ! J妙气了二
一

却八 戈 ; 百) l 一 LQ 八戈 ; 互) 切 J云
L U 人 J O

(3
.

7 )

必须指出
,

公式 (3
.

5 )一 (3
.

7 )和论文〔6 」中的相应公式相同
。

四
、

应用修正的 Cas tigl ia n o 定理求解如图5所示两邻

边固定另两邻边自由的矩形板的弯曲

口目日口
叼

一X月口石

月 ⋯二

卜
“

州
在这种情况

,

修正的 C as ti g lia no 公式 (3
.

6 )成为

(
,

“

f七
, 。 、 , ,

.

fa , , ,

日

叭“, ”) ~ J
。

J
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J
。义Vj , · 气戈)硒云

一
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+
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杨 。
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瑞
一

{
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二 , 1

日g
+ 2 汤 。(x ) d 二+ ZM

二 , ,

(u ,
b ; 君

, 刀)初 (a ,

b) (4
.

1)

该式必须满足下述边界条件
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.
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_

了日2田
,

口么切 、 _ , 口2切

叹万了 + ,
一

百矛
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U
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我们假设
,

AD 和 AB 边的弯矩分别为
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M
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(: ) , 乙 D . s in m 打戈

“
(4

.

3 )

M
二。

(y )
‘

”‘g

点
。 s l n 气歹

. (4
.

4 )
8习词

一一

而 B C 和 C D 边的位移方程分别为
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k
·

+

二·
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k
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将式 (这
.

3 )~ (4
.

6 )代入式 (4
.
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。

的常数项
,
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注意到式 (4
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,

我们得到
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注意到式 (4
.
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,

我们得到
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式 (4
.

5 )
,

(凌
.

9 )
,

(4
.

10 )
,

(4
.

1 1)
,

(4
.

1 2 ) 和 (4
.

1 3 )分别和论文 [连〕的式 (1 )
,

(7 )
,

(13 )

(1 9 )
,

(2 5 )和 (3 1)相同
.

将式 (4
.

5) ~ (4
.

1 3 ) 代入挠曲面一般方程 (4
.

7) 中
,

即得到全解
,

由于得到的结果与〔4 ]

相同
,

我们将不再进行数值计算
.
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