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摘 要

本文考虑了粘弹流体的定常等温纺丝的流动问题
,

采用的本构方程是修改的 Max w el l 模型
.

得到了纺线方程的数值解和分析 (近似) 解
,

上述二种方法所得到的结果符合得很好
.

这 就 证明

了我们采用的摄动法有较好的准确性
.

一 日 !
.

全
.

、 J 口 「匀

聚合物熔体的熔化纺丝是纺织工业的主要过程之一 这是一个包括材料
、

热传递和结晶

的复杂过程
.

Zi ab ic ki “ ’已经考虑了这一问题的某些方面
.

这里我们将考虑一个比较简草的问题
,

这是为了弄
J

懂这个复杂过程所必须的第一步
.

我

们研究了粘弹流体的定常等温纺丝问题
.

D en n
等人

‘“’已经考虑了这一问题
,

但他们外加了一

个不是十分好的边界条件
.

鉴于此流动的工业重要性我们认为重新考虑这一问题是有价值的
.

二
、

运 动 方 程

熔体流出喷丝孔后会胀大
,

如图 1 所示
.

我们选柱坐标系 (, ,

氏

中心
,

此处纤维的横截面最大
.

纤维的自由表面为
r = R (习

.

纤

维的卷绕点在
: = L处

.

根据文献 〔3 〕
、

〔4〕
,

我们可以作下列假设
:

( 1 ) 速度分布是
:

v 。, ) = v (r
, : )

, 。 (e) “ 0
, v (: ,

== 山(z ) (2
.

1)

从连续方程我们可以推出

二)
,

坐标原点在纤维的

r f , ,

v Lr
, z ) = 一万

a 功/ a 之 (2
.

2 )

) 忽略表面张力
,

空气阻力和惯性
。

) 设有流体通过自由表面
,

也就是
:

v
·

n = 0

这里 n 是垂直于 自由表面
,

方向向外的单位向量
,

几

(2
‘3 )

v 是速度
。

01CO
了.、了.、、

图 1 纺丝简图
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( 4 ) 尸《L
,

d R / d
: 是很小的

,

它们的平方项和更高阶幂次项可以忽略
.

通过纤维的横截面进行积分可以推出
:

(·) 2 汀

{:
·s

(

一d一 F ‘常数,
(2

.

4 )

这 里S
( : : ,

是轴向应力
.

(b ) 径向应力 S ( , r ,

是零
,

所以

P~ T 任 ,)

这里 P 是各向同性压力
,

T 。。 )是径向偏应力
.

利用(2
.

5 )
,

(2
.

4) 可写成
:

(2
.

5 )

2 /

{:
·(T

《

一
T

(

一 , d一 F

(c ) 二R
z

切(z )= Q (常数)

现在我们 引入下列无量纲量
:

(2
.

6 )

(2
.

7 )

。(: )
二(0 )

T ( , , 。Q

F 切(0 ) (2
.

8 )

占= z
/ L

, a = 二R

:

少竺乡旦
F 功(0)

’

/ 二 [R (0 )」
“ {

在一个量上面加一横表示它的面积平均
,

方程 沙
.

6 ) 和 (2
.

7) 现在可写成
:

7
’

一尸= u , a “= (2
.

9 )

相应的边 界条件是
:

在 宜= O 处
, “= (2

.

1 0

三
、

本 构 方 程

我们选用修改的 M a x w en 流体作为我们流体的本构方程
。

这方程可写成
:

T ‘j + 几
己T

‘j

己t
= 2刀D

‘夕 (3
.

1 )

这里 尹
, ,

口
了 分别是偏应力张量和应变率张量的逆变分量

,

占/ 击 是 Old r o y d 随动 导数
〔‘’,

几和 刀是材料函数
,

它们是O的第二不变量 I 的函数
.

我们选 I为
:

I = 斌不于万厄 (3
.

2 )

由文献〔5 ]可知
,

在测粘流动和单轴拉伸流动中用方程 (3
.

1) 描绘某些聚合物溶液和熔

体是相当好的
.

如此我们可以指望 (3
.

1) 对于我们考虑的流动也是合适 的
.

我 们 选 几和 刀

是
:

刀= 叮。}I 】
” 一 ‘,

之= 义
。

} 1 1
” 一 ‘一 “

(3
.

3 )

这里 习。 ,
几
。

是常数
.

对于普通 的 M a x w el l 流体
, n ~ 1 , m 二 O,

对于幂律流体几= 0
。

四
、

对于 M a x w el l 流体的纺丝方程

‘”日切、.了m八,
二

将 (3
.

3 ) 代入 (3
.

1 )
,

通过纤维的横截面进行积分
,

并假定 T 和 尸只是
z

~
.

/ d u 、卜 ” 一 , 「 d T ~ 沙奋〕
J + 改l we 一丁乞, . 1 材一- 丁‘一一 Z j we 一; 二一 l= 2‘

\ C g / L 口 g 口宝 」

了
一

望七、
、 d 右 ,

d “

d 蜜

的函数
,

(4
.
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/ 成‘ 、”
~ “ , ‘「 d 尸

.

_ d “ 〕
1一十 议

叹
~

,

己乙) L
“

~

百要十 尸

砚 」二 (4
.

2 )

这里
n 一优 ~ 1

a “几
。

(3 ) 2
切(0)

五

,

一 (3 , ? (半 )
·

赢
将 (2

.

9 ) 代入 (4
.

2 ) 并利用(4
.

1 )
,

则

· + 2二(
一

金)
” 一 “ 一 3

含(瑟)
”

3 a

(金)
”

一
(4

.

3 )

将 (,l
.

3 ) 式中的T 代入 (4
.

1 )
,

则

d言

了 a 么

u
、刁之)

“ 一 ”

+ a

一 3 ‘

d 占
了
一
尘生、

、
·

d 左 ,

一一了
一

丝丫
一 :

一 “
’
一、 d雪

.

,

“ + 3 a

会〔竺尹
一

uz(贵
一

)
”’

〕
一 2 a 2·

(
二

会)
” 一 ‘一。

(4
.

4 )

从方程 (4
·

4) 可 以看出
: 对于一个牛顿流体 (a ~ 0) 它是

“ 的一阶方程
,

所以 只要一个

边界条件 (条件(2
.

1 0 )) 就足以确定其解了
.

但对于一个非牛顿流体(a 斗 0) 它是二阶方程
,

所以需要另加一个边界条件
.

D en
n
等人

‘2 ’
外加的边界条件 T (0) = 1 与 a 无关 (是一常数)

.

从 (4
.

3 ) 和 (4
.

4 ) 可以看出对于 一个牛顿流体 T (0) = 2 / 3
,

所以 D en n
等人

‘2 ’
实际上 已经

假定了 T (0) 有
一
个跳跃 (不连续点 )

,

但并没有给出一个物理上的解释来证明这一假定
.

那

么为什么会出现高阶导数呢? 这是由于我们所考虑的材料是有记忆的
,

所以必须考虑它过去

的历史
.

如此需要考虑喷丝孔上面的流动情况
,

但那是极端复杂的问题
,

它包含从测粘流动

到伸长流动的转变
.

因此我们只能找 一个近似方法去解这一问题
.

五
、

摄 动 法

我们对 雪作变量替换如下
:

戈= a a

省 (5
.

1 )

利用 (5
.

1 )
,

T 可写作

“+ 2。

(
一

会)
” 一 “ a “

一
‘ 】

一 3 ‘a
” ’

=
一

下
一

— 一牙
一了云

一

又解而

”a ‘十 “ ‘” 一 “ ’

气
一

云 )

(
一

卒
一

丫
、 a X /

(5
.

2 )

作为一阶近似
,

我们选择方程 (5
.

2) 右边的分子只保留前面二项
,

即选 占 如下
:

。(n 一 二)二 一 j (5
.

3 )

利用 (5
.

3 )
, 可写作

劫十 Zu

T =
念

一

)
” _ ’ 一 3

成斋
一

)
”

3

(会)
” 一 “

(5
.

4 )
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这里 护(=
‘a ” “杭 一 ” ,

)假定是很小的
.

现在将 T 和 “展成 下的幂级数如下
:

T = T
。
十 , T

,
+ ⋯

, u = u 。+ 夕u ,
+ 一 (5

.

5 )

将 (5
.

5 ) 代入 (5
.

4) 和 (4
.

4 )
,

并比较 v 的幂
,

则
:

。 2
:

u 。

了 d u 。

、饥一
J 。

= 了u0 十百
一

气习又少 (5
.

6 )

·。

!(
一

豁)
’

一 ” + 1 + (阴一)·
。

鲁(鲁)
一 “一 2

(
一

瓮)
” 一 ”

〕
一 。

(5
.

7 )

方程 (5
.

7) 和边界条件 (2
.

10 ) 的一个解是
:

叽 = 1 + 劣 (5
.

8 )

将 (5
.

8 ) 代入 (5
.

6 ) 可得
:

T
。
= 1 + 戈

对于 y 的一阶项有下列等式
:

(5
.

9 )

兀一ul+ 气井
( 1 + x)

会
一 ,

‘, + · , :

会
+ 3 (1 + 戈)

会一启
:

(5
.

1 0 )

(5
.

1 1 )

方程 (5
.

1 1) 满足边界条件 (2
.

1 0) 的解是
:

。:

一
、

二

鱼
一

二
一

In (1 + 劝
匕气阴一 n 少

(5
.

12 )

类似地我们可以得到二阶项
.

如此
:

1

u = 1 + 睿a
”, 一 ” +

;

尚
一

‘·

卜
·

击)
一

气写州
+ 一

~ 一

止星一一「

~
、 zn (

, + “

高
;、1

+ o (:
3

)

一注
一 ~ L 名 、 , J

(5
.

1 3 )

4(1 + a m 一 ”

睿)

: 一 1 + ; ·

高
+

叮
一

杏
+ 2--(启可

1·

(l+f
·

勺]

+

叮一人二{
一

于、(之护临
。

几
二)

一

)
2

〔
n 一阴 + 1

2

1 + a m 一 ”

舀

+ 1·

(
1 + ·‘士万、)])

9 (
n 一 m + 1)

8 (n :一 n )
“ 〕

+ O (? “’
(5

.

1 4 )

从 (5
.

1 4 ) 可得
:

T (0 )= l一
护

. _ . ,

「3
二 十 下

一
甘

~

丁一
艺 L 纽

3 m

2 (m 一 n )」
+ 。(, ‘

,
(5

.

1 5 )

如此
,

D e n n
等人

‘2 ’
外加的边条界件可被认为是一阶近似

.

滞留时间 t 的定义是
:

‘一 {
‘

份旨
J ,

J o “气尸 少
(5

.

1 6 )

将 (5
.

1 3 ) 代入 (5
.

24 ) 可得
:
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一。

态
一

{
}一

(l+a 汽)
一、

尚 [
J+ 1·

(
」+ ·

忐
。
)}}

9丫2

十 一 丁二刃 - -
-

一一万
l b L阴一 刀 ) {一

+ 1 2 (”一 m + 1 )
2

_

二一

1 + a 用一 ”

占
丫一越二丫(n一

, J 二 八 7刀一 月 七 I
i 下 “ 5 / 、

+

晋
+ 1·

(
, + ·蔽生万、)

一

[
1·

(
, + ·示生万 ;)〕

2

)}}
+ o (:

3

)

(5
.

1 7 )

六
、

数 值 计 算

我们用 R u
ng

e 一K ut ta 法对方程 (4
.

4) 进行数值计算
.

如前面所说
: 只用一个边 界条件

(2
.

1 0) 来决定方程 (4
.

4) 的解是不够 的
.

需要再外加一个边界条 件
.

和 D en n
等 人

t幻一

样
,

我们假定 T (0) 是已知的
.

从 (4
.

3 ) 式可知
,

上述假定等价于假定
: 在 占= O 处

,

d u/ d雪

是已知的
.

但与 D e o n
等人

‘“’
不同

,

我们假定 T (0) 是一 , 的连续函数而不是一个常数
.

为了说明起见我们选了 。 = 0
.

53
, n 二 0

‘

93
,

如此
,

我们的模型在测粘流中将预示 出 一

个几乎是常数的粘度以及第一法向应力差几乎线性比例于剪切速率
.

在表 1 和 2 中给出了在不同 夕值的情况下
, u ,

T
, t 的数值计算值及分析计算值

.

七
、

结 论

从表 l 和 2 可以 看出 : 如果适当地选取 犷(0) 值
,

则数值计算值和分析计算值是 很 一致

的
.

这就证实了我们 的摄动法有较好的准确性
。

从表 2 可以看出
: T (0) 值的选择在小 占处影响

u 和 T 的值
,

在 大 雪处对
u 和 T 的 值没

。 ,

T
,

t 的数值计算值及分析计算值

表 1 a = 0
.

33 n = o
.

93 m = 0
.

5 3 ‘a n l‘杭 一” , 二 0
.

08 77 7

,曰O6UUnJOUn乙n科叭己
.

⋯

n己,自,自,曰,�

J.二J.几,注,卫八O‘口,自。勺幼 口njnOC乙
.‘口.

月.
J三‘J
I
边.1, .二

J.且J,人,人门丈打数值

“分析
T 数值
T 分析

t数值
t分析

0

1

l

0
.

9 6 5 1
。

·

。了了2

⋯
O

一

O 一

3 13

2 7 7

2 7 6

2 4 2

0 6 4 5

0 6 5 0

2

3
.

7 4 7

3
.

7 0 4

3
.

7 D7

3
.

6 6 5

0
.

0 9 8 2

0
.

0 9 8 9

3

5
.

2 32

5
.

18 7

5
.

1 9 1

5
.

1 47

0
.

12 0 7

0
.

12 1 5

4

6
.

7 4 4

6
.

6 9 9

6
.

了0 3

6
.

6 5 8

0
.

13 7 5

0
.

13 8 3

6

8
.

2 7 3

8
.

2 2石

8
.

2 3 2

8
.

1 8 7

0
.

1 50 9

0
.

1 5 17

6

9
,

8 12

9
.

7 7 0

9
.

7 7 3

9
.

7 2 7

0
.

16 2 0

0
.

16 2 8

0
.

1 7 14 0
.

17 9了

0
.

1 8 0 5

,立n乙,�,�,山n“n“

表 2 a = 0
,

3 3 九= 0
.

9 3 阴 = 0
,

5 3 ‘a ”I ( m · ”) 二 0

1 72 2 }

2 19 4

On,曰,‘OU,�,‘甲.。JnJ丹h‘勺,自

⋯⋯
‘
任
‘住J任通二
.

4)任
‘‘几亩.上J.工J卫1J.人J.1八JOUJ悦自O月,

J.工,‘,�又J�H叮口九匕OdOUO�O‘叭00八

比门
.

旧l比
.

门
.

阮储
l

“数值
“分析
u数值
T数值
T 分析

T数值
亡数值

t分析
才数值

2
.

0 6 9

1
.

7 7 0

1
.

8 2 9

1
.

9 8 3

1
.

7 1 1

1
.

78 2

0
.

06 86

0
.

0 7 3 6

0
.

0 7 46

3
.

2 8 2 1

2
.

8 87 }

2
.

0 4 4 }
3

.

1 9 3 1

2
.

8 0 9 {

2
.

8了3

0
.

1 0 6 8
o

、

2 1 46 }

1”
.

1 1 7 6

4
.

5 9 3

4
.

16 3

4
.

2 0 8

4
.

5 0 1

4
.

0 7 6

4
.

12 5

0
.

13 25

0
.

14 15

0
.

14 6 9

5
.

U6了

5
.

5 2 1

5
.

5 5 4

5
.

8 7 2

5
.

4 2 9

5
.

4 6 6

0
.

1 5 15

0
.

1 6 13

0
.

1 6 66

0
.

16 6 6

0
.

I 76 T

0
.

1 82 6

8
.

8 2 8

8
.

3 7 1

8
.

3 8 8

8
,

7 3 0

8
.

2 7 3

8
.

2 9 2

0
.

17 9 0

0
.

1 8 9 4

0
.

1 9 5 7

10
.

3 0

9 8 3 6

9
.

8 4 7

10
.

19

9
.

7 3 7

9
.

7 5 0

0
.

18 9 4

0
.

2 0QI

0
.

2 0 6了

1 1
.

7 8

1 1
.

3 2

1 1 3 3

1 1
.

6 8

1 1
.

2 2

1 1
.

2 3

0
.

1 9 8 5

0
.

20 93

0
.

2 16 2

13
.

2 8

12
.

8 2

12
.

8 2

13
.

1 8

12
.

7 1

1 2
.

7 2

0
.

2 0 6 5

0
.

2 17 5

0
.

2 2 4 5

0
.

2 1 3 6

0
.

2 2 4了

0
.

2 3 19

几匕了
n乙q‘n月,自n乙non目n“�

,

:

j.立八U.1
刁.几八“

八Ulln�
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从方程 (5
.

8) 可以看出在 下= o 的情况
,

速度剖面是线性的
,

这和实验数据相一致
.

可以把小 P 解释为
: 它相当于大 F

,

也就是快速纺丝
.

今日之生产正是在快速纺丝的条

件下进行的
.

[ l〕

[ 2 〕

[ 3 ]

[ 4 ]

[ 5 1
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