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摘 要

弹性连续介质中杆件系统的振动问题
,

是工程中经常遇到的
,

这是弹性动力学和 结 构动力学

的混合求解问题
.

按照一般的方法进行求解
,

似乎有很多困难
,

且很复杂
.

本文采用L a g ran g e乘子法〔, J t“, ,

给出了这种类型平面问题的广义泛函
.

并通过实例 说 明本文

方法的应用
.
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在地下工程中
,

当地表面受到冲击波荷载作用时
,

介质和结构将产生振动
.

对这种问题

的分析
, 一 般有两种方法

:

一是将介质和杆件结构作为复合弹性体进行分析
; 另一种方拾

,

是隔离体的分析方法
,

即将杆件结构隔离出来
,

将外荷载作用在结构表面上
,

对于结构周围

介质的作用
,

有的处理为单向弹簧
,

有的处理为波动阻抗
,

也有的处理为两者的结合
.

不论

采用那种分析方法
,

问题的分析都是十分复杂的
,

这也是防护工程研究的重要课题
.

从地下工程这一问题出发
,

我们把地层介质视为弹性体
,

分 析 时 采 用弹性动力学的方

法 ; 将介质中的结构视为杆件结构系统
,

分析时采用结构动力学的分析方法
,
而将弹性体和

杆件结构系统一起看做是一个混合体系
.

本文给出了这种混合体系的广义变分原理
,

即连续

介质中杆件结构系统的广义变分原理
,

可作为求解这类问题的理论依据
.

作为文中广义变分原理应用的一个例子
,

我们对半无限弹性介质中具有加强环的圆柱形

孔穴进行了动力分析
,

给出了求解问题的振动微分方程组
.

二
、

弹性平面问题和平面曲杆结构的基本方程

在弹性体平面应变问题中
,

我们用
u , v表示沿 , , 夕方向上的位移 ; X

,

Y表示体力
, p表

示质量密度 ; E 表示弹性模量
; 尽表示泊松比

,

则以位移分量表示的平衡方程为
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在位移边界问题中
,

若弹性体外边 界的位移分量是已知的
,

则在边 界上应有

“一 ‘= O
, u 一 云= 0

其中月和云在弹性体外边界上是坐标的已知函数
.

在应力边界问题中
,

若弹性体外边界上所受的面力是已知的
,

也就是说
,

弹性体外边 界

上的面力分量戈和夕是坐标的已知函数
,

则弹性体外边界上的应力边界条件为

la
二 + m 御

二
二 X

, m a , 十 lr
二 , = 犷

式中
: a 二 , 。扩,

。 ;
表示弹性体内的应力分量

; J
, m 表示方向余弦

.

在平面曲杆结构中
,

我们用。
, :
分别表示径向位移和切向位移

,
M

,

N
,

O分别表示弯

矩
、

轴力和剪力
; 爪表示单位长度的质量

; R
, r分别表示变形前和变形后的 曲率半径

,
并用

尸。 (t) 和尸
,

(t) 分别表示作用在曲杆结构上的径向外荷载和切向外荷载
,

则曲杆结构的平衡方

程为
:
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式中
:

E J为截面抗弯 刚度
,

F 为截面面积
.

曲杆结构两端的位移边 界条件为

。(o
, t)一汤 (o

, t)= o ; : (o
, t)一 芍(o

,
z) = 0

; 切 (o
, , )一币(o

, t) = o

切(l
, t)一丽 (l

,
r)= 0 ; r (l

,
r)一芍 (l

,
z)二 0 : 价(l

,
t
卜币(l

, , )二 0

三
、

连续介质中杆件结构系统的广义变分原理

如图 1 所示
,

连续介质中的杆件系统
,

在平面应变问题的情况下
,

其广义 变分原理为
:

在弹性体D 域内服从虎克定律和应变与位移之间的关系
;
在杆件 L 上满足杆件结构的内

力与位移关系
;
且在t“ t l

和了“ t Z

时
,

弹性体内和结构上位移为已知的条件下
,

在所有的许可

位移 u , v , 田 , :
中使下述泛函取驻值

,

必导出问题的真实解
.
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其中
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,

变分时
,

都是独立变量
.

证明

弹性体在振动过程中的动能为
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弹性体内边界上的径向位移可写成下面形式

功 ,
= 甲,
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式中
: 中1

(的和甲
2

(0) 为确定的三角函数
.

我们假设弹性体与曲杆结构的接触面上为
“

零宽度光滑接触
”

位移协调
,

即

田 ,
一叨 = O

.

则要求介质和结构径向

我们采用L a g r a n g e乘子解除所取体系的全部约束
,

于是整个体系的泛函为
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+
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十
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、
矛
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八U

=:0

一些一「
1 + 召 L1 + 拜

1一召

1一 2召

曲杆结构的平衡方程
:

上LS在

、..忿.‘!、l/‘.夕
nU

口Z

M
口5 2

aN

口S

+

劣
一 *

令
十 尸四 -

一

吴
一 厉

器
一 ”

Lag
r a
llg

e
乘子的物理意义

:

拼,
= 份

二 + 伏砌
二
= X

。

“:
= 仇a , + l了

二 , 二Y
。 )

在S
·

上

aZ

M
.

N _ 口2功

内 = 币萨
一 十万一 m 万产

-

= 一 尸
。

.

在S : 上

几
:
= 一 Q(o

, t) ; 之
2
= 一N (0

, t)
:
之
:
= M (0

,

几‘二Q(l
, t)

;
之
。
= N (l

, l) ; 几
。
= 一M (l

, t)

力边界条件
:

t) 1
,

。 _
、

⋯

了住
。 ‘网端

la
二 + m 御

二
= X

”;a , + l丁
二 ,

= y
在S , 上

la
二 + 阴 : , 二 = 一 P 。卿 , (6)

,”a , + l:
二 , = 一 p 。中:

(0)
在S :

上

Ia
二
+ m 和

二
= O

拼a , + If
二 , 二

位移边界条件
:

-

旦
}在S

。

上

“一 呀二 0

口一 云= O
在S

。

上

,”‘一 t“” O 在夕
‘
上
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切(o
, ‘)一而 (o

, ‘)一 o ; 丁(o
, ‘)一 于(0

, t)一 0 1

, 又0
, ‘)一 ”

)

(”
, ‘)二 0

; 田 (‘
, ‘)一幼 (‘

, ‘)二” }在 S ‘两端
: (l

, t)一 万‘l
, t) = o ; 切(l

, t)一币(l
, t) == o

由此可见变分后满足一切应该满足的条件
.

四
、

实 例

设有一个大面积的平面冲击波作用在一个半无限大的弹性均匀介质的上表面
,

在距离上

表面 一定深度处有一个无限长的圆柱形结构
,

其轴线平行于介质的上表面
,

该问题是一个平

面应变问题
.

我们取图 2 作为计算简图
,

许多

实际经验表明
,

在动荷载作用下
,

位移边 界对

孔穴的影响范围一般取为 5 倍以上孔穴的计算

跨度
。

P J( t )

( x , ,

y
,

) u

⋯
3

氢 下 {
麒

边·

( 1 ) 能量的计算和运动微分方程的建立

根据所取力学模型边 界点上的位移是已知

的
,

我们可首先在整个平面弹性介质模型中选

取‘x m 个点
,

这 i x 。个点的位移是随时间变化的
,

式
,

通过上述i x 。个点的瞬时位移做两个多项式
,

和水平位移
,

即分别表示成下列形式

u (二
, 夕, t) ~ 乙 乙 f

‘(x )f。 (u )u
‘。 (t)

云 明

一一三一
一

一一,
一

止一一州
图 2 计算简图

并将其取为广义坐标
.

然后
,

应用插值公

表示平面弹性介质模型中各点的垂直位移

(4
.

1)

。 (二
, g

,
t)

(i“ 1
,

二 乙 乙 f
‘

(“)f。(夕)v
‘。 (t) (4

.

2 )

2 ,
⋯ ; m = 1 , 2 ,

式 中
:
f
‘
(二)和f

。 (夕)均是位置坐标函数
,

它的形式是确定的
,

见(2 ) , u . 。(t)和v ‘。 (亡)是平面

上 (二
. , v司点的待求广义坐标

.

为书写方便
,

以下用
“‘。和。 .。分别代替断

fn (O和叭。 (t)
.

由上

述可知
,

(4
.

1 )
、

(4
.

2 )两式必然满足所取的介质模型的位移边界条件
.

圆柱形结构采用结构力学的方法
.

在以弯曲变形为主的杆件系统中
,

可以忽略结构的轴

向变形
,

将圆形结构的径向位移和切向位移可分别表示成

田(口
, t) = 乙

a * (t)e o s几0 (4
.

3 )
孟

·
(。

,
, ) 一 E 专

。么
(, )

sin ‘“
(4

.

4 )

(久= 1 , 2 ,

⋯ )

式中
: a * (t) 是与时间有关的广义坐标

.

在圆柱形结构周边处的介质的径向位移
,

可以表示成

山
‘

(乡
, 才) ~ 乙 乙 f

‘(R sin 夕)f
。 (h

, + R 一 R e o se) : , ‘, e o se

浦 脚
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一 乙 三 f
,

(R s in 乡)f。 (h ; + R 一 R e o s口)。
‘二 sin夕 (4

.

5)

体系的动能包括弹性介质的动能和结构的动能
, 即

T 一冬
。

{队
、 十。,

)、d 。十厂
’ 一

编 (、 + 、2

)。。

乙 J J D J O 乙

一

;
一

军军乙军
“: : (临临 十公

‘。“加 , +

合聆
几“‘

式中
:

A , : 一 2。

「{:
,
谊

(X ), , (/ )d /

{)
‘

,
。 (。),

·

(。)d 。

一

{::
f

m (。),
。

(。)d 、

丁了不

~
f
‘

(二),
, (二 )d二

)
;

,
*
= 二

、 (
, 十
幼

; 。

一
介质的密度

; 。

一
结构单位长度的质量

.

、 乃 ,

体系的总应变能包括介质的应变能和结构的应变能 (只计结构的弯矩位能) 为

U 一

告{丁
。

{
(· + “,

l(斋)
“
+

(会)
’

」
+

一

鲁l(金)
‘+

(会
一

)
’

」
+ 2 ·

(会
一
里
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l封 /日梦

,

,
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~

又
~

一
、 口劣 粉}“、
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’

釜 Rd0

合军军军军
‘B : :

一
+ C , ; “

! 。“ J·十 ZD ; :

一
, +

军军
一

;
E 人

一
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产E

(l+ 尽)(1一 2尽)
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E

] + 环
’

。 _
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,
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·

f :(/ ) ,
。 (。)f

J
(% , f“(。)d 二 +

丁:
d 二

{:
’
“, ; (/ ),

·

(。),
‘

(/ , f ; (。, d。

一

丁::呵了
爪刁

1

不分bIi (x)j
。

(, ),
‘(/ ), ; (, )、二

(1一 几
2

)
2

了J一.
E一尸汀一

一一含E

外界动荷载做的功为

邢 一 2

!:
p ‘(‘,

· (一 。。
,

‘, “一军军
Q !。
‘(‘)一

式中
:

Q ‘。一 Zp f
。 (。

。

)

{:
,
‘

(X )d 二

体系的总位能是

犷= U 一叼z

L a gr a n ge 函数 (也称作用量) 为

L = T 一厂

根据混合广义变分原理
‘” ,

即 : 在弹性体 D 域 内 服 从虎克定律和应变与位移之间的关

系 ; 在杆件L 上满足杆件结构内力与位移关系
,
且在 t二 t,

和 t二九时
,

弹性体内和 结构上位移

为已知的条件下
,

在所有的许可位移
u , v , 。 , :

中
,

使 下 述 泛函取驻值
,

必导出问题的真

实解
.

“ 一

丁::
、L +

丁
:

。

戈
·

(一
。)d

·+

丁
;

。

夕
·

(一
云)d · +

丁
:

:

p ·(?
‘

一 , d ·

一 Q(b
, t)〔。 (0

, t)一汤 (0
, t)〕一 N (0

, t)[ 二 (0
, t)一 于(0

, t) ]

+ M (o
, t)〔切(o

, t)一币(o
, r)〕+ Q (l

, t) [二 (l
, r)一汤 (l

, t)〕

+ N (l
, r)仁

: (l
, t)一 于(l

, t) ]一M (l
, ‘) [切(l

, t)一币(l
, t)〕}d t (4

.

6 )

由干描述弹性体内各点位移的位移函数 (4
.

1 )
、

(4
.

2 )是通过包括边 界点在内插值而得到

的
,

所以它满足位移边 界条件
u = 反 , 。= 石; 对于圆环来说

,

我们所选择的位移函数也满足位

移边界条件
.

于是泛函中只剩下L ag
r a
ng

e函数和 {
。
尸。(二

/
一 。 )d

: 两项
.

L a o a
ng

。

函数前面
一 一

‘ ’

“
’ ‘ ’ 一 ’ ‘
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’

一一
’ 产 、“ ‘ ’

一 。
-

一0
-

一 ~
’
一
JS

: 一
、 一 ’ ‘ ’、 -
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0 -
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月 一

已经求得
,

下面对 f
。
尸。 (。

,
一 。 )、s

可计算如下
:

一
‘

一
‘

”
’ ‘

一
‘

’

研

J夕
: 一 “

我们假设弹性体与加强环为
“

零宽度光滑接触
” ,

于是在接触面上就要求介质和圆环的

径向位移协调
,

即

二
,
一 二 = 0 (4

.

7 )

在介质和圆环接触面上引进一个力函数

p 。 二 P (8
, t)= 乙 R : (t)沪: (0) (占= 1

, 2 ,

⋯

考

(4
.

8 )

其中
:

R 以t) 为待定系数
, 九 (的为自选的坐标函数

.

于是
『

{
。
尸。 (w

/
一 w ) 、; 一 {

“‘
尸(。

沪。 吞 沪
一

9

t)(。
产
一二 )R d o
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‘ 乙 乙 乙 F
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‘m : 。‘。R ; + 乙 E H
: : a : R : (4

.

9 )
该 . 考 i 沉 七 1 考

式 中
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。
么。

一丁;
’

一““‘。(“, R d “

将l
一

a盯 a
ng

e函数L和 (4
.

的式代入 (4
.

6 )式中
,

经整理得
:

j] 一

川杏军弓军黔
; : (、、十 ‘娜公知 , +

含军
“
几
“‘

一

;军军军军
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一
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一

军军告
一

E
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一 R 古 一
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。‘

一“:

一

军军H
几‘一’‘十

军粤
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‘(‘,一 }

d ,
(4

.

10 )

由占刀 = O,

可得下列微分方程组
:

军弓
( “ : :衫一 + C , :一 + D : : “‘·’+

军
F ‘·‘“‘一口, ·

f(‘, (4
.

1 1 )

习 乙 (月
‘二“.。 + B : : “‘。 + ” : :一’+

军“
·‘“‘一 ” (4

.

1 2 )

A : ‘: + 乙 E ; , a 。 + 习 H
; 。R : == o

为 考

乞 艺 F ‘。 : 。,。 + 乙 艺 G 。。 。u ‘。 + 艺 H
: 。a , = 0

(4
.

13 )

(4
.

14 )

( 2 ) 关于位置坐标函数f
.
(劝

,

f。 (妇 的确定

f
‘(劝和f武妇是利用双向插值公式得到的

.

它将随着所选取的点数 了x m 的 增 多
,

多项

式f
.

(劝和f
。 (妇 中的幂次也增高

.

若选取的点数如图 3 所示
,

可得下式的表达式
.

f
. (x )

:

f
,

(x )
= 、

遥
一、 (二

‘
一 , o a 二3 + 3 5 a , 二 ,

一so a : 二 + : J。‘)
乙 4 a ’

1 1 11 2

2 1 12 2 1 !i阴

图 3 选点示意图
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