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摘 要

本文从泛能量泛函〔注1出发
,

提出并证明了非线性弹性理论静力学 (或动力 学) 的非 保 守
、

有跳变和分区问题的统一变分原理
—

泛变分原理 [注〕
.

由泛能量待定泛函出发可直接得出各种变

分原理
.

一
、

前
~ , ‘

. . 月. 山

~ ~
.

扭习

近代
,

由于新材料
、

新工艺的采用提出了大量非线性问题
,

促使国际范围内对非线性力

学研究的蓬勃发展和普遍重视
.

在古典弹性理论中
,

为简化讨论起见
,

常常假设体系是保守

的
,

即荷载做功与路径无关
.

经过几十年的努力
,

现在对这一类问题已建立了一套较完整的

变分理论
‘” 一 ‘, , .

但是
,

对非线性问题
,

尤其是大位移问题
,

体系却常常是非保 守 的
,

即荷

载在使物体发生位移和变形的过程中
,

其
“

输入功
”

与路径有关
.

严格来讲
,

力学问题绝大

多数是非保守的
。

本文认为
,

能够将这一类荷载表征出来
,

从而仍然可借助于变分法这一数

学工具
.

虽然这样做又将增加一些变分意义下的近似项
,

但却提出了解决非线性力学非保守

问题的一条新途径
.

巳见文献〔8 1也是沿这一思路对古典线性弹性理论中非保守问题作了讨

论
,

故沿用文献〔8 〕的叫法
,

称这种变分原理为拟变分原理
.

本文尚进一步导出包含有跳变

项的分区的泛变分原理
,

可望用于位错理论
、

断裂理论
;
可有助于建立有关上述方面的非线

性问题的有限元理论
.

泛变分原理是无约束的变分原理
,

它的建立是通过用L
a g ra ng

e
待定乘子构造出泛能量待

定泛函
,

取拟驻值完成的
.

我们尚进一步对各种变分原理
:

广义的 (或经典的 )
、

完全的 (或

非完全的) 作了统一论述
,

看出它们出自一体
-

一泛能量待定泛函
.

我们还将看到如何用拟

变分原理来构造混合边界问题的变分泛函
.

相应于动力学问题则给出各种泛 H a m ilt on 原理
。

本文所用符号主要引自文献【2 」~ 【4 〕
,

文中一般不再另加说明
.

二
、

非线性弹性理论的泛变分原理

我们称分区的
、

有跳变的
、

广义完全的和非保守的变分原理为泛变分原理
.

本节只对静

朴 郭仲衡推荐
.

〔注〕 此系作者所命名的术语
.
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力学问题作出讨论
。

研究初始在面 A
。

紧邻的两个体域

域问题
.

1 2

犷
,
厂给出结果

,

但不难推广到N 个分

1
.

基本关系与边界条件

本文一律采用L a g ra ng
。坐标描述法

.

设T为K irc h加ff 应力张量
, T 二 F

·

T为Piol a 应力张

量 ,
变形梯度 F~ (! + 四 ) , E为应变张量、 l

, 。和 V 分别为单位张量
、

位移矢量和 H a m il to n微

分算子
, P0 代表拖带体积元素质量密度

.

我们知道
,

处于真实状态下的应力T ,
T和位移 u与

应变E满足下列关系和条件
:

平衡条件

平衡方程 T
·

甘+ 刀。f = 0 (在犷内
,

a = 1 , 2 )

下面为了简化起见
,

不 至 于混淆问题
,

有时省写方程 中的顶标
“ a

” ,

故上式写成

或

力的边界条件

T
·

甘+ P o
f = 0

(F
·

T )
·

甘+ p o
f ~ 0

(在犷内)

(在犷内)

T
·

N‘ T 二 (在A
:

上)

或 (F
·

T )
·

N = T 、 (在 A
:

上)

其中月
:

和 N分别为力边界界面和边界面外法向单位矢量
。

(2
。

la )

(2
.

lb )

(2
.

Z a )

(2
.

Z b )

连续条件

应变位移关系

l 艺

在 犷
,
厂内无跳变

, u和T是连续的

尸 1
, ~

.

~
.

~ ~ 、 ,

一漂
, _ 、

‘ = 万、v “十 “v 十 v u
’

“v ) 气仕厂 网 , (2
.

3)

位移边界条件

跳变条件

u = u (在月
。

上) (2
.

4 )

位移跳变条件

应力跳变条件

1 艺

u 一 u == [ u l

1 1 2 名

T
·

N + T
·

N

(在A
。

上) (2
.

5)

= IT N ]

关于跳变条件(2
.

5 )
、

(2
.

e )
,

我们约定
,

[ u ]笋 0
,

则 [T N I= 0

和 [T , ] 子 0
,

则 [ u ] = 0

本构关系 假设只讨论超弹性体
〔“’,

和余能 (密度) 刃
。

(T )
:

(在A
。

上) (2
.

6 )

在A
。

上 :

(2
.

7a )

(2
.

7b )

此时 下~ E为可逆对应
,

存在应变能 (密度) 万
”

(E)

万户(E) 十 万
口

(T) ~ T : E 二 E : T

应变能型
,

本构方程 (1 )

(在犷内) (2
.

8 )

d 刃户(E )

d E
(在厂内) (2

.

g a )

余能型
,

本构方程 (亚)

。 一兰认几
(在声内,

(2
.

g b )
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我们时常用到的几个数学公式如下
:

G re en 积分公式 对任意连续可微 的张量场 甲

{
; 甲

·

, 扩一

手
, 甲

·

dA 一

手
,
甲

·

NdA (2
.

10 )

,

. 一一
_

_ , 一 、 , . 、 _ , 甲
.

1
,
一 ~ 、

,

但寺熟 T : 气U y ) = 气U y ) : T = ‘ : . 一
,

: 广Ly U
.

U y ) : .

乙

(2
。

1 1 )

T :
(d u甘)= (己u V )

: T = 占E : T (2
.

1 2 )

最后指出
,

由于作了 (2
.

7 )的假设
,

跳变条件(2
.

6)
: I。】今 O 和 (2

.

e)
: 【T刃 祷 O将不会同

时出现
。

但为了讨论方便
、

协调起见
,

总是对(2
.

5) 和 (2
.

6) 一并加于论述
。

2
.

全能量泛函n

““
鑫{I

, T : U , “厂一

I
; 二 , 。

。
‘犷一

I
刁。

“⋯ N“A 一

L
‘ 。

·

‘
·““

(2
.

1 3 )

利用 (2
.

8 )和 (2
.

1 1)
,

可将17 分成刀
, 和汀

”

两部分
:

H ,

丝
鑫{工

; 〔E : ‘一“
·

(‘, , “犷一

{
, 。

·

‘。
。
‘F 一

L一’
·““

(2
.

14 a )

二
。

丝全{{
; 〔T : E一 “, (E )〕d 厂 +

{
,

含
‘, ⋯, , : T d犷一

J
, 。
“一 Nd A

)
‘2

·

, ‘b ,

分别 叫作势能 (型) 泛函和余能 (型 ) 泛函
。

可以证明
,

对无跳变
: ‘时 = IT刁 = O的真实应

力
、

应变和位移情况
,

上述泛函必定满足

互补关系 H 二 H ” + 刀
。

三。 (2
.

1 5)

拟驻值条件 d万 , + d Q + 占尸鑫。 (2
.

2 6 )

d刀
o

一 6 Q一 jP主。 (2
.

1 7 )

其中 护 一

钊
, 二
饰0dV

“Q 一
军I

‘ ,
。

·

占千
·d “

(2
.

lsa )

(2
.

18 b )

反之
,

若满是 (2
.

1 6 )
、

(2
.

1 7 )式
,

则约束条件(2
.

1)~ (2
。

4 )
,

(2
。

8 )和(2
.

9 )得以满足
,

故u ,

E 和T必为真实的
。

方程 (2
.

1 6) 和 (2
.

17 )分别叫势能拟变分原理和余能拟变分原理
。

在保守

问题中
,

可设 盯 = 占下, = O
,

则 (2
.

16 )和(2
.

1 7 )化为经典变分原理
。

3
.

泛能量待定泛函

采用Lag
r a n g e待定乘子法

‘” ,

我们可将 (2
.

13 )推广至不受任何约束的泛能量泛函
.

注意

到此时独立变量 u ,
E和下两个域共30 个分量

,
约束方程 (2

.

1) ~ (2
.

的共36 个
.

取 L a g r a n ge 待

定乘子
:
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:

定义在犷内的对称二阶张量场
,

:

定义在犷内的矢量场
;

n
,

乙
:

分别定义在A
。 ,

A
‘

上的矢量场
,

入
,

卜
:

定义在月
。

上的矢量场
.

共s6 个分量来解除全部约束
,

并构造得

泛能盆待定泛函
:

刀 二习{J
;

一 , d 犷一

I
; 。

·

fp
。
、: 一

I

+

I
;

【含
‘, ·+ ·, + , ⋯ , 卜。

}

。
·

于
二d , 一

T
。

·

,
.

Nd ,

A
, J A

。

: o d犷 +

{
;

(T
·

, + p 。‘)
·

; d犷

+

{
刁

。

‘。一 ,
·

”d “+

{
,

.

‘,

一
N )

·

: d “

}
+

J
,

。

‘
·

〔【· , 一‘舀一舀, 〕““+ {
, 。
林

·

〔‘’
· , 一 (奋

·

自+ ;
·

肉)〕d “

兰寿
, + 寿 (2

.

19 )

. *

其中刀
, ,

万
”

分别叫作泛势能待定泛函和泛余能待定泛函
:

方
, 一乙 {J

; 〔E : ‘一 ,
·

(‘, , “厂一

J
; 二 ‘p

o
d 犷一

丁
, , 。

·

十
·d“

+

{
;

[告
(, ·+ ·, + , 。一 , , 一“l

: ·“厂 +

{
,

。

(卜
· ,

·

”““

}
+
{ : ; 。, 一 (公一舀)〕

·

、、,

J A 。
(2

.

2 0 a )

寿一二仃
。‘

:
E 一“ , (E )〕d 厂 +

{
;

音
(, 。二 , ) : , d

卜L
.

“⋯ N d“

+
{〔

T
·

, + 。。
f :

·

:、: +
( (卞

二一 T
.

N )
.

; J , )
J v J A

,

」

可
;

·

: : : 二卜 (奋
.

肉+ 导
.

甸〕dA
J 月。

(2
.

2 0b )

4
.

泛能量变分原理

下面就来确定上述待定乘子
.

对(2
.

2 oa) 作变分

d刀乡二 一 「f 「 尸 d 刃
。

〔T )
少

.

吃 1 1 匕 ee
~

,

es
es一二二二

—~ tJ F L 以 皿 〕
:
“T d 厂 +

{
;

(T 一 。) : “Ed 厂

可「李(
, u + u , + v U

乙

·

。, 。一 E

」
:
““d 厂 +

{
; “。, : (F

·

。 )d厂
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一

}
; ““

·

, p
o
d厂一

{
, U

·

“, p
。“厂一

!
,

,

“。
·

‘二““一

{
, 。

·

乙,
N ““

一

}
A

。

“二”““ +

{
,

‘

(。一 ,
·

“”“A

}
+

{
月 。

〔【· , 一 (“一“, 〕
·

占‘〔‘“

+

{
, 。
‘

·

〔“【· , 一 (“‘一‘)〕、,

因为
一

{ (占
。, ) : (。

.

。)、: 一币
。。

.

(。
.

。 )
.

Nd , 一
‘

{
。。

.

[ (;
.

。)
.

, 〕、:

J V J 才 J y

故可将上式整理写成

占H p 二 又万{「。卫里二梦工1
: 占Td 。

’

{ (下一
。 ) : 。Ed :

—
t J y L “ . J J V

+

{
;

〔合(
, ·+ 。, + , u

·

“v , 一 E

〕
:‘, d犷 +

{
,

.

““
·

〔(F
·

“ )
·

N一’
·〕d“

+

}
,

.

‘。
·

〔‘F
·

“ , 一”, d A 一

}
; ‘“

·

〔(F
·

“ , + 。。‘, d犷

}
+

{
, 。
“‘

·

〔‘。 , 一‘舀一舀, , “A +

{
A 。

“
·

〔(户
·

‘,
·

肉一 、〕““

十

{
A 。
“乙

·

〔(户
·

去,
·

肉+ ‘, d “一乙
{

, 。
·

“, p
o
d厂一乙 )

,
‘

二“,
·““

+

{
, 。
‘

·

“【“】、,

令 占H
, + 占P + 占Q + 占R == 0

其中
。尸 一乙 {

_ _

。
·

占fp
。
d。

,
。。一 E

『

l
。

·

昨
二JA

,

。、-

J 犷 J A

入
·

占1u ld A
月可

l立即得出 E =
d万

。

(T )
d T

(。
·

。 )
·

, + 。
。
f一 。

}
,

一 : {
,

l 犷

;

(F
·

口 )
“一 ,

!

{
,

。一“

1,
。

(2
.

2 1a )
。= 喜(, 。+ 。, + v。

.

。, )}
; :

艺 ! 犷

”一 (「
·

“
·

N ,

}
1 1 1

入= (F
·

口 )
·

N
:

,
。

;

‘一舀一【
。,

}
, 。

二

一 (
瑞

卜

叫
A0

最后一项表明【T们 = O}, 0 ,

这解释了为什么增加 (2
.

7a) 的一项约束
.

归纳起来
,

便得到下述

定理
:

份

定理 1 (泛势能拟驻值原理) 无约束泛势能泛函 刀

价 d f
_

「r r r

“卜乙至J
; [“ : ‘一 ,

’

(‘)〕‘F 一j
; “

‘

’p
o
d 犷一J

滩
, “

‘

下N d 月
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+

{
,

[合‘
, 叶

U , + , ⋯, , 一 E

}
: T d 厂一

I
, .

(卜
·,

·

(「 ‘,
·

N““

}
+

I
刁。〔【“, 一 (‘一‘, 〕

·

(F
·

‘,
·

N““
(2

.

2 2 )

取拟驻值时

肠

6 刀二+ d尸+ 占O + 占R = O (2
.

2 3 )

其中

‘p 一 E )
, 。

·

‘, p od犷

‘Q一乙
I

,
,

。*

一 {
, 。

u
.

辞
H

dA (2
.

2 4 )

·

占[ u ld A
1N、,户

~
T

r
F

给出的是真实应力
、

应变和泣移
.

即满足

平衡条件
:

T
·

甘+ P o f== 0

连续性条件
:

。 ,

卜 N == 个
二

y

: = 冬(, 。 + 。, + v。
.

。, ) 1
。 .

。= 。}
乙 l矛

一

!月
。

位移跳变条件
:

u一 u = [ u ]

余能型
,

本构方程 (I )
:

(2
.

2 1b )

F = 兰翌旦立}
一 d T I乡

的解
.

对刀
“ :

(2
.

20 b) 式作变分得

价
一

到仗
‘一生籍旦〕

:

二、
十

仃
三十

扣⋯
,

》
“

Tdy
+
{
_

占u , : r(, 。)
.

下] ‘。 + f
_ _

。‘
.

rT
.

, + 、o
f]、: 一 {。

T : 、: , )、二

J r J r J y

口
.

占T
·

N d月
洲A

‘

!
‘�.‘.泛+

I
月。+ A

.

+
f
。‘

J A

七
·

(d T )
·

Nd A一

+ A
,

·

(十
, 一 T

·

N ) d A 一 ·

(占T )
·

Nd A

+

l
, “

·

‘, p ·“厂 +

I
,

,

“
·

”
·“A

}
+

{
A 。

p
·

‘【’· ,“A

+
! 。,

·

〔【T , , 一 (4. 肉+ 毛如。
一 { 。

.

泌
·

向+ 3导
.

闭dA
谈刁 p J 刁,



非线性弹性那论 的泛变分原理 2 1 1

因为一

{
,

“
: (; ; )扩一丁

;

(柳 )
:

以 ; , )
·

‘〕盯一

{
,

(, : 十 , ; 一 ; )
:

(3T 、
,

上述经整理便

成为

“寿一 乙 {工
;

「
T - d 刃

户

(E )
d E

: jE d 矛
·

、

{
,
占。 ,

:

〔(。u 一 ; ), )
、

T」d 厂

+

{
;

!
E 一 (, ; + , ;

·

u , ) +

合
(, 。

·

。, )
}

:
“T d 厂

+

{
, “:〔T

·

v + , 。
‘〕d厂 +

{
,

,

(; 一。)
·

“T
·

Nd A +

{
, (七一 ; )

·

d二 Nd A

+

{
, 。

‘“一”,
·

“,
·

N d A +

{
,

r

d‘
·

(, 一
:

·

N )d “

}
+ 艺 {

。

;
·

“‘,
。
d 厂

+ 兄{
,

,

‘
·

”
·d A +

{
, 。

;
·

“【,
· , d “

再 令 占刀一 乙 {
, :

·

“, ; ,
卜 乙I

,
.

;
·

“,
·d A 一

!
, 。
”

·

“【T· , d “一 。

得
d刃 p

(E )
d E

。 , 仁== u

y

T
·

甲+ p o
f = D

。 ; T
·

N = 卞
二

(2
.

2 5 a )

, 1
,

_
.

_
【

- 一 、

1
.

1 二 !
‘ = 不

~

火y U + U V 一 V U
.

U V ) l a 娜 ‘= U !
_ ; 卜 = u I

J

乙 I犷 I二 (入0

最后一个条件表明
:

[ u] 二 O
,

再次说明了为什么作假设 (2
.

7 b)
,

从而得到如下定理
:

定理 2 (泛余能拟驻值原理) 无约束泛余能泛函H 忿
:

寿卜 乙 {{
; 。T

:

卜二
·

(E )〕“厂 +

{
;

合
(, ⋯, , : T d厂一

{
,

。

。⋯ Nd “

+

{
, (,

·

, + 、。‘,
·

。d 厂 +

{
,

,

(,
二一 ,

·

N )
·

“d A

七U

+

zU 1

[ [ T 二 l一 ( T

1 忿

N + T

名
·

N ) ]d A

(2
。

2 6 )

6 H 忿一 6尸一占Q一己S = O (2
.

2 7 )

(2
.

2 8 )

给出的是真实应力
、

平衡条件
:

连续条件
: (2

.

2 5 b)

应力眺 变条件
;

。 。 d r I f
, 1

.

, 、 。 r
甲

, , 月

o 。 ~ 万J
, 。、 “ 一 “ )

’

。 t ”’a 月

应变和位移状态
,

即满足
1

·

, + p 。, 一 。

}
:

, ‘
·

N一 ,
·

!
戈

E 一

合
(, 。+ 。, + v 。

·

。, )

}
;

,

一。

!
,

.

宁
.

肉+ 妥
.

凡一 I, , Jl
, 。

,

(r。] 一 。)



应变能型
,

本构方程 (I )
:
丁

郑 泉 水

d 二
。

(E ) } }
d E I多 )

我们尚不难验证下述定理成立
:

朴 黄

定理 3 (拟互补定理) 11 户和 11
“

满足如下关系

井 朴

Il p + 汀
口

三乙 {
,

J J 二 0

u
.

T
.

Nd A (2
。

2 9 )

这只需考虑到
,

在真实情况下
,

(2
.

19 )示的刀只剩下

乃一到{
,

一 , 、一

了
; U

·

, P0d 厂一

{
, U

·

,、
一

{
A

。

。⋯Nd “

}
再利用G r e e n积分公式 (2

.

10) 就能看出成立
。

当有跳变时
,

由假设 (2
.

7 )
,

故 (2
.

2 9 )又可写成

系3
.

1 (有位移跳变 [ u ]笋 0
,

IT N ] == 0 )

方
。十办会 { ; 。j

.

宁
.

灿A = 一 f l。]
.

导
.

灿A

J A 。 一
J A 。

-

(2
.

3 0 a )

系3
.

2 (有应力跳变 [T , ]笋 0
,

[ u ] = 0 )

朴 朴

H 户 + 11
“

云{
, 。

应
·

【T N
, d“一

{
, 。

舀
·

: T · , d A
(2

.

3 0 b )

系3
.

3 (互补定理
,

无跳变
: [ u ] = 0

,

[ T , I= 0 )

寿
。 + 寿

。

主。 (2
.

3 o e )

到此
,

我们讨论的都是两个域的分区问题
.

但不难看出
,

讨论的思路及结果均易推广至

N 个分区问题
.

三
、

非线性弹性理论变分原理的统一理论

我们不难验证下述定理成立
:

定理 4 在一个 (或几个) 约束给定的情况下的变分泛函
,

等 价 于在 泛能量待定泛函

旅

II
朴 釜

(或刀 “和刀
口
) 中命相应于这个 (些) 约束的 L a g r a n g e 待 定乘子为零

,

而其它乘子仍按

(2
.

2 1a )
、

(2
.

2 5 a )给出

。一T

{
;

,

。一 F
·

T
·

N

{
;

。 ,
、

:一}
:

,

; 一!
艾

, ,
。一1

, 。

_ 斗
.

自_ 一 导
.

肉} }
’‘’

{
(3

。

1 )

所得的特殊泛函
.

其中入
,
卜仍是(2

.

7a)
、

(2
.

7 b) 意义下的乘子
.

该定理可作为各种完全的 (或不完全的) 等变分原理的基础
.

即可以直接利用定理 4 写

出各种变分泛函
.

例如

1
.

势能方面

系 4
.

1 : 本构方程 ( I ) 约束下所有的许可
u和E (或T) 中

,

实际的
“和 E (或T) 必使下
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述泛函取拟驻值
.

念 一

到丁
。 二

·

(。)、 一

{
; 。

·

‘岛二一

l
, 二个溯

+

儿
“

(卜
。,

·

‘「
·

丁 ,“,

+

{
。

「音
(, ·+ 。, + , 。

·

。, 卜 E

」
: T d 厂

}
+

)
, 。

!
【。卜 (‘一 舀)」

·

(F
·

T ,
·

N d “ (3
·

2 ,

劝卜 。尸 + 。Q + 。尸生。 (3
.

3 )

若在系卫中令乙尸= 己Q = d R 一 O,

目
.

无跳变
,

就又得

系 4
.

2 (胡海昌一鸳津久一朗广义 变分原理 )

本构方程 ( I) 约束下所有的许可
u和 E (或T) 中

,

实际的 u和 E (或T) 必 使 下述泛函取驻

值

”: 一 乙{{
, 二户(E )d 厂一

!
。二 , p

o
d 不一{

, 二’
八““

+

)
。

「合
(, 。+ U , + , U一 , 卜 E

」
: T d 犷 +

{
,

。

(卜
·)

·

(F
·

T ,
·

Nd “

{ (3
.

4 )

占

在系 2

寿 (3
.

5 、

的基础上再设变形为线性小变形
,

又得

系4
.

3 (R ei ss n e r
广义变分原理 )线性弹性理论中

,

真实状态必定使得下述泛函取驻值

乃: 一乙 {{
F

「
。t r E

Z +

普
(tr E )

’

]
d 厂一

!
, U

·

, , 。
d 厂一

{
, 二‘

·d “

+

丁
。

{凌
一

(, ·+ 。v )一 E

〕
: T d厂 +

{
,

。

(卜
。)

·

T
·

N d A

} (3
.

6、

其中粼
,

之均为拉梅系数
.

系4
.

4 (拟广义势能原理) 当无跳变时
,

本构 方 程约束下真实状态必定使下述泛函取

拟驻值

方卜 乙{{
; 二

,

(E )d 厂一

{
; U

·

, 。
。
d 犷一

{
, U

·

’
· d A +

!
,

。

(卜
U ,

·

F
·

下
·

“““

+

I
;

l含‘
, 。 + “, + , U一 , 卜 E

」
:
T“厂

{
。寿弋+ 。尸+ 。Q三。

(3
.

7 )

(3
.

8 )

余能方面

5 本构方程 ( I ) 约束下
,

真实 u 和E (或T) 必使下述泛函取拟驻值

一 E {I
, 二

·

(: )、: +

{
,

专
(, 。二 , ) : T d 厂一

{
,

户⋯ Nd A +

{
,

(二 , + 。。, , 二d犷

月弓Cl系朴17

+ {
J

(十一
T

·

N〕
·

。、, 冬+ (
月

心
·

[ [ T 二 ]一 (节
·

肉+ 子
·

自)〕己刁
夕人户 J J 力 0

(3
.

9 )
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。寿, 一。尸一。。一。s 主。 (3
.

ro)

系4
.

6 (拟广义余能原理) 当无跳变时
,

本构方程 ( I ) 约束下
,

真实
u 和 E (或T)

必使下述泛函取拟驻值

”: 一乙 {{
, 二

。

(‘)d厂 +

l
, 一

;
一

‘, U 二 , )
:
T d厂一

{
, “⋯ N““

+
’

【(
T

.

, + 。
。
f)

.

。‘: +
{

J

(卞
二 一 :

.

N)
.

。d ,

认y 认月
诊

(3
.

1 1 )

占刀仗一 j尸一占O = O (3
.

12 )

3
.

动力学问题
.

泛H a m il ton 原理

在动力学问题中
,

静力学平衡方程(2
.

1) 需用Bou 。犷n o q动量方程所代替

丫
·

甲+ p 。(f一 a )= 0 (在厂内) (3
.

13 )

其中 a = 口
d

Zu ~
L _
一 一 ~

、
。 上 二

一 , ,
_

一
. . .

一 。 ~
_

。
、

、一
.. _

d u 。 从 *
‘、 。 , 书

=
”

万了
~

足}Ju 还厦
.

1反仪烟木浏
一

刻 rl , 几阴仪移 u仪迷反
“ - 一万不尼浴几阴

,

即 女小“

“
. .

“·

}
、 一“U

!
, : 一 ”

;
““

}
, ,
一‘“

}
, ,

-

(3
.

1 4 )
利用这些条件

,

分部积分就可得到

、.‘,飞,

!dd
、1.声、、.产

.

U
.

U
PP

r一21一2了
J.、了.吸、

。
O
�

d
2谧t几

书‘渗
月

.

{:)
二‘·。

。

“
一{

{:{
“⋯

。。“‘

一{
(3

.

15a )
t,

tx

合起来也就是

乙

叮{
。二。

。
“‘

一
2“

{::(合
p 。
“

2

)
“‘

( 3
.

1sb )

易见等式右边括号中的项正是动能密度
,

系统动能为

, 一

刘
,

如
“
W ( 3

.

16 )

分析方牛
,

并以f一 a代替其中的f
,

立即得到下述定理
:

定理 5 (泛H a m i; ton 原理 I ) 真实状态必定使得下述无约束泛函取拟驻值
.

摧今觑
一丁’dt

( 3
.

17 )

‘夯七+

{::
‘“p + 占Q + ““)“‘一 。

( 3
.

18 )

其巾扭
,

.

朋
,

阳和研仍由 (2
.

2 2 )和 ( 2
.

2a) 给出
.

同法
,

可通过刀毛得
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定理 6 (泛H a m ilt on 原理 兀) 真实状态必定使得下述无约束泛函取拟驻值
.

众鄂::
(怠 十丁, dt

(3
.

19 )

占H 叹一 (占P + 乙Q + 占S )d t= 0 (3
.

2 0 )
2,

.

‘矛止杏产
leeJ

通过下述定理
,

我们将看到定理 6 与定理 5 是等价的
。

关 苦

定理 7 万毛和H 笔满足关系

众
十
怠二 , f叮

。
.

T
.

Nd Ad ,

一 j t , J 月。
(3

.

2 1、

定理 8
,

9 (H a mi
’ton 原理 m

,

IV ) 满足本构方程
、

动量方程
、

连续 条 件
、

力边界条件

和跳变条件的真实状态必定使得下列泛函取拟驻值
:

‘, , H卜 乙 {{:
“‘

{丁
; 万

’

‘E ,“犷一

{
; 二 ‘。

。
“

卜{
,

,

二’
·“A 一T

} (3
.

22 )

“H 刃+

{::
(“p + 占Q + “R , “‘一 ”

(3
.

2 3 )

(* ) 二 一

可
’

州
。
万

·

(‘)邵 +

{脚
, 。一 , , : ‘邵 一

儿
。

。⋯“d “一 ,
(3

.

2 4 )

“H 丫一

{:{
(。p + 占Q + “s ,“‘一”

(3
.

2 5 )

定理 1。 万 : 十万 : 一 二 {::
d ‘

{{
A 。 U

⋯ N““+ 2了

} (3
.

2 6 )

4
.

混合边界问题

为简化讨论起见
,

本文只考虑单个区域的静力学问题
,

且只考虑势能变分
.

设混合边界

为月
。 ,

我们先把它看成力边界的一部分
,

故得

血 一 {了 (。)d : 一 {
。

.

fp洞卜 {
, . ,

。
·

认dA
J V J V J 八 宁 八m

(3
.

2 7 )

价弋+ 护 +
(

.

。
.

脸祠A 一 。

J A + 月
。

本文想解释
,

我们是如何利用拟变分原理来直接得出含有混 合边界的拟变分原理的
.

为此假

设

于
二二 K

·

u + a (在且。上) (3
.

2 5 )

其中K = K
,

为常对称张量场
, a为常矢量场

.

这是极一般的弹性支承情况
.

注意到下式成立

r
。
‘

. J

「
. , 。 , J

l
。

「 。
_ _ , 月

I U
一

0 1 刃以月 = 1 U
.

氏
·

O U以岌 =
一万 0 飞

J

U
·

卜
.

u a 六
J刀 , J月 。 艺 J 滩。

定理 11 (混合边界势能拟变分原理)

寿弋一 { 二
,

(。)J : 一 {
。

.

f。
。
、。 一仁

。
.

卞
二、, 一

三
一

仁
。

·

(K
·

。+ Z a )d , (3
.

2。)

J V 夕v J
_

八
r ‘ J ~ .
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功弋+ 护+ 砌勃 (3
.

3 0 )

从构造刀弋的过程易见
,

我们实际上是将贮于弹性支承的能 量 考虑到系统中来
,

从而定理11

是一个扩大系统的势能原理
.
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、

戴夭民
、
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