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摘 要

双周期系数方程虽在数理方法中具有重要意义
,

但l浴m 卜l
一

fe lm hol tz 方程的解至今仍未求出
,

因为A rs c ot t和M 6 g h c h的双重级数展开法
,

M al 盯kar 的非线性积分方程都无法进一步处理

本文的主要结果是由原方程导出一 组线性微积分方程
,

利 用积分变换
,

直接求得四类椭球波动

函数
,

吕
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(
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(
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,

它的特例就是熟知的L a m 。函数 E 。 ‘
(

sn a )
,

E
: .

(
s n a )

.

推广 Ri e m an n 尸函数思想
,

引进D 函数来表示其变换规律
‘

_ 己1
.

全
.

、 J . 「刁

如所周知
,

Pi ca : d于 1 8 8 0年证明双周期系数方程存在鹰周期解
,

但是
,

这 类方程至今尚

未建立完善的解析理论
.

其中最简单的情况
,

即L a m 。方程
,

研究相当详尽
,

并 且 得广泛的

应用
.

然而较复杂的 L a m 。一H e lm hol t Z 方程至今并未得到相应的解析解
〔’一 3 ’.

显然
,

从数学

物理观点考虑
,

L a m ‘H e

lm h ot :
方程描述椭球坐标系中振动过程△功+ o) 功= 0 , L a m ‘方程则

限于表述椭球坐标系中静态分布八诱= O,

后者只是前者的特例而已
.

从解析理论的观点来考察
,

二阶单周期系数方程 (H ill 方程)

几夕户 十 气。
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的 自然推广是双周期系数方程
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式中Ja c o b函数
s nt 具有实周期 ZK 和虚周期2l’K

尹 .

在非正则极点 t一 iK
/ ,

函数
snt

,

cn t ,

d n! 全

为 co
.

当 a ,

~ o (n》 2 )时得 L a m 。方程
.

当a 。
二 o (n

) 3 )时得L a m 卜H e lm h o lt z
方程

.

当a 。
今 0

(n 二 o , l , 2 , 3 ,

⋯ ) 时
,

则称一般双周期系数 (二阶) 方程
,

它在物理问题中也有应用
.

以下将清楚
,

我们的方法也适用于一般情况
.

对于L a m ‘H e lm ho lt z
方程

,

由于缺乏可供运算的级数解
,

这类方程在数 学 物理中的应

用不能不受到很大的限制
.

解析解无法求得的根源是由于以往讨论中所采用方法的局限性
.

例如
,

根据M6 g licli
‘ ’

的方法
,

将解展开为球谐和函数

弄6 7
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或者按照A rs o ot t「“ ’的讨论
,

将解表为两个椭球函数的无穷乘积

乙 乙 五掌
。
E 笙

,
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:

E 全
,
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r 一 0 8 一 0

这些双重级数形式解将导至三项递推关系式
,

而其中作为待定的系数是矩阵元
.

因此应用连

分法就难以作进一步处理
,

显示解无法写出
.

另一方面
,

对于L a m 亡方程可以导出W h itta ke r积分方程
‘2 ’,

而对于 I
一

,

a m ‘一H elm h o lt z
方

程
,

不能导出W h itta ke r
类型的积分方程

,

只能得到M a lu rk a r ‘。’
非线性积分方程

.

M a lu rk a r

方程的求解更有原则性困难
.

应该指出
,

最根本的问题是L a m 6方程和L a m 卜H el m hol tz 方程的奇点性质截然不同
.

L a m 已方程只具有四个正则极点
,

而 L o m ‘一H el m hol tz 方 程是五个正则极点的合流形式
,

它

除了三个正则极点外
,

还有一个非正则极点
,

要求出非正则积分需要克服原则性的困难
.

本文的目的是求出L a m e一H e lm h ol tz 方程的解析解
,

简称椭球波动函数
.

为此
,

方法的主要特点是不从形式解 (包括各种双重级数展开 ) 出发
,

而是从原方程导

出一 组等价的线性微积分方程
.

这类方程的明显优点
,

如和W lii tt tak
e r积分方程或M al ur kar

非线性积分方程相比较
,

是求解比较方便
.

利用积分变换可以统一讨论正则积分和非正则积

分
,

并求出显示的解析解
.

非正则积分的实质性困难
,

只有引用树图法才能克服
.

根据求得

的两个线性独立解
,

可以构成G re o n 函数
,

从而解决第一类和第二类边值问题
.

二
、

方 程 的 标 准 形 式

先讨论方程的标准形式
.

为了便于研究解 (即方程) 的变换性 质
,

我 们 推 广 Ri
em an n

尸记号的思想
.

R ie m a n n 用尸记号 (或称尸函数) 表示方程的参数集及其 变 换 规 律性
,

这里

对于L a m ‘H elm ho lt z
方程将引进相应的D 记号

.

L a m 卜H e lm ha lt z
方程的通常形式为
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.

对于特征值问题
,

有时采用以下

形式较便
:
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当A : 二0得 L a m ‘方程
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如果已知A
,
= n( ”+ 1 )k中

n
不是正整数

,

这时解就较复杂称为广义L a m 。函数(E r
de ly i)

.

L a m 卜H el m ho lt z
方程在应用上存在两类问题

:

1
.

当参数q为已知时
,

而 a ,
b为待求时

,

则构成双参数本征值
a (q

,
寿
么

)
,

b (q
,

壳“) 问

题
。
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当参数A
。,

A
: ,

刃: 全是给定的
,

且其值不加限制
,

如A
,
= n( n + 1 )寿中

。
不限于正整

数
.

本文的目的是求方程的线性独立解系
,

然后由定解条件讨论上述两类问题
。

为求方程的标准形式
,
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代数形式

.
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.

也就是

说
,

这类函数的变换规律尸记号不能反映
.

以下讨论如何推广
。
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,
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“一 ““

( s花(S--
,

= 北 =
‘
) (2

.

6 )

方程 (2
.

4) 化为以下形式

L (沙)卯(乙) = 乙
。尸
‘M

,

(沙)甲 (2
。

7 )

其中

L (汐、一 (沙一口
,

)(沙一口
:

)
。 . 0

1
口

t 二二 U .
万

, 二二

—2

M
,

(:, )= a
,

(沙一夕
, , ,

)(沙一 衬
, , :

) (,
‘

“ 1 , 2 ,
3 )



董 明 德

.
, 、

/
。 ,

.

H 、
. , _ _ .

/
川

, L“ ) = ( l十 “找
“ “

十I干人), 仇“ ’十 “ ,

玩 咭
’
= 士 ’丫

H
1 + h

一一一衬
儿Q自

一一下

11�
.

九

一一一
M

.

( 沙、二 一华(
h 、

汉一卫 、I
。 .

n + 1、

八
“ 十飞

- 一

), 外

n + l

2

M
,

(沙)一 ,

宁
一。

我们称方程 ( 2
.

7 ) 为标准形式
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约定 : M
3

为常数时
,

仅记上系数a : .

现引进 D 记号
,

将所

有方程系数纳入统
一表示如下

:
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花括号内分四 象限
,

第二象限记上自变量
: ,

第一象限记上算子以们 的零 点刀川
,
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、

四
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、
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刀
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以下将求出级数解
,

即 D
。
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刀
,

外 的具体形式
,

这时
,

参

数集在级数解中的填写规律具有确定性
.

由于级数解具有收敛性
,

则得D 函数的表述
.

三
、

求 解 新 方 法

微积分方程

已知方程L甲二 O的线性独立解为衅 (勃 (二一 1 , 2 )
.

显见
,

标准方程 (2
.

7) 的线性独立解沪
。

(约满足下列变系数微积分方程 (a 二 1
,

2

: 。

(。卜I:H(
“一 ,’, ,’) ,

·

(“
,

, d’, 一 , “(亡,
弋3

.

1 )

其中核算子

11 忙一互
‘ ,

C
‘

)一
G “一“ )乙

。 ,
‘

’

八丁
, (夕 、
气d夕 产

‘ (乙一尽)是相应于算子

在非零解
.

二 了 “ 、
,

,

_
,

‘

卜 , 、 _
_

. .
、

_
,

一
, , 、 . -

一
‘ ,

一

伙
一

砚 夕四
气lr e C“幽数

·

田寸非开武坝 卿 ; “ ) 1旦小力等
,

上述万程仔

线性独立解

利用积分变换
,

原函数切 ,

(亡)的映象币式川为

币
·

( , ) 一

丁J
、·

( : ,一
”“““

( 3
.

2 )



关于L
a m 卜I

一

le
lm ho ltz 方程的新解法和椭球波动函数

根据积分变换的基本定理
,
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重新整理幂次
,

得到基本解如下
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是两个线性独立解
.

又根据D
。

函数的显式
,

容易证明级数解的收敛性
.

结论
:

上述变系数线性微积分方程组 (3
.

1) 的优点是比 W hi tta ker 方程和 M al ur k ar 方

程简单
,

容易求出级数解
.

四
、

四 类 椭 球 波 动 函 数

1
,

第一类椭球波动函数

根据
_

匕节的 D 记号及其相应的级数表式
,
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注意
,

对于椭球函数
,

当n
是正整数时

,

可 以适当选择万
,

所得的解 不 是无穷级数
,

而

是多项式
。

对于椭球波动函数
,

不论
n ,

汀取什么值
,

解总是无穷级数
.

2
.

第二类椭球波动函数

为求第二类椭球波动函数
c n a
叔

s矿a)
,

令

诚
: ) ~ 斌 1‘苦诚
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代入原方程
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按照上节的一般公式
,

得到第二类椭球波动函数
:
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第三类椭球波动函数

为求第三类椭球波动函数 d n a 劝(sn a)
,

令
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.

7 )

则得
,

少叻
.

1
, _ 。 _ , _

.

, 、
.

, ,

d 功
LS “

一 气J 一 月 )S
一

+ 儿名」
.

下方
一

十二
~

lb 名
“

一 Z t 艺+ 儿 ) S + 九S 卜一
.

犷 -

a 占 一 Z
-

一 a 占

一

履
: (一 ‘, (· + 2 , · + (‘+ “ , + J·

‘

〕‘一 ”
(4

.

8 )

化为标准形式

拭吞)功一 艺
。 ’“

M
,

(J)功 (4
.

9 )

五(们一 ‘
(
”一

切
,

“
,

(”卜呈有
入

!。南
。十

M
:

(”)
一灸妙

一
芍

一

‘)(
。十

岁)
,

Ms (‘卜
一

子

了+ H
4 (1 + h )」

因此有 D 函数表示
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由一般公式
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得第三类椭球波动函数

8
。 :

( a ) = d n a ( 1 + e , s o Z a + e : s n ‘a + ⋯ +

吕
, :

( a ) = d n a s : la ( 1 + f
, s n , a 十 /

: s n 4 a 十

“劝
, , a +.

二
)

⋯ 斗 f
. s n Z , a +



l宁6 董 明 德

召 i

1

2

H + 1

4 h

一

{(架
l +

栋
人

一

+

劫
· 1 十

竺概
丝
鱼}

{(七
, +

备牛
丙+

矗)
· :

+

命
(· + 4 )(一

3 )· : +

子}

3�2
2.

亡 2
=

卫代一一�e二

e 仇

1

扭
.

丝 i ,
一

I

H 干 , 了 明一 1 、2 1 + h
.

2沉一 l \
一甲万 一 十 !

—
一一 口

,

一丁- 一十 ~ 一面

一
月e . _ .

4 12 、 乙 / 月 佗 /

2

、

{
、 (一

2川 + 3 ) ( 2川 +
一

2 )

一子一}
f

, ‘
3

2

打 + l

4 h

,
2
一

汽一{(架
*

号旱
*

枷
!
十

知
一 2 , (

·十 3 ,

}
‘

· - - -

f
。

fl H 十 1 2 6 1 + h
.

6 、
, ,

1
, 、 1 .

_ 、 , .

了1

林几不
一

十了 , 不
一

十
创

了’十爪两
-

、”一 4 ’、”十 ”)j , 十讨7一2
子

f
。 二

1

2明 + 1

2

r了H + 1 I Zm 一 1 铲 1 + h Z阴一 1 \
,

气压一一戈万- 一 十 性一 - 二尸— I 一布
一
一 十

—
. , 仇一 ,

t 、 4 月 、 名 I 邝 乞 /
-

1
, _

.

_ 、 , _ 、 ,
.

J
,

1
十丽 L”一 “州 + “) 、“m 一 工+ ”) J , 一 , + 万J“

一 ‘

了

4
.

第四 类椭球波动函数

当求第四类椭球波动函数 sn a c n a d n a x (sn
Z

a) 时
,

须令

帆
; ) 二斌下月 ) (宫二五) x ( ; )

方程具有形式
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从而得到第四类椭球波动函数
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五
、

讨 论

(1) 为了推广 R 补m an n 尸函数的思想
,

本文引进 D 函数表示
,

其优点是宜于表述四类椭

球波动函数
,

便于研究函数的变换性质
.

(2 ) 求得四类椭球波动函数 昌
。‘

(s : 、a ) 8
。‘

(s : ,a )(f= l , 2 , 3 ,
4 )

,

包括四类 椭 球 (L
a m 亡)函

数E
。

(s。
习E

. ‘

(sn a) 作为特例
.

(3 ) 本法可以直接推广到高阶一般双周期系数方程
,

其系数是
s n a , 。n a ,

dn
a 的展开式或

多项式
。

(4 ) 利用树图法可以求出非正则积分的级数形式
.

再者
,

根据得出的级数解
,

可以直接

讨沦函数的解析性质
,

包括 Pi ca rd 鹰周期乘子 a
,

a’的表式
.

这些问题过去难 以 处 理
,

我们

将另行讨论
。
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