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摘 要

本文是欧阳曾所作文
“
关于任意边界缺 口或裂纹群问题的一类解法 (1 ) 解析方法

” ’主, 的继

续
.

这里我们利用该文提出的理论和公式对缺口群问题进行了实际计算
.

在计算中对该文 陈 述 的

参数平面上边界条件计算方法作了改动
.

数值计算实例表明
:
在所研究的特征参数

,

例如本文中的

L
,

的适当范围内
,

所叙述的方法是行之有效的
.

一
、

参数平面上边界条件的处理

下面我们仅罗列文〔1] 中所提出的公式而不加以说明
.

只对改动部份详加说明
.

由文〔1」可

知
:

图 1 所示问题的解可用区域 D 百中的两个解析函数 抓习
,

试的来表示
:

a , + a ,
= 2 〔诃 (z) + 诃 (的 ]

a ,
一 Cr 二

+ 2‘: 二 ,
= 2 【百甲

刃

(: )十好(:
)]

2 拜(。 + ‘v ) = K 甲(: )一 二 沪,

(二)一沪(
二)

其中 a 二 ,
。,

.

介 ,
为 应力

, 。 , 。
为位移

、

尽, E /( 1 + ,
)

, 护
为泊松比

; E 为弹性模量
.

K = 才“一 4 ” (平面应变)

一一一一一一一一一一一�

t ( 3一 v ) / ( 1一
v )

把边 界力表示成

(平面应力)

式 中
名
是弧长

.

利用解析开拓
:

, (
: )一〔, (二 ) +

、
) +
西川::::

甲(的“一 z 沪尸

( z )一功( z ) : 〔D 吉

可将叭的开拓为 D = D ; + v + D 吉中的解析函数
,

而在边界上的应力边界条件 就 化 为 仅 用

中 L二 )来表示
:

N , 一 iT , 二中
,

( : ) + 甲万
向一 e 二p 〔2 活J〕〔( ; 一

:
) 华

“

(
: )一甲

/

( :

卜劳
‘

(i) ] 二 任心

进一步设‘
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州幻 一

今
+

石伽
(勘

切。

(: 。 )二 匕 厂
。 , 。二刃

‘” ‘ ”

/
凡

, 。
= F 补 + i凡{飞

凡:飞

展开
,

F黔 均为实数
,

且 材 (“ )在各缺口 C ; 十 c 吉 (j~ 1 , 2 ,

⋯
,

N )周围可进行局部 L “” re n t

表达式为
:

甲 ,

(之) = 乙 (F
。 , J z 下

‘” + ‘’+ M
, , , z 乍

鑫
(一 1 ) ,

一; 奋

一 (
”

衷
”
)
F

, , · +

令“ :8乙,-0
M

。 , , =

” == 0

n 今 0
夕了. = 之J一 之殆 {

、、
,

J.‘八U

f
、.t

一一刁

利用共 形 映 照
: , = 。(。= 一

导丫* 芳一

去、
,

可把 c : + c : 的外 邓区域映照到参数平面单
‘ 、

n 夕与 /

位圆周 l引 = 1 的外部区域
.

这时 诃 (习 可在参数平面 }引一 { 附近展开为
:

中 (雪)= 切‘

(: )= 二 (a 。
, , + i刀。

, , )C
沉

甄
, ,

·

凡
, ,

均为实数
.

这时缺 口 C丁的应力边界条件在参数平面上就变为
:

(R , + R ; , 口,

)(中 (口) + 币丈石))一 ‘(R , + R 下
‘

) (a 一。
“

)巾
‘

(仃 ) !
一 (R 下

‘
+ R , 。‘

)(少(。 )+ 勇(。)) }= F , (a )
。

二 = e “
, 二

‘夕( 2二 , (1
·

2 )

尸, (a )= (尸, + 尸;
‘a Z

)(刃 , 一 i:
、, ) }

其中 N , ,

T ,
为作用在第 j个缺口边界上的外法向应力与切向应力

.

将中(幻表达式代入 (1
.

2 )
,

得 :

(R , + R 下
‘。 2

) 乙 [ (a .
, , + i刀

. , , )。“ + (a 。
, , 一 i口

。 , , )a
一协〕

一 (R , + R ;
’

)(a 一 a s

) 乙 m (a 。
, , + i刀。

, , )a 仍
一 ’

+ 2 (R 丁
‘
+ R , a Z

) 乙
a , . , a ‘ = F ,

(a )
, 口= 。‘口, 二( 0( 2二 (1

.

3 )

为了确定系数 a fft . , ,

口.
, , ,

我们必须把 F , (a )也展为 Fou
r ie r 级数

,

这也就是说必须给

定 尸
, (口)在单位圆周 }引二 1 上半部的值

.

这个值表面上看似乎可任意给定而不影响(1
.

3 )的

成立
,

但事实上由于小(约是由下半单位圆外部 l引 > 1 开拓到上半单位 圆外部
,

对于 真实物

理解
,

中(约 由下半单位圆边 界条件确定
,

当少 (约 从下半圆外部开拓到上半部 时
.

上半圆的



关子任意边界缺 口或裂纹群问题的一类解法— (I )缺口群的计算 15 5

边界条件必然与下半 圆边界条件有某种内在联系
.

下面来考察这种联系
.

为此把 (1
.

5) 中等

号左边的 a 值用上半单位圆的值代入
,

看看等于什么 ?

令 a = 砂 e ,

0( 口《心 a :
= 厅= e 一‘口

又设
:

万 (a )= (R , + R 下’a
Z

) 乙 [ (a . , , + i刀
。 , , )a , + (a . , , 一 ‘刀.

, , )。
一 邢 1

一 (R
, + R : ’) (a 一 a s

) 乙 m (a . , , + ‘刀
。 . , )a 仍 一’

+ 2(R 丁
’ + R , 。,

) E
a 。

, J。”

~ (R , + R 丁
’二{ 乙 [ a 。

, 夕(a 丁+ a 丁
”‘

)一 f刀。
.

, (a甲一 a 了仇 )]

一 (R , + R 下
’

) (a 一a 灵) 乙
,

i斌反玩
, , 一 i刀

。、孙r汀

+ 2 (R , a 圣+ R ;
’

) 乙 a o . , a r (1
.

4 )

利用(1
.

3 )消去 (了
.

4 )中带有 a 。
, , 系数的项

:

汀 (o )~ 了而户一厄西七尺J+ R ; ’。扣乙 刀斌
, (a , 一 a ; , )

一 (R , + R 万
’

)(a
,
一 a l) E 。刀。

, , 。 ,
一’

二 F , (a 、+ 21礴(R , + R 下
‘a Z

) 乙 刀
。 , , (a , 一。

一
, )

一 (R , + R 下‘)(a 一 a s

) 乙 , 刀
。 , , a “ 一 ’} (1

.

5 )

设厂万
,

厂布分别代表下
、

上半单位圆周
,

综合 (1
.

3 )
,

(1
.

5) 我们有
:

厂
, (a ) + 2‘

(
(* , + * ;

立a Z

)
艺刀

。 , , (a 。

一
)

一 (R , + R ;
二

, ‘

一
,

鬓
二刀

。 , , a 。 一

)
J ‘r ,

F , (a ) 口 〔厂下

(1
.

6 )

‘..1.卫.2、、...ee‘

一一
、.
J

bH

这时再设
:

F 育(J ) ==
户

, (。)

F , (。)

a 〔厂布

a 〔厂丁

并将其展为 F。盯ier 级数 (这里我们假设载荷函数 F ,
具有一定的解析性质)

F节(a )= 乙 (, . , J + ‘d . , , )“ ,
(1

.

7 )

入
, , ,

人
, , 均为实数

.

将(1
.

7) 代入 (1
.

6 )
,

并通过移项将具有实系数的部份与具有虚系数的

部份分别放在等号的两边
,

这样我们得到如下关系
:
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厂厂C6二
,

}
乙九

, J

俨 = 弓
一 !

i艺 B o J ’

J
十

(T

其中
:

i乙凡
。 ,

且。
, , 二 R , 赶(1一 m )a 二 , , + a 一 。 , , + 州a 。

一 : , , 〕+ R 下
1

〔(2 一从)a , , ,

+ (m 一 l )a 。
一 : , , + a 一。 * 2 , , ]一 , 。

, 了

刀娜 . , 二R , [ (。一 2 )刀。
一 : , , + (1一 峨)刀

,。 , , 一刀
一 , , , 〕

我们再对(1一 )

藻魏弓镖二氰
”

丢粼赢
:

,

“
, ,

一母三
一

2 。

认几一
(切一。

,

士 , ,

}
士2 ,

⋯ )

这是由边界应力条件得出的一个简练关系
.

二
、

问题的基本代数方程组

在实际计算中
,

将 , 。

(介 )截为有限项
:

2万 一 I

甲‘

(“。)= 乙 F
。 , , : ; ‘· ‘ , ,

这时
,

在第 j个缺 口 附近
,

材 (习为
:

2万
一 l

切‘

(二 )“ 名 (F
” ,

声 ;
‘” 十 ‘’ + M

。 , , 二盗)
n 一 D

利用文〔1j 中的(2
.

1 1) 以及
:

·了
‘” ‘” 一

(令
R , “

)一卖(
”

士
“
)(

R 。)一

代入 (2
,

1 )
,

我们有如下关系
:

衬 臼 l

一
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- (: 。

一只(
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”

(
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:
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·
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(
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刀一幼 )
R ,

: , + l)
M

Z , + , 一J

当
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刀2十 n 十 1
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三
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再将 (1
.

10) 改写为
:

对一 拼
·

!

A脚
十 ,
二 芝

’

. - 一 (刀 + 协 )

(
一

号)获专
了B

Z ·

一
‘阴
一M

,

一M + ’, ”
‘

,

M一 1)

盯 一 价 一 1

A
Z。“ 乙 了一鱼、

一 __

上
_ _ _

月
_ _

、 汀 / Z n + 1 一 2 ’‘, + 2 ” + ‘’J (水 = 一 M
,

一M + 1
,

⋯
,

M一 l) {
(么 3 )

综合 (1
.

1 )
,

(1
.

9 )
,

(2
.

2 )
,

(2
.

5 )
,

我们以 F
, , , ,

M 们 , ,

口优 一 J, 刀
。 , ,
为未知数

,

计有N个缺

口
,

共得以 16 x M x N个未知数的 16 x M x N 个方程
,

故方程组可解
.

三
、

缺 口 群 的 计 算

运用上节的基本代数方程组
,

对两个具体例子做了数值计算
,

结果分别以 图 表 示 出 如

下
:

首先
,

我们计算了二个相同半圆缺 口 的无限远拉伸情况 (图3)
.

计算结果如表1所示
,

其中L 二 R / d

表 1 缺口底部A 点处的应力u
,

一⋯孺烹
,

⋯孺⋯
一

黑{日蔫
0

.

0 7 5

2
.

9 9 9 6

{应
一

{一⋯丛卫上}
】3

·

0 2 6 7 { 3
·

06 10 } 3
·

06 5 1 !

由上述结果看出
,

多个边 界缺 口的存在削弱了应力集中
.

又当L 《 ]时
,

应力集中向单边

二
_

.

一 /

图 3 二个相同的半圆缺口 图 4 一个半圆缺口上作用有分布力

缺 口时情况趋近
.

这与 0
.

L
.

B o w ief
“’
得到的单边半圆缺 口结果完全吻合

.

其次
,

对于二个相同半圆缺口 其中一个作用有正压力 p
。 ,

另一为自由的
’

清况 也 作 了 计

算
,

结果示如表 2
.

五一刀/ d
.

表 2 缺口底部月点处的应力a *

000
.

3 555 0
.

333

000
.

5 7 1 888 0
.

4 63 888
卜兰

一

二巡 尽
一

{巡
一

卜: 州
一

三
一

汀
一

⋯
!_ 烈介

. _ ~

公二罗
3

_
}
_

州旦价
. 」

廿
_

J

燮 {止止了纽
~

三竖竺兰

酬
一

立
_

_

{
_

0
:

_

〔
_

认
6 5 4 {0

.

2 4 0 5 } 0
.

0了4 5
⋯
0

.

0

000
.

0里里 0
.

0 0 555

000 0 0 0了了 0
.

D0 0 000

由计算结果看出
,

当二个缺 口邻近时
,

一个缺口上受分布力将在另一缺口上引起同量级

的应力。二 ,

而当二个缺 口离散开来时
, 一个缺 口上受分布力几乎不影响到另一缺口

.

在上述计算过程中
,

我们把基本代数方程组最后归化成只含系数 F
。 , , 的方程组

.

当M 二

10 时
,

F
, , , 的最后一项的数量级为 10

一
‘

~ 1 0
一” ,

计算结果已达到足够的精度
.

这样就说明这

里所提供的方法是行之有效的
.
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