
应角数学和力学
,

第 5卷第 3期 (l 蛇 工年 5 月)
APp lie d M

a th e m a tic s a n d M
e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编
四川科学技术出版社出版

万因斯坦一钱伟长法的应用
—

简支与

固支混合边界矩形板基频上下限
’

陈 政 清

伽南大学
,

1 983年5月15 日收到)

摘 要

本文将边界条件放松法l1] ‘幻应用于简支与固支混合边界矩形板
,

求得此类板的基 频 下限值
.

文中还设计了一种能满足位移边界条件 的多项式作为振型试函数
,

从而用里兹法得到相应的上限

值
.

具体算例得到了满意的结果
.

最后本文指出
.

通常用力法迭加法得到的此类板的所谓精确解
.

若考虑实际计算的级数截断误差
,

本质上是一种下限解
.

一
、

放 松 边 界 下 限 法

图 1 表示一块各向同性均厚 (h) 匀质 (P) 矩形薄板
,

抗弯刚度为D
,

边界由固支 段C ; 与简

支段c
:

任意混合组成 (如果周边固定板的边界支承有某些缺

陷
,

就化归为图 1 的力学模型 )
.

此板的固有频率。 归结为如

下特征值问题的解
:
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图 1

为下列泛函的驻值问题
:

如果切能事先满足条件(1
.

2 )
,

则上述特征值问题可转化
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设能找到肠事先满足条件(1
.

1) (从而。一定是拼的显函数 )
,

(1
.

2 )和 (1
.

4 )
,

将它代入 (1
.

5)

式
,

由d刀肠 = 0可以导出

. 钱伟长推荐
.
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由 (1
.

6) 式可以确定基频拼
,

的近似值口
; .

它必是拼
;

的一个下限
,

这是因为汤只是放松了位移边

界条件 (1
.

3)
.

现在问题归结为构造系列 {汤山 }
,

使得相应的{拼叮’}是单调递增数列
,

能逐步逼近 拼: 。

从力学分析可知
,

如果汤
‘扔除满足条件(1

.

1 )
,

(1
.

2 )和 (1
.

4) 外
,

还能在原来的固支段上
,

产生一个反抗力矩 M
州一

刀

粤井)
,

它被事先指定为、具有待定系数的三角多项

式的和 (每段分别指定)
,

则由式 (1
.

6 ) 可以确定 川妒及相应的待定 系数
,

于是振型 汤‘N) 及

反抗力矩M笋
,
也得以完全确定

.

由变分原理
,

式 (1
.

6 )确定的M盖N) 的分布近似于原固支段真

实的弯矩分布
,

这相当于条件(1
.

3 )近似满足
.

于是随着N 的增加
,

条件(1
.

3 )被逐步逼近
,

自然相应的拼
(护也会逼近 拼, .

至此
,

问题全部得以解决
.

以 上构造{汤 ‘N) }的方法
,

与文献〔1〕引进权函数系列{尸耐 相比
,

数学本质相同
,

只是力

学背景较为直观
,

容易导致一个十分有用的结论 (见第三节 )
.

二
、

四边简支
,

每边中部固定的方板基频上下限

为简便计
,

我们选取这个具有对称性的例子 (见图 2 ) 来说明我们的方法
.

1
.

放松边界法求基频下限值

以下是本文第一节所述方法的具体化
。

构造汤
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令 汤‘万, = 切‘
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, + 叨 (货)

其中 切‘护相当于将板的所有固支段改为简支
,

矩 (见图 3 )
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后奴的振型函数
.

这里 际 是一组待定常数
,

而 功
, 用分段函数表示
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.
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现在令振型函数 。户 二 兄 、f。
,

容易看出
,

f . 要满足下列方程和边界条件
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经如此处理后
,

可以用 Lev y 解法求出 f. (过程较繁
,

见附录)
.

从而有
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产就可以排出程序上机计算

.

参考周边固定板的 川值 (= 3
.

64 6 )
,

我们以川 = 3
.

4 与 成 二3
.

6 作为初始近似值
,

用割

线法求关于川的超越方程 (2
.

2 2 )
产

的根
.

迭代过程中用高斯主元消去法求行列式的值
.

击. 分

为两部分计算
,

其中 A孺 收敛较慢 (o( k
一 6

))
,

所取项 数要多一些
.

又 k= 1 时 出现复变量

“丁二江
,

可利用尤拉公式化为实变量斌7 二了
.

采用双精度型数在 M 一 1 50 型机上计算
结果如表 1

,

表 1

刀刀刀 111 222 333 444 666 666 777 888 999

项项数kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk““ ;;; 〔4 1
.

2 1 ))) (4 1
.

2 1 ))) (4 1
.

2 1 ))) (4 1
.

2 1 ))) (4 1
.

2 1))) (4 1
,

2 1))) (4 1
.

2 1))) (101
.

5 1))) (10 1
,

5 1)))

33333
.

2 9 2 000 3
.

3 82 000 3
.

4 1 1333 3
.

4 2 5 777 3
.

4 3 4 333 3
.

4 40222 3
.

4 4 5222 3
.

4 4 6 777 3
.

4 4 8 999

注 “l
,

2 1) 表 示 A探算到k 二41 ;
买絮算到k = 21

.

若要进一步提高精度
,

我们必须取更高阶的行列式计算
,

这样计算每个元素 瓜
.
所取的

项数还要大大增加
,

否则将导致川 值严重偏移
,

如图 6 中虚线所示
.

这反映了高阶行列式的
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病态性质
.

因此使用本法N不宜太大
,

好在N = 4 , 5时已有相当好的近似
.

2
.

里兹法求基频上限值

因拟采用多项式的试函数
,

故先将问题无量纲化
。
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二 = 冬(((v
, , ) :、、、。一几{!

, “、*。。
乙 J J J J

(2
.

2 3 )

这里要求白事先满足位移边界条件式 (1
.
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.
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,
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,
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是图 5 所示板的可能挠度
.

此板中 1刻《 d
。

或 }引簇d
。

的区域被全部刚化

而它剩下的边界段是被简支的
。

其它情况下

(图 5 阴影区 )
,

于是 白= 白
: 十白

:

就刚好满足了全部位移边界条件
。

而且 白: 在 }刻 = }引 ~ d
。

的几条线上

保证了挠度
、

转角连续
,

从而白在整个板上连续
.

且有连续的一阶导数
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它代入式 (2
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2 3)
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能保证泛函有意义
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;
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白
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由占H = O得到线性方程组

K己二叉D 己

图 5 其中
,

K 是刚度矩阵
,

D 是质量矩阵
,

(2
.

2 4 )

己是待定常数构成的向量
.

它们的表达式如下

K 一

l
K 盆卫 K 犷万

K芸
二 K , 二]

-
(仃

、2* ,
v

Z , ‘

)二
、 ,

(JJ
v

Z* , v ’

‘,

)

(Jl
、

2

, 。、
’, ‘

)
N 、 二

(J{
、

2

,
。v “* ,

)
(2

.

2 5 )

、.

l
.

ee
....�

N万XX对N

D 一「嘛 几勺
-

L 。鉴
, 刀二二 “ }

({{
; , , 。

)
、

、
,

({{
* ,

‘,

)
, 、 ,

({!
,
·
‘J

)
二 、 * } ( 2

.

2 6 )

({{
,
·, ‘

)
二 、 ,

己= {A
, ,
A

Z ,

⋯
,
A , ,

B
; ,

B
Z ,

⋯
,

B N
尸

l) 积分元 d 分d 右省略未写
,
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式 (2
.

2 4) 是广义特征值问题
,

化为

陈 政 清

解法甚多
.

现只求基频
,

且矩阵阶数不高
,

我们将 (2
.

2 4 )

K 一r
一

专
·

“

再用幂法求解
.

主要计算量在形成 K
,

D 上
. 当 。 。

= 冬时
J

所得结果如表 2
.

表 2

近 似 级 数

M ~ N ~

元 80
.

3 0 1 7

户‘(“4澎不/二
,
) 3

.

6 3 1 8

⋯一一
一

,

立

一⋯
一一一生一

~

卜一一上一一一

{一 ) 一一

⋯
~

一一一
三

-

一一一

⋯
,

- 一

一
一~

兰一
一

一
⋯
一一一一

理二i竺i)兰一
-

卜
-

一竺里l

一卜
一一竺些竺一一一

】
3

·

62 2 3

}
3

·

5 9 5‘

1
”

·

5 8 0 4

又文献〔3 〕给出实验值 川= 3
.

5 5 6
.

将上述结果集中绘于图 6
.

可 以看到上下限值逐步靠近

平均值稳定在 3
.

50
,

而实验值较平均值偏高
.

5. . ‘6 (周边固文板 荃知 )

3
。

60

3
。

6 0

上限 值

3 .

5阳 (实脸值)

_

,

,

了/

尸
·

一
·

一
·

一
·

一一上下限平均值

, /
户

,

/
一, /

/ r
-

下限值

N《近似级孩)

2 3 4 5 6 7 尽 9 10 1 1 12 13

图 6

表示下限法用(41
.

21) 项计算A
‘。
时

,

内 ’
偏离正确值的情况

三
、

考虑截断误差后力法迭加法的解实质是一种下限解

现在我们来讨论求解矩形板常用的力法迭加法 “’:

对于简支与固支的矩形板
,

以四边简

支板为基本系
,

假定它的固支段上分布弯矩为具有待定系数的无穷级数
,

找出相应的试函数

(一般用 L ev y 法 )
,

然后按 固定段上转角为零条件确定这些系数
,

得到问题的 解
.

这种方

法是结构力学中力法的推广
.

它与本文第一节提出的放松边界下限法相比
,

有两点不同
.

首

先
,

它假定分布弯矩完全逼近真实弯矩
,

因而分布弯矩必然表为无穷级数
,

相应的解也是无

穷级数
,

这相当于将本文第一节中的 N 改为 + co ; 其次
,

它使用固支段转角为零的判 据 来

确定待定系数 (从这个意义上讲
,

它是一种精确解法)
,

而本文第一节是由式 (1
.

6) 来确定
。

一般情况下
,

力法迭加法得到的确定待定系数的线性方程组
,

是无穷维且相互揭合的
.

实际



万因斯坦
一

钱伟长法的应用
一

简支与固支混合边界矩形板基频上下限 4朽

求解时总是取级数的前 N 项
,

将相应的方程组化为有穷维后求解
。

经这样截断处 理 后
,

这

种方法实质上与第一节的方法完全相同
。

于是我们得到一个有实际应用价值的结论
:

考虑级

数截断误差后的力法迭加法的数值解实质上是一种下限解
.

由于 N 并不能取得 太 高
,

这个

结论是很值得注意的
。

作为例证
,

我们指出
,

文献〔3 ] 曾用力法迭加法 (由边界上作用单个集中弯矩的解出发

迭加) 求解图 2 (
a 。= a/ 3) 板的基频

,

导出的计算基频的最后方程 (〔3 〕中式 (3 3b ))
‘, 与我们

的公式 (?
.

2 2 )
声

完全一致 2)
,

具体数值结果也仅在第三位小数上有所区别 (N = 8时
,

〔3 〕算

得 拼I, 3
.

4 42 )
.

与〔3 〕比较
,

本文推导方法简捷一些
.

虽然本文第二节只就对称情况提出计算公式
,

但

所用的求上下限的两种方法原则上都适用于图 1 所示的固支与简支任意混合的情况
.
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附录 Le vy 法求 f。

, 一 刀 x ‘: , (x ) co s

乎
。

‘a)
儿. 1. 3, 卜

.

则 。二 士尽上的边界条件(2
.

‘

7)
,

(2
.

8) 已满足
.

再代入 (2
.

6) 得关于X
。

(暂略去上标 fn )的方程

二
一 2

(祭)
’

二 +

(祭
一

)
‘

二一

、
* 一 。

(b )

由(2
.

7)
,

(2
.

9) 导出相应的边界条件 师
,
已用式(2

.

1。)表示) 是

X , 1 二 0

(c)(d)二 . 土
可

:

二 B 二
.

劣 . 士口 l

人 跪兀
性二尸

—
= 口 为

。

“

解之得 材二 a

由对称性可知

再设X 。二 A e x p林
*

x)
.

代入(b) 有

此一 Za 七还王一 (拼
2 一 “ ; )二 0

营士产
.

于是若令 从二斌砚干万
,

孟二二材司二矿则 (b) 的解为

X
*二过e h久、x + B sh久* 劣 + C e h几二二 + D s h人石劣

B = D 二 0

由条件 (c ) 得
, e h

擎
+ e 。h

少
二。

Z Z

所以

于是可记

~
.

孟
‘a

‘二 一 A c n成一 / c n

Z

完二a

x (: ) 一刁 。 。

(
·h

争
·h‘* 二

一”

瞥
·h , :劣

) (f)

1) 〔3 1发表的(33b)式有错
,

系数18 应改为9
.

最后一项中沼下干石
~

应改为斌
,

面下歹
,

这一点
,

已用计

算机试算证明
.

从【3 〕计算结果看
,

实际计算公式还是正确的
.

幻 作适当初等变换
,

可以化为一致
.
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由(f) 式及条件 (d) 可得

, 。 * 以卜 , :
:

) ·li

等
·”

瞥
一‘二

注意 从一 祝
’二 2 #

.

便得

B 孟
;

J住.
“

翻

—
育- 一- 一一一- 蔺气尸一一-

一‘ t 几吞a
_
L 几 二a

艺料C ll

一
七u we es 二

一
2

·

2

代入 (f) 式后再代入(a) 式
,

得到

以 J

九 一

命 习 ”“‘

le h几‘劣 e h久二劣\
. t一

、

—
一一

两下厂了 !CO S口 告U

\e h些
.

丝
‘

e h 些生竺/
(g )

壳. 1 , 3 一, -

⋯
2 2

由式 (g )容易得到式(2
.

1幻
.

[ l 〕

[ 2 」

〔3 〕

[ 连〕
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