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摘 要

本文对材料的应力应变曲线用三段直线的析线拟合
,

按照弹塑性的简单加载理论
,

对以增 量 理论

得出的完整应力应变关系进行简化
.

导出按位移求解的有限元的增量方程 其中弹塑性 刚 度矩阵可以

从弹性刚度矩阵补充后得出
,

从而节省计算时间
.

根 据 vo
n
M ises 屈服准则确定各次荷载的增量

,

引

入迭代法进行求解
,

省去对弹塑性刚度矩阵的重复地三角分解
,

进一步减少计算时间
.

本文 对 于应用

高次单元
、

偏离简单加载的荷载
、

卸载计算
、

曲线拟合以及荷载的估算问题
.

均作了说明
.

用有限元法计算弹塑性力学问题
,

已有增量变刚度法
、

初应力法
、

初应变法等
‘, ’1.1

.

由

于计算量较大
,

所以至今仍有改进
〔急’‘. ’。

本文对材料的应力应变间的非线性关系用折线近似处理
,

然后求解荷载与位移的非线性

关系
,

用以减少整体刚度矩阵等的计算
,

使弹塑性应力分析的计算量减少
.

一
、

应力应变关系的简化及有限元方程的推导

本文讨论的材料服从 M ises 屈服准则
,

具有等向强化的性质
.

在复杂应力状态下
,

材料

的应力应变关系
,

按照弹塑性的增量理论有
‘”’‘’.

口厅
a t e矛, ’ 人万石了 (1

.

1 )

以及强化规律
‘一H ‘

I
d ‘,

, (1
.

2 )

其中J为广义应力 (等价应力 )
, 。厅/创口 } 为广义应力厅对于应力向量{时 的偏导数

,

d {“ },
为

塑性应变向量的增量
,

d乙为广义塑性应变的增量
,

几为取决于材料及广义应力的因子
.

从 (1
.

1)
、

(1
.

幻式可导出弹塑性的完整的应力应变关系
,

即

d {a } == [ D ]一d王。 } (1
.

3 )

[D 〕
。, = [D 〕

。
一 [D ] ,

[D ]

r

。
,

口J f 口J l, ,

。
,

LL, 」‘
一

不石r 飞万石F了
LL, J ‘

(1
.

4)
、

, +

{贵酥}
’〔D “

·

a J

口{口} }
.

钱伟长推荐
.

不3粉年10月在非线性力学学术讨论会上宣读
.
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上式中〔D 〕
。

为弹性矩阵
,

〔D 〕
,

为塑性矩阵
,

〔刀〕
. ,

为弹塑性矩阵
,

万
‘

是 (1
.

2 ) 式中函数H 的

导数
.

在单向应力状态时
,

广义应力 J 即为单向应力a
,

所以有

“
‘

一

斋
一

斋卞矛法 (1
.

5 )

这里f’为单向拉伸试验给出的应力应变曲线的斜率
,

E 为单向拉伸的弹性模量
。

对于常用的金属材料
,

单向拉伸的应力应变曲线如 图 1 所示
,

单向压缩应力应变曲线可

取与单向拉伸时相同的曲线形状
,

只是 a
, 。由正值变为负值

.

今取折线O A B C代替应力应变曲线
.

在应力应变关系处于AB 段时
,

则将 几代入 (1
.

5) 式

中j’可得H 夏
,
在应力应变关系处于 BC段时

,

则将几代入 (1
.

5) 式 中j’
,

可得H 二
.

我们采用简单加载
.

对于幂函数表示的应力应变关系
,

即

J = A万
k

根据简单加载理论
‘“’,

物体内部各点的应力分量成比例增长
。

a . 口
线

,

故今假设在简单加载下
,

内部的应力分量成比例增长
.

折线OA B C 近似于幕函数的曲

对于折线强化弹塑性体
,

它的

设应力分量的比例为

“’

仁万
0 5卜了习匕目‘-

乙‘卿·式 口夕 _ _

一二一一TI 计
U 劣

.

名生 = 、一孕一
。, ,

迎生 = n’,
L, 留 廿 怎 口 苦

r 名留

瓦
一 = 价

砂, 了 应力偏量。二
,
。奋

,
a 二与口二

的比值为

卫三==’
二

五
口召

一

仃召

一乌
,

荟
一‘

妞口二 E

以及

O L we二es

一
图 1

在应力分量成比例增长下
,

(一 4 )式 中[D ] ,
可化为

夕一e

二一到
口二

叭
,

珑
,

仇
,

叭和、恒为常量
,

所以互
: ,

兔
,

乌及沪恒为常量
.

这样

[刀]
,
二

g G 念

H
,
+ 3G

[刀乙j (1
.

6 )

其中【B L〕为一个6 x 6阶对称矩阵
,

即

亡
:

亡: 亡
, ”s

「BL 卜典r

势
‘

亡
: ”‘

亡
:刀-

亡
s刀;

刀刃
‘

记

乙:加

乙八

乙s刀.

刀刃
.

刀刃
-

心

(1
.

7)

编弧川编鱿称

户�,,

氛‘
,.

对
户‘

..........r..

..

.

由于〔B L 〕在加载过程中是不变的
,

即〔D 〕, 取决于 H
‘ .

对图 1 的折线强化
,

等效应 力 厅处在

A B 段时
,

将 H 夏代H
‘

得〔刀〕
, : ;

在 刀C 段时
,

将 H 主代H
‘

得【D 〕
, : .

在有限元法中
,

按位移求解时的单元的刚度矩阵
,

在弹性时为

〔“J:
。 ,

一

l
( . ,

〔B “·〔D “
·

〔B jd厂
( 1

.

8 )

在弹塑性时
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〔“」:: 一I
(。 )〔B 〕·〔D :一〔B 〕d 厂 一

I
(. 》〔B 〕·‘〔D 」一 〔D :

,

, 〔B 」d犷
(1

.

9 )

〔B 〕为几何矩阵
.

整体刚度矩阵〔K 」
,

而成
。

设单元 (e )=
。 ,

P
,

力为 J ) 丙
, 其余单元为

有 :

可由各单元的贡献矩阵 【K l“ ,
迭加而成

,

而 〔K 」
“. ’

可由 【h]
‘. ’

扩充

P.’
, q 的广义应力为内 > 厅》几

,
单元 (e) 二r, s ,

⋯
,

t 的 广义应

J < aa
。

此时整体的弹塑性刚度矩阵 〔K 」
。 ,

与 弹 性刚度矩 阵 〔K 」
。

[ K 〕
。 ,
= [K 〕

。 + 兄
一

([ K ]二二卜 [ K l犷
,
) +

o , , , ”一
乙 (〔K 儿;鑫一 [ K 儿

e ,

) (1
.

2 0 )

卜 . ,’ ~ ,

r。〕委
· , =

l
J (口 )

[B ] , [D ] , [B ]d 犷 (1
.

1 1 )

将 (1
.

1 1) 式代入(l
.

的式
,

、

可得

[k ]二二
, ~ [掩〕二

. ,
一 [k l牛

. ,

(1
.

1 2 )

D ] , 1 ,

[D ] , : 分别代入 (1
.

1 2 )式
,

可算得 [ k ]毒r
, ,

[k l石罗
、 .

将 [ k]石r
, ,

[ k ] ;皇
,
代入 (1

.

2 2 )式
,

得

粼
,

〔k] 石补
.

然后将〔k] 粼
,

〔k] 粼 扩充成贡献矩 阵 〔K 儿;{及〔K 〕二弘并代入 (l
.

1 0) 式
,

得

尸tL气.J

将

fR尸,
.‘

整体刚度矩阵〔K 〕珍
.

在由弹性进入弹塑性
,

常是一部分单元先开始屈服
,

所以。
,

P
,

⋯
,

q 及 r ,

s.

单元总数
n 是小得多的

.

从 (1
.

10 )式可得出
:

整体刚度矩阵在由弹性进入弹塑性后
,

重新计算而只需作少量修改
,

因而可节省较多的计算时间
。

荷载增量 的确定
,

同弹性相似
。

在弹塑性时
,

有
:

△毛P }= [K ]
。 , 么{q }

⋯
, t较

不需要

△谧a }二 [ D l
。 , [ B ] A {q }二 [ S ]

。一△{q }

(1
.

1 3 )

(1
.

1 4 )
[S ]

. ,

为弹塑性应力矩阵
,

【S〕

= ([ D ]
。
一 [D ]

,

)[ B ] = [S ]
。
一 [S ]

, )
这里 [ S〕一

取

。 ,

〔S 〕,
分别为弹性及塑性应力矩阵

.

由于简单加载
,

可

{P }= P m . 二

{P }
o

其中{尸}
”

的最大元素为 1 个力的单位
.

对于进入弹塑性后的第 ‘次加 载
,

则 可 取 △{尸}‘=

山{尸}
。 ,

山 为第 ‘次加载的荷载系数
.

设增加的荷载增最符合 (1
.

13 ) 式 成立的 条件
,

则从

(1
.

.

1 3 )式可算得

△{q }‘= a ‘{q }昙

式中 王q 片 为魂尸}0 在 i 次加载后引起的位移向量的增最
。

并从 (1
.

1 4 )式可算得第 i 次加载后

的应力向量的增量

△{a }‘= a ‘王a }李

同前
,

式中 {口片为{尸}
”

在第 i 次加载后引起的应力向最的增量
.

设第 i一 1 次加载后的位移
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与应力向量为{时‘一 :

及{a }‘
一 。,

则第 i 次加载后的位移与应力向量为

{q 卜
‘
二 {q }。

一 ; + a , {q }穿

及

{a 卜‘== {a 卜一
;
+ a *《a 卜,

在第 i次加载后的广义应力 厅‘
为

d 李二 (口
, , ‘_ :

+ a ‘a 忿
, ‘

)
盆
+ (a , , ‘一 : + a ‘口君

, ,
)
. + (口

, ,

一 :

+ a ‘a 牙
, ‘
)
“一 (‘

, ‘_ . + a ‘a 分
, ‘
)(a

, ,

一 :
+ a ‘J 罗

, ,
)

一 (a
, , ‘一 ,

+ a ‘。梦
, ‘)(a

: ,

一 : + a ‘a 全
, .
)一 (a

, , ‘一 :

+ a ‘a 分
, 。
)(‘

, ‘_ : + a ‘a 竺
, ‘
) + 3 (

: 二 , , . _ . + a ‘: 票
, , ,

)
名

+ s(
二, , , ‘一 , + a or 梦

: , ‘)
2 + 3 (

r : 二 , ‘一 :
+ a ‘: 竺

, , ‘
)

2

(2
.

15 )

在应用 (1
.

13 ) 式计算时
,

需要满足前述条件
,

即
:

对于单元 (e) 二 o, P
,

⋯
, q 有 氏( a, ,

对于处在弹性状态的单元有氏( a 二 这样
,

从 (1
.

1 5) 式可算出这些单元的 a ‘
.

其中最小的一

个 山 值
,

即为 ‘次加载的荷载系数 (由于简单加载
a ‘
为正值

,

且各应力 分 量 及 J ‘

随 a ‘的

增加而增加 )
.

设 i次加载后
,

处于弹性状态的单元中有 (e) = m
,

⋯
, n 的J ‘= aa

,

处于 刀C 阶段 的 单

元 (e) = 。
,

p
,

⋯
,

q 中有 (e) = p
,

⋯
, q 的 民~ 。, .

则对第 i+ 1 次加载时的整体刚度矩阵有

[K 〕一 , [K ]
.
+

·

乙 ([ K ]二;l一 fK J二
e ,
) + 乙 ([K J二补一 [ K ]犷

,

)
价 ,

凡
’ . ’

,o ,, 气⋯ ,’

(1
.

1 6 )

在实际计算中
,

△{P }从有单元开始进入塑性时算起
,

逐级加载
,

逐级确定加 载 范围
,

直至所有增加的荷载达到预定的荷载
.

记 a 。

{尸}
。

为弹性时最大加载
,

即此时 J ‘

中最大的一

个达 到 口 a ,

即 民ma
二
= aa

,

此 时 的 荷 载 为 a0 魂尸尸
.

如 进 入 弹 塑 性 后 加 载 了 n
次

,

若

名
a ‘= 尸二

. 二 ,

则 王。}
。
= 乙 △{时‘及《a 卜一乙 A 谧a }

‘即为荷载道尸 }作用下的位移和应力向量
.

‘一 0

二 1

如兄 。< 尸m 。二

而乙 。> 尸ma
: ,

则在
a 一

‘

与
a ,

间用线性插值决定之
,

即
‘一 0

{q }
。
== 艺 A {g }

‘一 0

‘+

(
p

一只
a ‘

)
A‘q ,

·

‘a
,

‘a ‘一只
“‘a ,

‘ +

(P
m 。 :

一兄 a 。

)
A‘a ‘

·

/ a
,

二
、

迭 代 求 解

用 (1
.

1 3) 式进行位移向量的增量计算时
,

常需对 「K 〕
。 ,
矩阵进行三角分解

,

而三角分解

在计算中占求解时间的大部分
,

避免重新分解可节省较多的计算时 间
.

如 将 (1
.

10) 式代入
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(1
.

13) 式并整理之有

[K 3
一
A {口}

。
= △{p }‘+ E [ K ]

, :八{口}‘+ 乙 [ K 〕
, 2
△{g }

‘

(2
.

1 )
o 一, , ’

二 , q , , . -

⋯
, ‘

对 (2
,

l) 式求 △{时
‘

可用迭代法
,

即令

[K ]
。
△lq } 《怡’二△王P卜‘

则将△谧时
‘

圣’代入(2
.

1) 式的右端得

[K 〕
e
△谧q }

‘

l, , △魂p } . + 乙 [ K ]一 : △{ g } ‘毛
, + 兄 [K ] , : △{。}

‘

: ’

o , 护, . .

一
, , . ,

⋯
, ‘

对于求A {Q卜了{
’有

[K l
e

△{。} ‘{
, = △{p }

,
+ 乙 〔K l一:△{口卜‘亨

一 ‘’ + 兄 〔K 〕
一: 八{Q季‘季

一 ”

o 一护一
“ . , q f 一, , .

”
一t

上面迭代过程是收敛的
,

且收敛较快
.

令 〔们
《; , 八匆 } ‘畜’ = {R } ‘异

’ ,

△佃 }
‘

二
’

为第
,

单元的结点位移向量
,

{R } f
‘ ’

为单元等效结点力向量
.

从 (1
.

1 1) 式得

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

次 加 载

‘R ‘
《

: ) 一

J
、. 、

〔B 」·〔D , , 〔B 〕d犷△‘。, ( , , 一

{
( . ,

〔B , ·〔D , , △‘·“ , ’d 犷 (2
.

5 )

对于小位移弹塑性问题
,

可将应力应变关系写成

d {。卜二 ([D ]
。
一〔D ] , )d {。}= [ D ]

。
d王。}+ d {a

。

}

式中d 王a
。

}为初应力向量
。

所以

(2
.

6 )

、R ; 《: ,

一l
( . 、

〔B〕, △{a 。 ; ,
。 , d犷

将 {R }产
‘’
扩充为贡献列阵即为 王R }

。,

则有 [ K ] , △{口}‘“ {R }‘
.

法
,

而初应力法的迭代收敛性是已证明过的
,

且收敛较快 “ ’‘. , 。

对第‘次加载
,

可将 (2
.

4) 式两端除以a ‘得

(2
.

7 )

所 以上述迭代可视为初应力

[ K 〕
。
八谧口卜兮

’‘, ,
= {p }

o
+ 乙

o, ,, ⋯
, q

[K ]
, :
△{口}兮

’‘, 一 ‘,
+ 乙 [K ] , : A {g }梦

’‘, 一”

, , . , 二
, , .

(2
.

8 )

若△{q }梦
’‘“一△{q”

’‘
卜 ”
小于预定的值

,

就可将△{q } ,
’‘了,

作为所要求的八{朴留
。

对第i + i次加载
,

则将 (1
.

1 6 )式代入 (1. 1 3) 式
,

并将两端除以山
, :
得

[K l
。
△{q }全

, :
二王P }

0
+ 乙 [K 〕

, :△ 1口}兮
+ :

+

. ,. ,’
.

、 0

乙 [K ] , ,
△笼。}罗

+ :

一 q - . ·

一

二笼P }
。 + 乙 [K ]一

:
△魂叮}贾

+ ,
+ 乙 [ K ]

, :
△{。卜梦

, .

o, , , . ’ · , q f

一
‘

一
t

+ 乙 [ K 〕
, ,
么{ g }梦

, :
+ E ([K ]

, : 一 [ K 〕
, :

)△{g }母
, :

(2
.

9 )

对子 (2
.

习)式的迭代则可以 (2
.

5 ) 式已求得的A毛口} ,
’‘, ,

开始
,

即取△{g }萝二l(” = A {口}穿
’‘, , ,

则

有

[ K ]
。
△毛g }兮柔t” = 护}

。 + E [K 〕
一,
△夭、}兮

’‘, , + 乙 [K ]
, :
△遗。}兮

’气, ,

o , 一,

⋯
, q f , a -

⋯
, ‘
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+ 艺 〔K ]
, , A {q }兮

’‘, ,
+ 艺 ([K ]

, :
一 〔K 」

, : )A谧。}兮
’‘, ,

, , q

(2
.

10 )

所以对第f + 1次加载时迭代求解
,

可在第‘次加载时迭代求解的基础上加上习 [K 〕
, ,

·

A{ q 碑
’‘了,

和乙 (厂K ] , : 一〔K 〕
, ,

)△{q }罗
’‘,) 两项的相当荷载来迭代求解

.

而 ‘次加载时经 j次
” 口 丫

’

迭代求得的态{q }梦
’ (,) 可作为第 f十 1次加载时的初次迭代的值

.

这样前次加载的迭代结果可为

后次所利用
,

减少了后次加载的计算量
.

三
、

讨 论

、

(i) 对非常应变的高次单元 ; 往一个单先内
,

句能有的区域巳进入塑性 状 态
,

而其余

还处于弹性状态
.

因此
, 一
由弹性进人塑性不能以单元作为单位

.

但由于高次单元常较大
,

因

而可计算代表性的点 (如等参单元的数值积分点) 的广义应力
, 几

以确定该点是否达到屈服
·

而以该点的应力来表征附近的子空间
.

郎在较大的高次单元划分成若干个常应变单元
,

这样

就可用前述的计算方式
.

所不同的是这些划分出来的常应变单完的自由度决定于高次单元
.

(ii ) 对于卸载时位移乒应力的计算
,

由子采用简单加载方式
,

则按弹性计算方式 计算
.

这样可确定残余应力及变形
.

(iii ) 本文采用的简单加载虽使加载方式受到限制
,
但近年来计算表明在偏离简单加载

较大的范围下厂 简单的加载方式仍可适用
,

.

(iv ) 本文对折线采用图1所示的三段直线
,

虽不能很好 拟合全部曲线
,

但如预先估定

弹塑体内部的最大应力
、

应变
,

则这样折线就只需拟合最大应力
、

应变范围内的部分曲线
,

从而可提高准确度
·

在国内实际使甩的非线性程序中
,

则将应力应变曲线在进入塑性后用一

条直线简化
‘”

·

显然其准确鬓不如本文的简化方式
·

(v) 本文中的迭代的收敛速度较初应力法快
.

从 (2
.

8) 式中可看出
,

从弹性开始进入塑

性的常是个别应力较大的单元
·

而这些单元在弹性计算中常是划分得较小的单元
,

这样需迭

代的荷载值小
,

收敛斡炸
声 其牛是后次加载的迭代可利用前次迭代的结果

,

这样需要迭代次

数将减少
·

本文计算过程的加载次数 虽多
,

_

但每次加载需迭代次数少
,

而省去了整体刚度矩

阵的重新形成和
一

它的兰角分解
,

雄些都是计算中费时较多部分
.

显然本文方法可节省较多的

计算时间
.

(vi ) 本文的方法可算得每钦加载后的荷载
、 位移

、

应力以及塑性区域
.

如预先估计的

荷载较大
,

很难达到
,

则可从社移
、

应力或进 入塑性的单元达到预定的数值而停止计算
.

而

在增量法
、

初应力法
、

初应变法等法计算中
,

最后荷认和各级加载的值估计不 当将增加很多

计算时间
.
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