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摘 要

木文建立了不可压缩和可压缩粘性流体力学问题的变分原理
,

即最大功率消耗原理和它们的

广义变分原理
.

‘

一
、

引 言

由于有限元法的发展
,

人们开始研究流体力学问题的有关变分原理
.

其中著名者有林家

翘和 R u b in o v
(1 9 4 5 )

「” ,
Sk o be lk in (1 9 5 7 )

【艺’,
G u d e rle y (1 0 7 2 )

〔s ’,

M o r ie e
(1 9 7 7 )

’‘’,

M a n w a l一(1 9 5 0)
「5 ’,

H a fe z 和L o v e ll (1 0 5 5 )“
’

.

但大多数都是研究非粘性流动
,

重点放在物

体外场的流动
,

而且多数是从伯努利方程出发的
,

有不少是根据流函数的表达式建立泛函
.

本文重点是研究粘性流动
;
不论是可压缩的

,

或是不可压缩 的
,

其 泛 函 都 是 直 接 从

N a vi e卜St o
ke

s
方程出发建立的

.

最后把物态方程
、

连续方程和有关边界条件等变分条件 用

拉氏乘子法解除掉
,

成为无条件的广义变分原理
.

二
、

可压缩性粘性流体力学方程

如果我们取欧拉坐标二, ,

各点的流速为
u‘
(二

: ,
x : , x 。

,

t)
,

密度为p (二
; , 戈 : , 二 : , t)

,

压强

为夕(二
: , x : ,

介
,

0
.

设流体中各点的应力为山
, ,

粘度为 拜
,

则

2
。

_

I
_

_

a ‘, = 一p o ‘, 一了拼u . , “0 ‘J个拼‘“‘
, , 甲 “ , ’‘, (2

.

1 )

其中

d‘, (2
.

2 )
0 , 落祷j

日u ‘
份么。 j 二二 ~

下
一口X夕

(2
.

3 )

流体在各点的运动方程 (N a vi er 一S to k es 方程 ) 为

D u ‘ ,
.

只刀石育甲
‘十于川

(2
.

4 )

图意示界车澎
;雌孟 r图
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_ _ D 〔 、
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县甲厂 ‘

刀母毕征里星肪觉体积刀
,

p 为岔度
、

, 一

滋
了

为

D ( )_ d ( )
. _

.

,

-
.

巧不 一
- 一一5 压一

- , . “今L , , 白
JJ ‘ U ‘

所以
,

有

(2
.

5 )

(2
.

6 a )

(2
.

6 b)

还有连续方程

(2
.

7 )

也可以写成

鲁
一

鲁
十 。‘

. , 。

会
一

祭
+ 。
护

, ,

晋一
。、

, ,

粤一
。

· , 。
一。。。 , 。

一
(; 。。)

, ,

(2
.

8 )

最后
,

p 和 P 之间有物态方程
.

对气体而言

(2
.

9 )

对液体而言
,

有

瓮
一
(会)

‘

”一(会
一‘

) (2
.

10 )

其中 , 为气体的热容比
, 、
为液体的体积压缩系数

.

我们有 (2
.

1)
,

(2
.

4 )
,

(2
.

7 )
,

(2
、

9 ) [或 (2
.

5 )和(2
.

10 ) ]诸式求解
。。, a . , , p 和 P

。

边界条件如下
:

(1) 在受力边界 厂
,

上

。. , 。, = 了
,

(在厂
,

上) (2
.

z r)

(2) 在固体边界厂
。

上
,

有粘性
,

u ‘= 0

对于无粘性的流体而言
,

应该是

u ‘n ‘= 0

所以无滑动
.

(在厂
。

上) (2
.

1 2 a )

(在厂
,

上) (2
.

1 2 b)

(3) 在洪水口的边界(厂
。

)上
,

流速已知

“‘= a ‘ (在厂
。

上)

设流动域
T 的表面为厂

,

而 (见图 1)

厂。厂
。 + 厂

:
+ 厂

.

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

图 1 流动域边界示意图



粘性流体力学的变分原理和广义变分原理 急O宁

木文不讨论有自由表面的流动问题
.

木文的一般问题是
:

求
u 。, 口‘, ,

P
, p在边界条件 (2

.

1 1)
,

(2
.

1 2 a
或b)

,

(2
.

1 3 )下的解
.

本文的方法
,

也可以用来处理外场流动问题
.

当然在这类问题中
,

我们应该从流速
。‘
中

减去无穷远处的流速
“二‘后得的差值作为待定变量

,

才能得到可用的泛函
.

三
、

不可压缩的粘性流问题的变分原理

在不可压缩的流动中
, p 保持不变

,

而且有不可压缩条件
u k , 七= 0

于是 (2
.

1) 式简化为
a , , == 一 P占‘, + 拜(u‘, , + u , , .)

而 N a vi e卜S to ke
s 运动方程可以写成

(3
.

1 )

(3
.

2 )

日u ‘
.

亡
,

户丽
-

十 p u “u ‘, “一 p I’ ‘一口‘, , ’= ” (3
.

3 )

边界条件为
a . , n , == 了

‘

(在厂
,

上) (3
.

4a )

u ‘== 0 (在厂
a

上) (3
.

4 b)

u 。= a :

(在厂
。

上) (3
.

4 e )

(3
.

1) ~ (3
.

3 )是 “‘,

山 , ,
p 三类变量的三种微分方程

.

这三类变量共有 10 个
,

微分方程也有

10 个
.

(3
.

4a
,
b

,

c) 是求解这些待定变量的边界条件
.

这里的 p 是一个已给的常数
.

现在让我们建立不可压缩粘性流动问题的变分原理
.

上述问题可以看作是
:

在
。‘, a ‘, ,

P 满足 (3
.

1)
,

(3
.

2 )
,

(3
.

4 b
, e ) 的条件下

,

求 (3
.

3 )
,

(3
.

4a )的解
.

让我们采用权余法
,

设 口, ,

H
‘

为权函数

。

。 (「r 「 口脚 。
_

1 。
, :

「f
, _

_
_

了 、 ; ; _ , 。 _ 。

6刀‘。 = 川 { p
一

竺拼
一

+ p u泌. , 。一pF 一
a 。, , ,

}G
‘
d r + 11

_

(a . , n J一 f
.
)月

‘d s“ 0 (3
.

5 )
JJ J

,

t 厂 毋
’

一一
’

~ 厂 一
’ 一 ’ ‘

~ J
-

一
‘

JJ r 。 、 ’

“
其中G

,

H
, 是任意选用的

.

设取

G ‘二占u‘ (在 :
中) (3

.

6 )

于是 (3
.

5 ) 可以写成

。。
‘。

一 {ff才
。

粤
。u ‘+ 。

。u ‘, 。。u ‘一矿
‘。“

‘
一 。‘, , ,。、

飞
、二 +

{仁(a
. , n , 一了

,
)二

‘、s 一 。

J J J 下 t U ‘ 」 J J J o

(3
.

7 )

其中有一个积分可以用格林定理简化
,

即

一

仃I
, a 。, , , “一d一拼

, a ‘,“
一

d一仃
二a ‘! 一“一d s

(3
.

8 )

但在 r
. ,

厂
,

上
, 。。

都是已给的
,

所以 如
‘
= 0 ,

(3
.

5) 可以化为

一

1且
, a ‘, , , ‘二d一专J{{

,

。‘,
“一

+
一 , d一{{

二口a ‘,街”一d s
(3

.

9 )

其中
,

我们根据 山 , 二 a , ‘,

所以有 a ‘, 6u
‘, , 1

二二二

—口‘了

2
(面

, , , + d u , , ‘
)

.

把 (3
.

9 )代入 (3
.

7 )式
,

得

。

~ f( f 「 口“。
。 . 。

。
。 .

1
, 。 . 。 、

1
,

o jj ‘。
= 1 1 ! 嘴P 一飞石一Ou

‘+ 娜
‘“, , 、o u ‘一尸刃 ‘

Ou
‘个了口‘八 o u ‘, , 十 o 甸

, ‘少(“ T

J J J
‘ L 二 ‘ J
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+

I{
, 口
一a ‘,

、

(H
‘一“一)d s 一

仃
二

声
‘
H

‘d s
(3

.

1 0 )

如果我们识别权函数 H
‘,

使

H
‘, 占。. (在厂

。

上)

这样做并不损害 H
‘的一般性

,

于是 (3
.

10 ) 式可以写成

(3
.

1 1 )

。。 。

一11丁
,

{
p

鲁
‘一 + 。

,

一“
。

}
d·

{{{
,

{
。户

‘
“
一合

a ‘,
(‘一

+ “一

小一仃
二 口

“‘一 d s一。

“(一
+ 一

, ‘
, 一

告
“, “‘, +

去
“a ‘,

(3
.

1 2 )

从 (3
.

2 ) 式
,

我们有

(3
,

1 3 )

(3
.

1 2 )中有一个积分可以化简如下
:

一

111
,

遣一
,
(。二

, , + 、, , 。
)“

一11{
,

命
a 。, “a ‘, “一111

,

泰
a ““, “· (3

·

“ ,

但是
,

从 (3
.

2 )式
,

我们取 i= j
,

得

a “= 一 3P + 2拌u ‘, ‘== 一 3P

于是

(3
.

1 5 )

‘

「「「 1 , 。
. , 、 ,

_

fff l 。 , _ _ 、 , . ’

rff 3

一JJJ
,

万口‘八O u ‘, 了宁 。u , , ‘, “ 下 = 一JJJ
,

.

一

诬万
.

。、。舌‘CT 今‘j O r 宁 JJJ
,

屯歹
U 夕 “ T 、。

’ 王” j

代入 (3
.

1 2 )式
,

得

。“ ‘

一I丁I
,

p

(鲁
+
一

, ,

)
“ :“
一J仃

,

{
。, ‘“
一泰

“(a

一卜豪
“,

含

}
“·

{{
二。

““一d s 一 0
(3

.

1 7 )

或可写成

““ ‘

一丁J{
,

。

(鲁
+ 一

,
’

,

)
“一d一‘

IJI
,

{萨
‘

一泰
a 。!。一 +

命
,

2

}
d ·

一。

11
: 。

了
‘一d s一”

(3
.

15 )

于是
,

我们最后得

占刀‘。二0

。 。 「「「「
_

, 1
_ .

3
. ,

1
,

’

「「 , , 。

才l ‘” = 丈J o一 、、、 凡P I’ ‘“‘- 一了于 升价封十
一几二r P

一

了a 了一 、1 _ J川‘O 。
J J J 下 L 怪户 任拼 J J J ,

’

o

其中

(3
.

l g a )

(3
.

1 9 b)

‘H
。
一

{{!
,

。

{鲁
+ 一

, ·

}
“一d ·

(3
.

2 0 )

这些项的物理意义分别为

(l) H
。
= 单位时间内

,

流体积贮的总动能 (3
.

2 1a )
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(幻
拼

,

命(a& 。“一 3Pa) “一单位时间内
,

流体消耗于粘性的能量

(3 )
拼

,

PF
‘, 击一单位时间内

,

体积力对流体流动所做的功

(4)
{{

二。

,
‘U ‘d“一单位时间内

,

夕卜力对流体流动所做的功

(3
.

2 1 b)

(3
.

2 ie )

(3
.

2 1 d)

所以
,

汀 ‘,

是流动流体的功率消耗
.

于是
,

我们有不可压缩粘性流体流动问题的最大功率消耗原理 (Pr inc iple of Max im u m

P o w e r L o sses
)

在满足 (1) 不可压缩条件 姚 , ‘
”O

,

(2) 在固体表面 (厂a) 上
, u ‘= 0 ,

(3) 在来流断面

(厂
。

)上
, u ‘= a ‘,

(4) 应力和流速关系 a ‘, 二 一P占
‘, + 拜(

u : , , + u , , ‘

)的所有
。。, 。: , ,

p 中
,

其

使流动功率消耗刀
‘。

最大者
,

为不可压缩粘性流体流动问题的正确解
.

H ‘,

见 (3
.

1叻)
.

证明 设
“. , 。。 ,

P 为其解
,

则

H ‘,

[ u . + 占“‘
, 口‘, + 己a . , ,

P+ dP ] = 11 ‘。

(
u‘, a ‘, ,

P) + 己H
‘。 + 占

2

刀‘,

+ 6
5

汀
‘。

(3
.

2 2 )

其中
,

当 刀
‘。

为极值时

。

一
。

~ 「「f f ,
。

1
。 .

3
. 。 .

1
,

r f 二 。 , 。

d刀
‘。
== d刀

。
一 111 考p F 必u ‘

一子
, a 。。

衍
, , + 份井少占p }d

二一 日 了泊
u ‘d s二 0 (3

.

2 3 )
J JJ

,

t
’ 一 ’

2拜 一
’

一 2拜
“

J JJ 厂口
‘ -

其它各级变分为

“
Z

H
‘

一{{{
, 。“一“

l鲁
+
一

, ,

〕
d · +

{{J
,

(命
“。一“a 。‘一

命
“, “,

)
d ·

。
3

二 ‘。一

丁{丁
二

p “一“二‘一
d ·

(3
.

2 4 a )

(3
.

2 4 b)

从 (3
.

2 )
,

我们有

占a ‘, = 一占p占
‘, + 拌(占

u ‘, , + 己u , , ‘
) (3

.

2 5 )

于是

、,少

j八匕呼谊O‘O自

:

f「f 「 1
。 3

_ 。 _

1
,

ff「 f l _ , ‘ : . _ 。
_ .

3 ‘ 、 、

1
_ , _

川
,

飞面了CT 七‘o 仃七‘

一丽
一 p叩J

a f ~ 川
,

1一乏万
~

习 告‘

叩
CI 合‘宁 。‘了U “‘” 一

~
.

不丁 I, 。尸了
“ ‘

(3

从 (3
.

2 )
,

我们还可化得

口。, = 一 3P + 2拼u , , 。== 一 3P

所以
,

(3
.

27 )可以简化为

f「「 「 1

川
,

飞厄万
口抬‘

叮“一
3

. 。 .

1
,

ff f
。 ,

f f
。 , 。

获
p o p 尸

了= JJJ
, 口‘, o u ‘, 夕a r = JJ

a ‘, o u ‘n j a 。

r ‘ + r “ + 厂 .

一

{I{
,
a ‘, , , d “‘d ’

(3
.

2 8 )

于是
,

(3
.

2 3 )可以写成 (利用了 厂
。 ,
厂

。

上
。‘巳给的条件)

。

一 「CC f d u ‘
.

。 )
。 ,

「f
, , 、 。 ,

。

0 1 1 ‘,

= 、1飞亏P 一
.

三二
.

+ Pu 七u ‘, 奋一 Pr ‘一a ‘, , , ro “‘a r 十 日
_ 气a “ n , 一 J ‘) o u ‘a o = U 气J 必”)

J J J , t 。‘ J J J ,
’ o

其变分的自然条件为
。
。人声以 J水
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;

祭
+ ; 。, 。‘,

一 p 户一
a ‘, , , 一。 (在

·
内)

。 . , n s一了
‘= 0 (在厂

,

上)

它们就是 (3
.

3 )
,

(3
.

4a)
.

这就证明了 H ‘。 的极值条件的确给出问题的解
.

极大还是极小
,

决定于 护刀
‘。

的正负
.

现在研究 (3
.

2 4 a
)

.

把 (3
.

2 5 ) 平方
,

得

占a ‘, d a ‘, = 潇d P占‘, 一拜(占
u 。, , + 占u , , ‘

) }{占p占
. , 一 # (占

。‘, , + 占u , , ‘

) }

(3
.

3 0 a )

(3
.

3 0 b)

这个极值究竟是

= 3如己P一 2拜dp乙‘,
(占

u ‘, J + d u , , ‘

) + 拼
2

(占
u ‘, J + d u , , ‘

)(d
u ‘, , + 6 u , , ‘

)

但是

占. ,
(加

‘, , + 己u , , ‘)二 Zd u , , , = 0

所以

份
。, 占a

。, 一 3占P占P= 拜
2

(占u ‘
, , + 占u , , ‘

)(占
u ‘, , 小占u , , ,

)

再利用 (3
.

25 )式
,

上式可以进一步化为

占a ‘z

衍
‘, 一 3占p dp = 拼(舀

u 。 , , + d u , , ‘
) (加

‘, + dP占‘,
) 二 2拼6a

‘, d u ‘, ,

同时
,

(3
.

30 a) 的变分为

(3
.

3 1 )

(3
.

3 2 )

(3
.

3 3)

(3
.

3 4)

。

「口u ‘
.

1
p o
L

,

万了
-

+ “, “‘, “

j一Oa
‘, , , “ 0 (3

.

3 5 )

所以
,

(3
.

2 4 a
) 的 d

Z

H ‘,

可以写成

。, 。 「「「 !
。 。 .

1
, 。 。 _ 。 _ 。 _ 、

1
,

U 一 1 1 ‘” = 1 1 1 5 O u ‘。。‘, , , 十一了万 气0 口舰。口 士‘一 吞O P OP) 矛d r

J J J , t 任尸 J
(3

.

se a
)

也可以改写为

。, 。 「「f f
。 。 _

.

1
, 。 。 _ 。 . 。 . 、

1
, 。 。 _ 。 。 、

丫
,

己
,

刀
‘。
= 川 谧d

u苗a ‘

川 + 一

洽厂 (份
, 。6。。: 一 3占户d户) 一吮片

~

(份
, :

由
。: 一 3占夕如) }d

r (3
.

刀 J
,
L

’ 一 ’

2召
”

- - - - 一

“
‘

4拼
’ - - -

一
- - , - - 子

一 厂
- 、

一

这里有两项都有因子 (份
。,

份
k : 一 3dP占P)

,

让我们用 (3
.

3 4 ) 式代表其第一项
,

用 (3
.

3 3)

表其第二项
,

于是 (3
.

36 b) 可以写为

3 6 b)

式代

。
安rr f「f f

, 。 _ . 。 。

1
,

f「f l
_

_ , 。

o 一1 1 ‘” = 1 1 1 万o u ‘o CT ‘, , 了十 o 。‘, O u ‘ , , r a r一 吸l吸下户气O u ‘, , 一 O u , , ‘
八OU

‘, , 十 O u , , ‘) a r 叹3
。

3 7)
J J J 了 、 户 J J J , 任

但是
,

利用格林定理
,

我们有

I{{
,

{
。一。a一

+ 份
‘,“
一}

d一{11
,

‘“一“a
‘,

,
, , d一 丁丁

‘一“
。,一d s 一。 (3

·

3 8 ,

r 口 + r a+ 尸 .

这是因为我们从边界条件 (3
.

4a
,

b
,

c)
,

有

d a ‘, n , = o (在 r
,

上)

乃“。~ o (在 r
, ,

r
。

上)

所以
,

我们最后从 (3
.

37 )式证明

.

3 9 a
)

.

3 9 b)

八0no
了.、了.、

。,

。 1 f ff
, 。 . 。 、 , 。 . 。 、 . , _

o 一 , 1 ‘,

目 一一丁拜 l日 、0 “‘一夕十 O u , , ‘) LO u ‘, J十 O幼夕, ‘)口 r吸
.

0
4 J J 沃 t

(3
.

4 0 )

这就证明了
,

对于不等零的 面
‘,

份
‘, ,

如 而言
,

17 ‘”

(
。‘+ 占u ‘

, 。‘, + 曲
‘, ,

夕+ 占户)一刀
. ”

(
u ‘, a ‘, ,

户)( o (3
.

4 1)

或即是说
:

正确解是 汀
。。 的极大

,

这就全部证明了不可压缩粘性流体流动问题的最大功率消

耗原理
.
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四
、

不可压缩粘性流问题的单变量的最大功率消耗原理

(3
.

19 a ,

b) 是一个三类变量的泛函的变分原理
,

变分中必须事前满足下列四个变分条件

(1 )
u ‘, ‘= 0 (在

r
内) (4

.

l a
)

(2 )
u . 0 0 (在 厂

。

内) (4
.

lb )

(3 )
。‘~ a . (在 厂

。

内) (4
.

l e
)

(4 ) a . , 二 一P占‘, + 拜(
。‘, , + u , , ‘

) (在
r
内) (4

.

l d)

如果我们利用应力流速关系
,

消去 山
, ,

而且在
“。, 。= o 的不可压缩条件下

,

把 (3
.

1 9 b) 式化

为只有
u ‘一类变量的泛函

.

用 (3. 33 ) 式的证明相同的步骤
,

我们很易证明
a ‘, a ‘, 一sp ‘二拜

2

(
。‘, , + u , , ‘

) (
u ‘, , + “ , , ‘

) = 2拼2

(
“‘, , + u , , ‘

)
u . , ,

一

(4
.

2 )

于是
,

我们从 (3
.

1 9 a ,

b ) 中
,

得

H ‘

一
“

。
一

{I{
,

{
; F ‘

一合
。‘一

+
一 ,一卜

一

{{
二。

了一 d s
(4

.

3 )

其中

。二
。
一 {f{

。
干架

仁 + 。, u , , 。

不、
‘d r

J J J , 、 。 ‘ 沪

(4
.

4)

单变量的不可压缩粘性流问题的最大功率消耗原理为
:

在满足 (1)
“‘, ‘二 0 (

r
)

,

(2)
u ‘= 0 (厂

,

)
,

(3)
u 。= a ‘(厂

。

) 的所有
u ‘

中
,

其使流动功

率消耗 刀‘, ‘; ,

最大者
,

为不可压缩粘性流动问题的正确解
.

万‘。 ( ; ,

见 (4
.

3) 式
,

伪 , 可按

(4
.

ld )计算
.

证明 将 (4
.

3 ) 式变分
,

得

““‘

一
“H

。
一

{{{
,

、p 户‘“
一

。(一
, , +
一)“一 ‘d一 {{

二。

““一d s (4
.

5 )

由于 “. , . = 0
,

有

仃I
,

, “
一

d一 I仃
,

p “
‘,‘
一

d一
。

(4
.

6 )

所以
,

(4
.

5 ) 式也可以写成

‘“
‘

一
,
一‘11

0

.

仃I
.

p户‘“一d · +

I汀
,

、一 , “
‘, + 。(一

+
一) ; “一

d一11
二 口

了
‘
“一d s

(4
.

7)

用格林定理
,

我们有

{I{
,

卜 , “‘, + ; (一
+
一)} “一

d一份
,

‘,
, ‘一。(一

+
一,

, , , “一d ·

+

I{
二。

‘一 , 一 + ; ‘一
+ ·, , ‘

,
·, , ‘一d s

(4
.

8 )

其中有关 r
。
+ 厂

。

的部份
,

根据 (4
.

lb
,

c) 恒等于零
.

最后
,

从 (4
.

7 ) 得

胡
‘。 (

i
, 一 {{【丁

,
粤

上+ , u , ‘, , 一 , 户‘+ ,
, ‘一 ; (

。‘, , + 。,

小
,

下。
u“ :

泛J砚 , 人 。. 沪
_
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+

{J
二。

卜 , 一+ ; (一
, + “,

, ‘
,
·, 一‘

。, “一d s 一 ”
(4

.

9 )

其变分的自然条件为

a u o
.

,
. _ , 、 _ ,

一
P飞石一 + Pu . u ‘- . 一 P尸 一+ P , ‘一拌Lu ‘

, 了+ u , , ‘)
, J= 0 吸让

了 内 )
U ‘

(4
.

1 0 a
)

一夕”。+ 拜(
。‘, , + 。, , ‘

)
。, 一了

‘== o (在 厂
。

内) (4
.

i ob )

这就证明了最大功率消耗原理的必要条件
,

用和上节相同的方法
,

可以证明充分条件夕汀
‘。 (: ,

< 0
.

(4
.

i o a
)

,

(4
.

i ob) 可以从 (3
.

3 o a ,

b)和 (4
.

z d )中消去 a ‘,
而求得

.

五
、

不可压缩粘性流问题的广义变分原理 (双变量p ,
ui )

现在让我们研究单变量的最大功率消耗原理的广义变分原理
.

在最大功率消耗原理中原

来有三个变分约束条件
.

让我们引进三种待定的拉氏乘子
,

几
,

几‘
, 二‘

.

新的泛函可以写成

“:
(! ) 一“‘

一 +

{I{
,

“一
, 。d ·+

{l
二

洲
S +

仃
二

一 (一
。‘, d s

(5
.

1)

变分后得
。

~ ‘ (「「 f 日u ‘
.

,
, . 、 .

丫
。

o JI 和 (l) = 叭1 1 呢P 一万丁一 + P“‘“‘, 七一 Pl, ‘一 拼Lu , , , + “, , ‘)
, 夕一 人

, ‘ 佘o“‘以r

J J J , ‘ u . 少

+ 、
*

耳
二 .

‘·(一
+
一 , 一 + ‘一‘“、‘“+

{{{
,

““

一
“·

+

J{
二

,

‘一““
, + , ‘“一)d s +

J!
: .

、(一
。。)。汀

。+ 兀‘。一 , 、s

一

{{
二。

,
‘。。‘“、一 。

(5
.

2 )

于是
,

得下列各自然条件
,

即

(l) 欧拉方程

日u .
‘

,

p飞币 + p u ‘u ‘, , 一 p 厂 ‘一拼Lu ‘
,

, + “‘
, ‘)

, , + p
, ‘
一 ‘p + 几)

, ‘= 0 (5
.

3 a
)

(5
.

3 b)

4a4b4c4d4e拓临临临拓
、.J、,J
�、,声、.万
�、.了

厅书8.e

了口‘、了t户、t
、了.、了‘、

“舌 , 扮
= 0

(2 ) 自然边界条件

[拼(
u ‘, , + u , , .

) 一 d‘, P」。, + (久+ p ) n ‘一了
‘
== o

[拼(
u ‘, , + u , , ‘

) 一 占
。, p ] n , + (几+ p )

。‘+ 二‘= o

[拼(u 。
, , + u , , ‘

) 一 d。, P ] 。, + (人+ p ) n ‘+ 几‘= o

“‘= 0

材‘一 呀‘= 0

如果我们取

(P + 久)
, ‘
= 0 (在 :

内)

P + 几二 o (在 厂
,

+ 厂
。
+ 厂

.

上 )

其唯一解为

久二 一 P (在
T 十厂 中)

这就求得了 几值
.

于是 (5
.

3a
,

b) 化为
一

“
’

为

(5
.

5 )

(5
.

6 )

(5
.

7)
J.

,
.

L以
、1 ,
二

山 ‘ ,
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口韶:
.

二

p飞开es + p u , “‘, ’一 p 厂 ‘一“Lu ‘
, , + “, , ‘)

, , + p
, ‘= 0 (在

:
内)

u , , 。= 0

它们是用 。‘ ,

p 表示的 N a v ie r一S to k e s
运动方程 (4

.

1 0a )

入 (5
.

4 a
)

,

(5
.

4 b )
,

(5
.

4 e
)

,

得

[拜(
“‘, , + u , , ‘

)一 d‘, P In , = 了
‘

一 [拼(
u ‘, , + u , , ‘

)一占
‘, P ] n , = 二‘

一 [拜(劫
‘, , + u ,

, ,
)一占

。, p 〕街二几,

(在 :
内)

和不可压缩条件 (4
.

la )
.

(5
.

sa
)

(5
.

sb)

把 (5
.

7 )代

(厂习

(厂
。

)

(厂
a

)

(5
.

g a
)

(5
.

g b)

(5
.

g e
)

其中(5
.

9a )就是 厂
。

上的边界条件(4
.

1 0b)
,

而 (5
.

9b
, c
)给出待定的拉氏乘子 二‘

,

几‘
.

(5
.

4d
,

e)

分别为 r
。 ,

厂
。

上的流速 已知的边界条件
.

这是不可压缩粘性流体流动问题的全部方程和 边

界条件
.

把 久
, 二 . ,

几, 的结果 (5
.

7)
,

(5
.

9b)
,

(5
.

9 c
)代入 (5

.

1) 式
,

得不可压缩粘性流体的广义变分

原理 (双变量的泛函)
.

二 :
《: , 一二‘, 。: ) 一

{{{
,

,

一
d一{{

二 :

〔。(一
+

一 , 一p “。, ,一
d s

一

{{
二 .

〔拜‘一
+
一, 一 , “, , 。,

‘一
“。, d s

(5
.

1 0 )

或可写成

H :
(! ,
一11

。
一

{{{
,

{
。户‘一 + , 一

, ‘
一

合
。
一 (一

, , +

一)
{
d一了!

二。

:
‘
一d s

一

{)
二 .

〔; (一
+
一 , 一 , “。, ,一

d s 一

{{
二。

[召(
u ‘, , + u , , . )一 Pd ‘, ] n ,

(
u 。一 a。)d s

(5
.

1 1 )

其中

。“
。

一

)){
,

。

{祭
+
一

,

众
“一d ·

(5
.

1 2 )

所以
,

不可压缩粘性流体的广义变分原理 (双变里 “‘ ,

P 的) 为:

在一切 “ : ,

P 中
,

其使 (5
.

11) 的 H轰
(l , 的泛函为驻值的 “‘,

P
,

必为不可压缩粘性流体流

动问题的正确解
,

即变分驻值条件能导出一切方程和条件
.

六
、

不可压缩的粘性流体流动问题的广义

变分原理 (三类变量u * , a 、j, p )

三类变量的变分原理 占17 ‘。 = 0有四个变分约束条件
,

即

(i) 应力流速关 系 (3
.

2 ) 式
,

在这里我们将取更一般的形式 (2
.

1) 式
.

在不可压缩条件

下
,

它们是相同的
,

即

2
。 . , . 、 ,

‘ 二
、

。‘了= 一P O “一下
一

拼u 七 , 七O“十拼气u
‘, 了一 u J , ‘少 气刁上 T 曰 户

O
(6

.

1)

(幻 不可压缩条件 (3
.

1) 式
,

即

u k , *
~ 0

(3 ) 在固体边界上的条件 (3
.

4b )

(在
T
内) (6

.

2 )
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u ‘” 0 (在 厂
。

上)

(4 ) 在进水口处 (即来流截面上) 的条件
u :

= a ‘ (在 厂
。

上)

为了从不可压缩粘性流体流动问题的最大功率消耗原理中解除这些约束条件
,

种拉氏乘子 击, ,

几‘
,

几
,

;rl
,

泛函 H
‘。

(3
.

1 9 b) 可以改写为新的泛函
:

(6
.

3 )

(6
.

4)

让我们引进四

。 . 0
.

(f f
,

(
_ . 。 .

2
一

。 , . 、

、
,

I J 硕奋 = 1 , ‘, 十 1 1段 几“ 5 。‘夕一 P o “十
~

言拼u奋 , 舌O “一拜气“‘
, 夕一甸

, , ) ra T

J J J , ‘ O 沙

+

IJJ
,

, 二
, , d · +

I{
二 .

“‘一d s +

11
二

一‘一
“,

, d s
(6

.

5)

其中 H ‘,

见 (s
.

1 9 b)
,

之‘,
,

几.
,

几
,
二‘为尚待识别的拉氏乘子

.

让我们把 几
‘, ,

之‘
,

久
, 二‘, 。‘, a ‘, ,

P 看

作为独立变量
,

进行变分
,

得
。

。 二 ff f 「
_

口“‘
. _ _

。
、 。 二

1
_ 。

3
_ 。 _

丫
,

o J I ‘ = 川汽
p

~

丽 , 十 p u 扮u ‘,

一 p f ‘) ““‘十
一

厄厂外
‘

叮
今‘一 飞石

~

p U夕
工

a T

+

{{{
,

{a
·, + , 。。, +

香
;

一
“‘, 一 。(一

+
一 ,

}
“‘! , d ·

+

{{{
,

, ‘,

{、
。, + “, “。, +

普
。“

一
“‘, 一 2。‘

一F
·

+

拼
,

以““
· , ·

+ 二
, 。‘, )d一I{

, 。

;
‘“一d s

+

{{
二 ,

(一““
‘+ “

‘
占一)d s +

{{
二 .

〔‘一
“‘, “汀

!
+ 二 ,“‘, d s

(6
.

6 )

先让我们利用格林定理
,

简化下列积分
.

{{!不
, 。“。

, , 十粤
。, “。“。

, ,
一 2 ; ,

‘,。。
. , ,

下
、一 !! (、

。‘+ 粤
。, , : 。‘一 2。“‘, , ,

)“
“‘d s

r 口 十 r . + r .

一

IJ{
,

{
,

, ‘+

号
; “

一
2“‘一卜

“·

于是 (6
.

6) 可以整理成

。二 : 一

{{{
,

{
,

祭
+ 。

一
萨

‘一“
, , 一

知
, 。一 + , 。,

‘,
, ,

了
‘一d ·

+

{{{
,

{(命
口‘, 、“

! ,

)
“a

。, 十

(
““一

命
,

)
“p + 一“}

d ·

+

{{{
,

分
‘, + “

‘, 。+

普
;

一
“
。, 一 。(一

+ !‘, , 。

,
}
‘“。, “·

+

Jl
二。

{
, 一 +

普
。“

一
2 ; “‘,

一‘
!

}
“一d s

+

I{
二 :

{
, 一 +

普
; “。

一
2 。“

。, 一 + “。

}
“一d s

+

{J
: 。

{
, 一 +

静
,

一
2。“, 一 + 汀‘

}
“二d s

+ {{
。‘。, ‘Js + ({

_

(
u 。一 。‘)。二

‘“s

J J 矛
:

J J r
.

(6
.

7 )

(6
.

8
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驻值条件

a汀育
。

二O (6
.

9 )

给出下列各自然条件

欧拉方程
:

(在
T
内)

(
a
) 、

祭
+ 。“牵。·

,

一。户
。一‘

, ‘一

争
, 。·

, 。+ 2; , ‘,
, , 一 ,

(6
.

i o a
)

1
毛D j

—2拼

(
e
) 又

: ‘
一

a ‘, + 几
. , == 0 (6

.

10 b)

3
一万丫一 P = U
艺拼

“‘ , ‘== 0

。‘, + 。. ,夕+ 粤
; u , , 。占‘, 一 ; (。

. , , + 。, , 。
)= o

O

、沪
‘

、声
J

de了.、了
l几、

自然边界条件

2
。 _ , ,

‘, ) 几”‘十了拜
几 , , n ‘一 z 拌几‘, n , 一J = 0 (厂

‘

)

2
, ‘ , . , 。

气g ) 几n ‘ 一 二丁户脉川
‘
一胡

几‘J”J个 八‘二 U

O
(厂a)

(6
.

1 0 f)

(6
.

10 9 )

2
, _ , ,

。

胡
‘ 十二拼几助刀

‘
一 艺拼几 ‘J月J 十 汀‘~ U

O

u 。一口
‘
二 0

(厂
。

)

(厂
a

)

(厂
。

)

(6
.

1 0 h)

(6
.

1 0 1)

(6
.

1 0 ))

i)j)h)
了.、了.、了.、

应该注意到 (6
.

zo d
, e ,

i
,

j)分别为原来的约束条件 (6
.

1 )
,

(6
,

2 )
,

(6
.

3 )
,

(6
.

4 )
.

从 (6
.

i ob )
,

我们求得

1
_

人‘, = 一
~

万万
~

。‘, (6
.

1 1)

很易从 (e
.

1 0 d
, e

) 和 (6
.

1 1 )证明 (6
.

1 0 e
) 也是满足的

.

把 (6
.

10 e
)

,

(a
.

1 1 ) 代入 (6
.

1 0a )
,

得

口u ‘
.

侣
. 。 , . ‘ _ 、

口

借升+ p “, u ‘, k 一PF
‘一久

, ‘一 p
, ‘一 a ‘, , , == 0 (6

·

1 2 )

和 (2
.

4 ) 相比
,

即可求得

几== 一P (6
.

1 3 )

把 (6
.

1 2 )
,

(6
.

2 4 ) 代入 (6
.

1 0 f
,

g ,

h)
,

得
a ‘, 。, 一了

. = o (厂
,

) (6
.

z 4 a
)

a ‘声, + 久‘= 0 (厂
.

) (6
.

i 4 b)

伪 , n , + 二‘== 0 (厂
。

) (6
.

1 4e )

(6
.

1 4a) 给出了受力边界的条件(2
.

1 1 )
,

而 (6
.

14b
,

c) 给出久
. , , . 两种待定的拉氏乘子

几‘== 一a ‘, n ,
(厂

,

)
; 二 , = 一a ‘, n ,

(厂
。

) (6
.

1 5 )

这样就求得了全部方程和边界条件
,

以及全部待定的拉氏乘子
,

把它们代入 (6
.

的 式
,

即得

不可压缩的粘性流体流动问题的三变量的广义变分原理
,

其泛函为
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; 丁
「f「 I f 二

。 .

2 。 , . _ _ 、

飞
,

1 1 ‘砂 =
1 1 0

一 1 1 1 一二二了 。‘了i 仃” 十P O “ 十不
~
拼“合

, 今o 仃一 拌Lu ‘, 夕十 u 夕, ‘少 广u 丁

J J J 下 艺拼
、

L J
。

声

f(( ( 。 1
.

3
,

丫
,

f ff
.

一 l! ! 布P I’ ‘u ‘一
一

下丁 口今l口含l
十 一丁二甲P

一

r a r 一 ! l ! P u ‘, ‘a r
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一
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ff
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J J 厂
0

J J 尸
。

J J 矛
.
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.

1 6 )

其中

““
。
一

J{{
,

、

{鲁
+

一
, ,

王
“一d ·

(6
.

1 7)

凡 u , ,
a 。, ,

p 使

dI7 兮
,
== 0 (6

.

1 8 )

即使 刀甲
,

为驻值者
,

即为不可压缩粘性流体流动问题的正确解
.

这个广义变分原理业已消除了一切约束条件
,

是一个完全的广义变分原理
.

七
、

可压缩的粘性流体流动问题的变分原理

前面讨论的都是不可压缩的粘性流体的流动问题
.

现在让我们考虑液体按压缩系数线性

变形的物态方程 (2
.

10 )而变化的流动问题
.

我们的问题是
,

在体积
r
内

,

P
,

p
,

山 , , “。满足 (l) 运动方程 (2
.

4 )
,

(2)连续方程 (2
.

7 )
,

(3 ) 应力流速关系(2
.

1)
,

(4) 液体的物态方程 (2
.

1 0)
,

在边界面 r = r
。
+ 厂

。
+ 厂

。

上
,

分

另lj满足 (2
.

1 2 )
,

(2
、

1 2 a
)

,

(2
.

1 3 )
.

求 p
, p

,
a ‘, , u ‘的解

,

让我们把本题化为在约束条件 (2
.

7 )
,

(2
.

1 )
,

(2
.

i Za
)

,

(2
.

2 3)诸条件下
,

求 P
,

p
,
。‘,

,

u ‘满足运动方程 (2
.

4 )和受力边界条件(2
.

1 1) 的解
.

让我们用权余法
.

称

。
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.

二 丫
。 , .

ff
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,
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一
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.

2)
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。 ,

r
,

上

(7
.

3)
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.

1)
,

得
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一{{{

,

{
。

鲁
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一
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‘
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合
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·

一
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‘
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‘
。
H
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让我们选用

万
‘
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.

5 )

于是 (7
.
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dH , e 一
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, J一 份J , ‘)

乙 王
“一仃

, 、,

; 纵二
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.
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.
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一
CT ‘J、

~

下
,
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.
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,
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.

1)
,
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.
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.
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.
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祭
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一
, , 一声

·

〕
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+
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命
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2
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二。

了
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一
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金
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p

祭
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一
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‘
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。
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:
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:
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,
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。

一
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p

鲁
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一
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〕
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万
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,

内压 P做的功

(7
.
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.
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所以

11
,
』

。 = 流动的功率消耗

因此
,

我们有可压缩粘性流动问题的最大功率消耗原理
:

(7
.

10 )

在满足条件 (1) 连续方程 (2
.

7) 式
,

(2) 应力流速关系 (2 1) 式
.

〔的 液体物态 方 程

(2
,

1 0)式
,

以及 (4 ) 固体边界 (厂
a
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。

)上的已知流速条件 (z 12 a )
,

(2
.

13 )式

的一切 p
,

p
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山, , u ‘

中
,

其使流动的总功率消耗 刀
尸。

【(7
.

1 1) 式」为最大的 p
,
p

,

丙 , , “‘,

即为可

压缩粘性流动问题的正确解
.

证明
:

设 p
,

p
,
a ‘, , 。‘

为正确解
.
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,
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,

a ‘, + 6。
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值
,
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份
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.
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(
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。
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⋯
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丫
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一
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静
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.
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,

我们有
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.
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·
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J J J 兮 、L 口 咨 J 夕 J J 刃‘,

由于 舀u
‘

在
:
中和在 厂

,

上都是独立的
,

(7
.

2 5 ) 中即导出运动方程 (2
.

4) 和边界条件 (2
.

1 1)

式
.

这就证明了 汀
, 。

为最大的必要条件
.

现在从 (7
.

22 )式证 明 汀
, 。

为极大的充分条件
:

从运动方程 (2
.

4) 式
,

我们有
。

「 日“‘
.

杯 1
0 I P 万石一 + p 忿‘。u ‘, *

一P厂 ‘
l= 。口‘, ,

夕

L U ‘ 4
(了

.

2 6 )
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.

2 2 )
,
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。

上
,
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在 厂
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厂
。

上
,

叔
,
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,

所以
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.
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1
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_

、

丫
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这一点很易证明
,
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2
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二
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丫
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己
2
刀 , 。< 0 7
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是 11 , c
为极大的充分条件

,

亦即证明了可压缩粘性流动问题的最大功率消耗原理
.

八
、

可压缩性粘性流体的流动问题的广义变分原理

让我们引进 几
,

击, , 二
,

脚
,

个 诸拉氏乘子来解消最大功率消耗定理的全部约束条件 〔即
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.
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,
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.

1 1 )
,
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.
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.
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.
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.
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从 (s
.

s d
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这里很易看到
,

对于约束条件(8
.

5f
, g )而言

,

I了; 。仍没 有 解 除
,

所 以
,

是一种临界状

态
‘7 ’。

可压缩粘性流体的流动问题的广义变分原理
:

在满足 ( 1 ) 连续方程(2
.

了)式
,

( 2 ) 液体物态方程 (2
.

功) 式两个条件的一切 a 。, , 。。.

P
, 户 中

,

其使刀声
。
(8

.

10) 式为驻值的 at , , “ , ,

P
,

p
,

必为可压缩粘性流 问题的正确解
,

为了进一步解除连续方程和物态方程的约束(临界约束〕
,

我们可 以 采 用 高阶拉氏乘子
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新的泛函可以写成
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厅丸见 (8
.
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.

很易证明
,

变分后的自然条件是可压缩粘性流体力学问题的一切方程和边

界条件
,

而 久斗O 则是一个任选的标量
.

可压缩粘性流体的流动问题的更一般的广义变分原理
:

凡使 刀G 入(粘) 为驻值的 P, P, uf, a’ , ,

必为可压缩粘性流体流动问题的正确解
·
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