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摘 要

木文对随机集值映射和随机集值映射组证明了几个新的随机不动点定理
.

然后我们给出了所

得结果对非线性随机积分方程组和随机微分方程组的某些应用
。

我们的结果改进和推广了【4~ 7
,

9,

11~ 17 〕中的若于最近结果
。

一 己 g 性全
、 偏产 . 「】

众所周知
,

随机微分方程
、

积分方程和算子方程的理论已在工程
、

物理
、

生物和系统科

学中得到广泛应用
‘” “ ’吕’.

而随机映射的不动点理论又为求解这些随机方程提供了非 常有用

的工具
.

正如 B har uc h a 一
R ei dt “’指出

,

得到各种决定性不动点定理的随机推广将是有兴趣和

有价值的
.

在本文中
,

我们首先得到 T S in g h
;

W h itfie ld ‘们和 C z e r iw ik“ ‘
关于决定 性集值映射

和映射组的最近结果的改进和随机推广
,

从而使Ito h ‘
“’,

A n d r
us

;

Ni
shi ur

a ‘7 ’等人的巳知结

果成为我们的结果的特殊情形
·

然后讨论了我们的结果对于随机积分和微分方程组的 某 些应

用
。

我们强调指出我们的关于随机集值映射组的不动点定理和有关结果的应用是 全 新的
,

它

们将对许多从实际问题中归结出来的随机积分
、

微分和算子方程的求解问题提供极有用的工

具
.

二
、

定 义 和 引 理

全文中设(X
,

d )是一 Pol is h 空间
,

即是一可分完备距离空间
,

(口
,

并
,

尸)是一完备概率

空间
.

C B (X )表 X 的一切非空有界闭子集的族
.

男表X 的一切 Bor el 子集的 。一

代数
,

对任意

戏X
,

B c= X
,

D (二
,

B )= in f{d( 二
,

刃
:
证B }表二到B 的距离

.

H (
· , ·

)表距离d在 C B (X )上诱导

的 H a u sd or ff 距离
.

(C B(X )
,

H )构成一完备距离空间
.

定义2
.

1 称映射T : 口, C B (X )是可侧的
,

如果对任意开集B c X
,

有

T
一 ‘

(B )二玉。(口
: T (。) n B 今必 }(滩

钱伟长推荐
.
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称映射
“ : 口。X 为可测映射 T 的一可测选择

,

如果
。是可测的且有u( 。)(T (。)

,

V 。(口
.

注意到我们定义的可测性是 H im m e lb e r g ‘. ’意义下的弱可测
.

定义2
.

2 设 (X
‘,

叭) (‘= 1 ,

二
,

的 是 Pol ish 空间
,

称 映 射 T ‘: 口 x X , x ⋯ x X
.

‘

C B (X
‘

) (i= 1
,

⋯
,

n) 是连续随机集值映射组
,

如果

(i) 对每一 。(口
,

T
。

(。
,

⋯
, ·

)
: X : x ⋯ x X

。

, (CB (X
‘
)

,

H .) (i == 1 ,

二
,

心 是连续的 ,

(11) 对每一 (* 1 ,

⋯
,
二。 )(X

I X ⋯ x X
。 ,

T ‘
(

·
, 二 1 ,

⋯
, 二。) (‘= 1

,

⋯
, 。
)是可测 的

.

引理 2
.

1 设 (X
‘,

d
‘

) (i = l
,

⋯
, n

)是 P o lish 空间
,

T ‘ :
口 x X , x ⋯ x X

。

, C B (X
‘

)

(i = 仁 ⋯
,

心是连续随机集值映射组
,

则对任意可测映射二‘ : 口, X ‘ (或称 X ‘一

值随机元),

(i= 1
,

⋯
, 。
)

,

T ‘
(

· ,
劣、(

·

)
,

⋯
,
二。

(
·

))是可测的
,

(或称T ‘
(

· , x 一(
·

)
,

⋯
, x .

(
·

))为C B(X
.
} 值

随机元 )
,

(i = 1 ,
·

~ ,

n)
·

一
‘

证明 因为为(。)是X
,

一

值随机元
,

故存在取可列多个值的X
, 一

值随机元序列 魂g 我。)};
, 。

收敛于二‘(。 ) (i= l
、

⋯
,

的对每一。(口
,

令

T ‘
(。

, g 货(。)
,

⋯
, 夕: (。))= F 份(。) (‘二 i ,

⋯
, n , m ) 0)

则对每 一开 集 B c X
,

我们有

谧。(口
:F 令(。)门B 斗曰 }= U

了卫. ,

n谧。(口
:占r

’1

(夕梦(。) }门⋯

U {。(口
: T

。

(。
,

舀哥
, , ,

⋯
,

舀套
, ,

.

) n B 斗必 }
夕 . 1

门{。好口
:
穿思

’ J
、

玲夕份(。 )卜 (i= 1
, ·

⋯
n ,

m 》0)

其中通鱿”
,

片 , 一 ,

为X
‘

值随机元 衅(。 )所取的可列多个值
·

因此

F 梦(。)是可测的
.

从而福T
。
(。

,

衅(。 )
,

⋯
,

衅(。 )) };
一 。

是一C B (X
,

)
一

值随机元序列
。

又因川(。 )

”为(。) (‘= 1
.

⋯
,

n) 和T ‘
(。

, · , · ·

⋯ )是连续的
.

因此T ‘
(。

,

气(。)
, · ‘· ,

介(时)是C 丑(X
‘)

一

值

随机元
。

注 2
.

1 在引理2
.

2中
.

如果 。= l作为特殊情形
,

我们得到Ito h‘6 ,的命题 2
,

B h a r u eli a 一R e id [ 1
,
p

.

75 ] 的定

理2
.

封 和王梓坤〔91 的引理l的改进和推广
.

引理2
.

2 设S
,

丁 :幻 , CB (X )是可测映射
, “ :口 , X 是 S 的一可测选择

,

则 对任意可测

实值函数a: 口 , (1
,

oQ )
,

存在 T 的一可侧选择。口 , X 使得

d (
u
(。 )

, v
(。))《a (。 )H (S (。)

,

T (。)) (2
.

1 )

证明 由H im m el ber g 〔8
,

定理 5
.

6〕知分别存在S和T 的可测选择序列{“
。

}和 {v
。

}使 得对

每一。(口有 {u
。

(。 )} == S (。)
,

{。
。

(。) }= T (。)
.

由此推得

仃 (S (。 )
,

T (。 ))= m a x {华p ‘呼d (
u‘
(。)

, “ ,
(“ ))

,

s,u
p ‘号‘ d (

“‘
(“)

, “, (“))卜

因此H (S (
·

)
,
T (

·

)) 是 g 上的非负可测实值函数
。

定义了
:口 x X , 刀和 G : 口 , 2x (X 的一切子

集的族) 如下
:

f(。
, 二)二 d (

u
(。)

, 劣)一a (。)月 (S (。)
,

少(。))

G (。)== {二(T (。)
:
f(。

, x )< 0 }

由Ito
“ [6

,

命题3 1知G 是可测的
·

因此由G 、
(Q, )= 拼丈石) (。(。)定义的映射G : , 。”C B(X )是可

测的
·

从而由K u r a to w sk i
;
R y ll

一
N a r d z ew sk i [1 0

, p
.

3 8 9 ) 存在可测选择
“ , 口、X

,

使
v
(。)(

G :
(。)

,

V 。(口
.

显然
。
(。)好T (。 )

,

V 。(日且满足 (2
.

1 )
.

令(
a ‘, 。

(。))是一
n x n

矩阵
,

其中
a ‘, . ‘g , [ 0

,

oo ) (i声= i ,

⋯
, ”) 是非负实值可测函数

.

定义
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· ,
, : (。卜 {:黑

O, )

(i= k , 亡
,

存= i
,

⋯
, n ;。(口)

(2
.

2 )

ra
a ;言孟(。 )= 弓

、a

夏
, :

(。)
a
;
二 。 , ‘, ;

(。) +
a
l

, , , :

(。)
a
;

, 。+ :

(。)

轰
, :

(。)
a
}

, . , 。, .

(。)一
a
l

, : , ,

(。 )
a ;

, 。, :

(。)

(f今九)

(泣= k )

(l = 1
,

⋯
, n 一 1 ; 1

.

k = l
,

⋯
, n一 0

引理 2
.

3 设内
,

式。) (‘
,

k = 1
,

⋯
,

n) 是非负实值可测函数
.

则随机不等式组

(2
.

3 )

艺
a ‘, :

(。)
r 一( r‘ a

.

5
.

(i = i ,

⋯
, n
)

‘一 1

(2
.

4 )

(
a

.

s
、

表几乎处处 ) 有可测正解
r 。
(。)> 0 a

.

s .

(介= 1
,

⋯
, n ) (即兄

a ‘, :
(。)r

。
(。)( r ‘(。 )

a. “
.

声= 1
,

⋯
,

心的充要条件是
a l

, ‘
(。)) 0 a . s

.

(i= 1
,

⋯
, n + 一l, l= 1 ,

⋯
, :
)

证明 当n = 1时(2
.

4 )式为
a , :

(。)
r , ( r , a

.

5
. ,

即a l
, ,

(。 )
r , ) 0 a

.

s
.

显然此随机不等式有可测正解的充要条件是时
, :

(。)> 0
.

故引理对
n 二 1成立

。

当n = 2时
,

(2
.

4 )式可化为等价不等式组

(2
.

5 )

{
a 盔、:

(o, )
r l一 a 兰

, :

(。 )
r :

> 0

一 a 受
, ,
(。)

r , + a盘
, :

(。)
r :

> 0 a
.

s

(2
.

6 a )

(2
.

6 b )

设不 等式组(2
.

6 a
)

,

(2
.

6 b )有可测正解
r ‘(动 > 0 a

.

s
.

(i = l
,

2 )则由(2
.

6 a
)和(2

.

6 b )知必

有时
:

(。)
,

时
:

(。)> 0 a
.

s
.

否则将得出矛盾
.

于是由(2
.

6 a) 可得

一(。)
棍长黯

r Z

‘。,
a 。 5

.

代入(2
.

6 b )可得
a
孟

, .
(。)

a 委
, :

(。)一
a
盔

, :

(但如生
竺里(些)

a
盆

, .

(。)

因此必有
a 老

, .

(。)> 0 a
.

s
.

反之设
a盖

, ,

(。)
, a 老

, :

(。)
, a李

, ,

(。)> 0

r ,

(。) = 呈}长豁
r Z

‘。, > 0
a

。

S

a
.

5
.

则必存在正可测函数犷2

(。)> 0 a
.

s
.

和某正数
8
> 0使得

a 之
, .

(。)
r :

(。)一
。> 0

例如取r :

(。)二二了斗六和
。< 。< 2

.

从而有

二
, t 、山j

a 全
, ,

(。)
r :
(。)一

。

a
全

, ,

(。 )

a
。

5
.

> 0 a .

s.

现在令
一(O, 卜 砰决可

〔“ ,
, ,

‘。, 一‘。 , + ·, 二 ,
·

显然
r , (。 )> 0 a

.

s .

是正可测函数
.

容易验证
r ,
(。 )

, r :

(。 )是随机不等式 组 (2
.

6a )~ (2
.

6 b) 的

可测正解
.

故对
。 , 2 时引理 2

.

3成立
.



壑
_ _ _

_
_

工_
_

竺 苹
_ _

_
_

_

当n = 3时
,

(2
.

4 )可化为等价随机不等式组

!
“‘

,

:(宁飞
一 。‘

,

:‘t)r 飞
一“
’

,

{‘t)r 卿
.

)
一“

{
’ ‘

愁
口

{
r ‘十 “

{
”

甲犷
’

下
“

{
’‘

甲丁
,

了艺
(一 a 去

, i L口少r r一 a 吞
, : L。少r Z 一 a 云

, 3 气。少r 3
尸

夕 U

(2
.

7 a
)

(2
.

7 b )

(2
.

7 e
)

设随机不等式组(2
.

7a )~ (2
.

7e )有可测正 解
r ,
(。 )

, r :

(。)
, r 3

(。)
,

则必有
a
}

, ‘
(。)> 0

a
.

5 .

(i“ 1
,

2
,

3 )否则将导致矛盾
.

由(2
.

7a) 可得

一(。, > 可:九叮
〔·‘

, :

‘。, 一 (山 , + ·
‘

, 3
‘。 ,

犷3
‘。 ,“

a . , .

代入 (2
.

7 b)
,

(2
.

7 。)经计算化简可得

ra f
, ,

(。)
r Z

(。)一
a全

, 2

(。)
r 3

(。 )> 0

L一 a 重
, ,

(。)
r :

(。) +
a 圣

, :

(。)
r 3

(。)> 0 a
.

s
.

(2
.

sa
)

(2
.

sb )

由,‘二 2 的讨论可得
a 受

, ,

(。)
, a 受

, 2

(。)
, a
全

, ,

(。 )) 0 a
.

s
. ,

因此对。= 3时引理 2
.

3的必要性成立
.

反之设
a
l

, ;

(。)
, a盖

, :

(。)
, a丢

, :

(。 )
, a釜

, :

(。 )
, a呈

, 2

(。)
, a全

, ;
(。)> 0

· a
·

S 一由对 n 二2时的讨

论知存在随机不等式组(2
.

8 a
)一 (2

.

8 b) 的可测 正解
r Z

(。)
,
r 3

(。)和某正数
。
使得

}
“,

,

“。 ,
r Z
‘。 , 一

“,
, 2

(。,
r 3

‘。,一> ”

t 一雌
, ;
(口)

r :
(。) +

a霆
, 2

(。 )
r a

(。)一
‘> o a

。

S
。

令

一‘。,

气矛;灸可
〔·‘

, 2

‘。, 一 ‘。, + ·
,

, 3

(。, 一‘。 , + ·〕
一

显然
: :
(。 )> 0 a

.

s
.

是正可测函数
,

容易验证此时
, :
(。)

, r :

(。)
,

ra (。) 是随机不 等 式 组

(2
.

7 a
)~ (2

.

7 e
) 的可测正解

.

重复上述论证经有限步可证得引理结论成立
。

注2
.

2 引理 2
.

3 是 M a tko * ski 〔11
,

12 1 的引理的随机化推广
.

由于未能见到原结果的证明
.

这里的证

明是由我们给出的
.

三
、

随机集值映射的不动点定理

定理 3
.

1 设 T : 口 x X , CB (X ) 是连续随机集值映射
,

如果存在可测实值函数 九
:
口 ,

(0
,

1 )
, a

.

s
.

使得对一切戈
,

成X

H (T (O,
,
二)

,

T (。
,

。))、k (。) m a x

{
d (二

,

。)
,

D (二
,

T (。
,
二))

,

D (。
,

T (。
,

。))
,

D (。
,

: (。
,
二)

,

知(二
,

T (。
,

。))不
。

.

‘ 夕
(3

.

1)

令凡(X
,

二 ,
(。 )是T (。

,
二。)的一可测选择 (由假设知二 1

(。)存在
,

可见证明) 和令 《。 ) 是满

足0< 城。)< 叹。)< 1 a
.

s
.

的任意可测实值函数 (如叹。 )= 材袱可 即合要求 )
.

则存在可测

映射尹
:
g 、X 使得广(。)(T (。

,

x 釜 (。))
a

.

s
.

和d (x
。,

二釜(。) )簇

x 份(。 )是T 的一随机不动点
.

d (二
。 ,

x l
(。))

1 一几(。)
a

.

5
.

目p

证明
.

任取气(X
.

令丸(。)二二
。 a

.

s
.

由具有
, = 1的引理 2

.

1
,

T (。
,

丸(。)) 是 C B (X )
-

值 可测映射
.

因此由〔10〕
,

p
.

3 8如 或〔13 〕
,

定理 班
.

8
,

存在T (
· ,

凡 (
·

)) 的间测选择
二 ,
(。)

.
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二二
,

_ _ .

,
_

、、 * 。二、。 。 。 叹。) 、
、 _ _

二
, 、 ,
、 二 ,

,
。 。

* * 二 ,
_

_ ‘
_

、、
, 二

沙、 !} U J 、
’ , 汤 1 、” ,

~

日二 7三 勺 口封 p U . 夕、 卜勺l
一

云砂
一

,
二、

- 曰尸 沪尹 i 。
·
。

。 ,
刀. 叱人 口匀 匀 I J兰E ‘

·
‘ , 寸」. 月工

J 、
一 , 汤 1、

一

, , 只 幼 ”J

“、“声,

测选择 凡(。) 使得

、(二
:
(。)

, : :

(。))(
一

愁典
一

、(: (o,
,
二。(。))

,

: (。
,
二 1
(。 )))

伟、‘口 I

由归纳法可得到一可测映射序列 谧x
。

(。升 满足

�粉
x 。 十 ,

(。) ( T (。
,
二。

(。 ) )

d ( 二
。

(。)
,

劣。 , ;
(。) ) ( H ( T (。

,
二。 一 : (。) )

,

T (。
,

二 ,

(。) ) )

由 ( 3
.

1 ) 式我们有

d ( X
·

(。)
,

一 (。 ) ) (

斋
H ( T (。

,
二
一 (。 ) )

·

T (。
,
二·

( O, ) ) )

《“(。 ) m a x

{
d ( 二一 , ( 。 )

, X ·

(。 ) )
,

D (
二一 : ( 。 )

,

T ( 。
, 二一 : ( 。) ) )

,

D 。二
·

。o, )
,

T ‘。
,

“· (口, , ,
,

D ‘!
·

‘。,
,

T‘。
,
X

一‘Q, , , ,
,

静
‘“一‘。 ,

,

T (。
,

二 (。 , , ,王

《‘(。 ) m 一{
d ( ! 一 (口,

,

X ·

(。 , ,
,

专
〔d ‘“一‘“,

,

、‘“ , , + d‘“
·

“,
·

二· , ,
(。) ) 〕}

a
.

5
.

二、
, , , 、 、 /

, _ ,

。、 几(。 ) /
, , _ 、、 _ _

,
仁、l / 梦 几、山 , 、、、 i 。

。
。

.

到适 口 石 一亏了刃可、、 几、山 , 。
·
。

·

刃目
‘
一几、山 ,

‘(二
·

(。 )
, : . , ,

(。 ) )《

粤
〔d ( 二一(。)

,
二·

(。 ) ) + d ( 二
·

(。)
,
二

一 (。 ) ) :

蕴含

d ( 二
·

(。 )
,

一 (。) ) 、厄
架箭

d ( 二一 (。)一‘
。 , , < “。 ) d ( 二一 (。 )

,

二 (。) )

从而得到

d ( 二
。

(。 )
,

二 . + 1
(。) ) 《久(。 )d ( 二卜

,
(。)

,

二二

(。 ) )
a . 5

.

( 3
.

2 )

因为。< 义( 。) < 1 a
.

s
. ,

故( 3
.

2 )蕴含 通二
。

(。 ) }
a

.

s
.

是一 C a u e h y 序列
。

令 二 .

(。 ) , x 势 ( 。 )
a

.

s 作为可测映射序列的极限 尹 (o, ) 是可测的
.

又由 ( 3
.

1) 式有

D ( * 釜 ( 。)
,

T (。
,

尹 (。 ) ) )《D (户 (。 )
,

T (。
,

二。 (。) ) ) + H (T (。
,
二。

(。 ) )
,

T (。
,

尹(。) ) )

《d‘”‘。,
,

二二 :
(。 , , + “( O, ) m a X

{
d ( 二

·

(。 )
·

” (。 , ,
,

D ( 二
·

(。 )
,

T (。
,
二·

(。) ) )
,

D ‘”‘“,
, T ‘。

·

”‘。, , ,
,

D ‘”‘。 ,
,

T ( 。
, 二·

(O, , , ,
,

合
D ‘

二·
‘。,

,

T (。
,

二· (。 ) ) )}
( d (”(。)

,
二·、: (。, , + k(。) m a x

{
d ( 二

·

(。)
,
x ,
‘。, ,

,

D ‘
二·
‘。 ,

,

T ‘o,
,
x ·

(。) ) )
,

D ‘”‘。,
,

T ‘。
,

“
“, , ,

,

d‘”‘。,
,
X
一‘。, ,

,

韧‘, ·

‘。,
,

T ‘。
,

”‘。 ) ) )} 一
在上式中令 。”OO 得到
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D (尹(。 )
,

T (。
,
二势(。 )))( k(。 )D (二

爷
(。)

,

T (co
, x 苦

(。)))

因k(。 )( 1 a
.

s
.

,

所以 D (
二.
(。)

,

T (o,
, 二井(。)))= 0 a

.

s
.

从而推得尹(。 )(T (。
,

户(。)) a
.

s
.

即户(。)是T 的一随机不动点
.

又由(3
.

2 )我们有

d (二
。 , x 。 十 :

(。))( 乙 d (x
,
(。)

, 二, + :
(。))( 乙 [又(。)〕

扮d (x
. , x :

(。))

/ d (x
。, 二 :

(。))
、一 I二双可

~

在上式中令
n , OO 我们得到

、(二
。, 二,

(。))《匹势粤辩单
。 .

5
.

i
一几、山 j

上式给出了随机不动点尹 (。) 距离初始点
二。的界

.

注3
.

飞 定理3
.

1是 Si ng 玩 W hi tf iel d [ 4〕中定理 1的改进和随机推广
.

这里我们顺便指出[4 1中定哩1仅于

S = T时结论成立
.

因为压缩条件(a) 是非对称的
,

故在该定理的证明中由 (2) 式和归纳法不能得到 (3)式 (见

〔4 lp
.

120)
.

因此原定理证明是错误的
,

定理3
.

1 也改进和推广 T lto h ‘6 ‘的定理和 A n d r u s ; N ishi住r a [ 了]的定

理 3
.

1
,

定理3 8 (A )和定理4
,

4 (A )
.

这是因为定理3
.

1的证明对可测空间(口
,

才)仍成立
.

定理3
.

2 设 (X
,

d )是紧距离空间
。

S
,

T : 口 x X , C B (X )是连续随机集值映射
。

如果对一

切x
,

夕(X
,

H (T (。
,
二)

,

S (。
,

g ))< m a x {d (二
,

y)
,

D (x
,

T (o,
,
x ))

,

D (g
,

S (o,
,

g ) )
,

冬[刀(二
,

s (。
,

。)) + D (。
,

T (。
,
二)) 1 }

a . 5 .

‘
(3

.

3 )

则S和T 的随机公共不动点集重合且非空
.

证明 由定理的假设和丁协平 〔14
,

定理 61 知歹(。) = 硬。(口
:
成S (。

,

x) n T (。
,

x) 十今必

a
.

s
.

因为紧距离空间显然是一Pol ish 空间
.

故由【7
,

定理 2
.

5〕
,

存在可测映射 尹
:口、X 使得

尹(。)(S (。
,

x 肠(。 ))门T (。
, x 爷

(。 ))
a

.

s
.

即S 和T存在随机公共不动点 x 赞(。)
.

利用 (3
、

3 ) 式

容易证明S的随机不动点集与T 的随机不动点集是
a

.

s .

重合的
。

故定理 3
.

2结论成立
.

注 3
.

2 定理 3
.

2是〔15] 的定理 2推广到映射对的情形
,

显然定理3
.

2容易被推广到映射族
。

四
、

随机集值映射组的不动点定理

定理4
.

1 设(X
, ,

d ‘) (‘= z
,

⋯
, ,
)是 Po lish 空间

,

S ‘
,

T ‘, 口 x X : x ⋯ x X
。

, C B (X
‘
)

(i = 1
,

一
, 。
)是连续随机集值映射组使得对一切介

,

夕, (X 。
(k = 1

,

一
,

心
.

H
.
(S

‘
(o,

,
二、

,

⋯
,
二。 )

,

T ‘
(o,

,

梦: ,

⋯
声

夕。 ))

《乙
a ‘, :

(。)d
:
(二

。 ,

夕, ) + b(。) [D
‘
(二

‘,

S ;
(。

,
二 : ,

⋯
,
二。 ))

+ D. (夕
‘,

T ‘
(。

,

夕, ,

⋯
,

夕。))〕+
c
(。 )[马(

x ‘,

T ‘
(。

,

, : ,

⋯
,

夕一))

+ D ,
(9

. ,

s
‘

(。
, 二: ,

⋯
,
二 .

)) ]
a

.

5
.

(‘== 1
,

⋯
, n
) (4

.

1)

其中
a ‘, ,

(。)
,

b(。)
,

e
(a, ) (i

,

k == i
,

⋯
, n
)是非负实值可测函数使得由 (2

.

2)和 (2
.

3 )式 定义的

a:,
. (司满足 (2 5 )式

,

且有
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o ( Zb(。) + Z c
(。)< l一口(。 )

a
.

5
. ,

q(。 )= m ix (
r厂’(。 ) 乙

a 。 , 。(。 ))
, r ,

(。 ))

和 r 。
(。)> 0 a

.

s
.

(k = i
,

⋯
, 。
)

是随机不等式组 (2
.

4) 的一可测正解
.

则随机集值映射组 S
。

(‘二 1
,

⋯
,

n) 和随机集值映射组

T
‘

(泣= 1
,

⋯
, n
)存在公共随机不动点

.

即存在可测映射 x 丈(。) (秃二 l
,

⋯
,

n) 使得
x 忿(。)(S

‘

(。
, * r(。)

,

⋯
,

二贯(。))和 二兮(。 )(T
‘

(。
,
二贯(。)

,

⋯
,
x 忿(。))

a
.

5
.

(‘= 1
,

⋯
, 。

)

并且S
‘

(i = 1
,

⋯
,

心 的随机不动点集与T
‘

(i 二 1
,

一
,

n) 的随机不动点集
a

.

s

一致
.

证明 由引理 2
.

3和试。)的定义知或o, )是一可测实值函 数 且 有 。< 试。)< 1 a
.

s
. ,

从而
Zb(。) + Ze

(。 ) + q(。 )是一可测实值函数且有o < g (。) + Zb(。) + Ze (。 )< 1 a
.

s
. ,

因 此存在一

可测实值函数
a
(。 ); 。(。 )> i

, a
.

s
.

使得Za
(。)b(。) + Z a

(。 )
c
(。 ) +

a
(。)a (。 )< 1 a

.

s
.

(例如

取
a
(。)一 (2。(。) + Ze

(。) + 。(。))
一

贵 。
.

。 .

即合要求 )
.

任取 川 (X
‘.

令 川 (。) = 二 ? a
.

s
.

“= i
,

⋯
, n
)

.

由引 理 2
.

1 知S
‘

(
·

, 二
全(

·

)
,

⋯
,
二三(

·

))为

CB (X
‘

)
一

值可测映射 (i~ 1
,

⋯
, ”
)

,

由【1 3
,

定理 1
.

81 存在凡(
· ,

川 (
·

)
,

⋯
,

欢 (
·

)) 的可测选择

对 (。)(‘= 1
,

⋯
,

n)
.

于是又由引理 2
.

1知 T ‘
(

· ,

对 (
,

)
,

⋯
,

二
二

(
·

))为CB (X
‘

)
一

值可测映射 (‘二 1
,

⋯
,

n)
.

根据引理2
.

2
,

存在 几(
· ,

对 (
·

)
,

⋯
,

对 (
·

))的可测选择川 (。) (f二 1
,

⋯
,

n) 使得

d
‘

(二圣(。)
, , 考(。))《

a
(。 )H

,
(S

‘

(。
,

二犷(。)
,

⋯二君(。))
,

T
‘

(。
, 二圣(。 )

,

⋯
,

x 盖(。)))
a

.

5
.

(‘= i
,

⋯
, n )

重复上述论证
,

由归纳法我们可选得可测映射序列 王畔 (。 )踢
二 。

(f= 1
,

⋯
,

n)
.

使得

二矛价
+ ’
(。) (S ‘ (。

,
二资饥(。 )

,

⋯
,
二盖价(。))

二釜m
十2

(。) ( T
‘

(。
,

x 专饥
+ ’

(。)
,

⋯
,

二盖协
+ ’
(。))

d ‘(二矛
“ + ’

(。)
,
二李“

+ ’

(。))(
a
(。) H

‘

(S
‘

(。
,
二俨(。 )

,

⋯
, : 蕊解(。))

,

T ‘(。
, 二登价

’ 1
(。)

,

⋯
,

二黔
+ ’
(。)))

d ‘(二矛
仍 十“

(。)
,
二矛价

十 a

(。))《
a (。)H

‘(T
‘

(。
, 二荃仍

+ ’
(。 )

,

⋯
,

二二爪
十 ’
(。 ))

,

5 .
(。

,
二爹价

+ 2

(。 )
,

一

a
。

S
。

, 二盖, 十 ,

(。 )))

(m = 0
,

1
,

2
,

⋯
;

二
’ , n

由(4
.

1 )式我们有
d 。(二洛(。)

,
x 犷(。 ))(

a
(。 )H

。

(S
‘

(。
,

x 贾(。 )
,

⋯
,

二 2(。 ))
,

T ‘
(。

,

二盆(。 )
,

⋯
,

二乙(。)))

《 a(。 ) E
a , , ,

(。 )d
。

(二忿(。 )
, 二t(。) ) + b(。 )(D

‘

(, 兮(。 )
,

S
‘

(。
,
x 全(。 )

,

⋯
, 二 2(。 )))

+ D
‘

(
二飞(。)

,

T
‘

(。
,
二1(。)

,

⋯
,

二蕊(。)))) +
e (。)(D

‘

(二兮(。)
,

T
‘

(。
,

二1(。)
,

⋯
, 、轰(。 )))

+ 。‘
(
* ; (。 )

,

s
‘

(。
, X : (。 )

,

⋯
,

, : (。)) ))〕
了

(
a
(。 )「立

。‘
, 。

(。)、
。(二 : (。)

,
二 :(。))十。(。)(、

‘

(二 : (。)
,

二 :(。) )十、
‘〔二 ;(。)

,

二 : (。 )))
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+ 。
(。)(、

‘
(二 ;(。 )

,
二 , (。 )) + d

!

(二 :(。)
,

二 :(。)))〕

《
a
(。 )乙

a ‘, :

(。)d
。

(二忿(。)
, ,
支(。)) + a

(。 )[b(。) +
c
(。) ](d

‘
(“兮(。)

,
, 誉(. ))

舌一 1

+ d ‘
(二番(。 )

, x : (。)))

由随机不等式组(2
.

4 )的齐次性
,

d 。(x 月(。 )
,
二孟(。))(

r ,
(。 )

于是有

a
.

5
.

(公= z
,

⋯
, n
)

不失一般性我们可假定
a

.

5
.

和 r ,
(。)》 1 a

.

5
.

(存= l
, ·

,
, n
)

d ‘(二圣(。)
,
x 蓄(。))(

a
(。)乙

a , , ,
(。 )

r 。
(。) +

a
(。)(b(。 )+

c
(。 ))(r

‘

(。 )

+ d
‘

(“悉(。)
,
二 l(。)))

《 a
(。)(q (。 ) + b(。 )+

c
(。))

r‘
(。 ) +

a
(。)(b(。)

+ c
(。))d

‘

(
, 飞(。)

, 二专(。))
a

.

5
.

(东== 1
,

⋯
, 。
)

因此

d ‘
(二专(。 )

, 二誉(。))(
a
(。)(q(。) + b(。) +

c
(。))

] 一 a
(。)(b (。 ) +

c
(。))

r‘
(。)= 刀(。)

r‘
(。)

a
.

5
.

(f= l
,

⋯
, n
)

因o< Za
(。)b(。) + Z a

(。)
c
(。) + a

(。 )g (。)< 2 a
.

s
. ,

故刀(。)是非负实可测函数且0( 刀(。 )( -

a
.

5 二

同理有

d ‘
(
二晋(。)

,
二 :(。 ))《

a
(。 )H

‘
(S

‘
(。

,
二受(。)

,

⋯
,
x 老(。))

,

T f
(。

,
二全(。)

,

⋯
,
二鑫(口)))

、
·
(。){鑫一

(口 )“
。
(· :‘· ,

,

·: (。 , , + “‘。, 〔D “· ,‘。 ,
,

S 。
‘。

,
·“O, ,

,

一
,‘。 , , ,

+ D ‘
(二圣(。 )

,

T 。
(。

,
二 }(。)

,

⋯
,
二告(。)))〕+

c
(。) [马 (x 考(。)

,

T 式。
,
二; (。)

,

⋯
,
劣二(。)))

+ D
‘

(“ , (。 ,
,

S
。

‘。
, x ‘(。 ,

,

⋯
,
二“(。)))〕}

、·
(。 ){鑫一

‘。,刀‘。, 一(。, + “(。, 〔“
。
(· , (。,

,
· ,‘。 , , + ”‘。,一(。, ,

+ “
‘“ , 〔d

。
(
“ , (。 ,

,
‘ ,‘。 , , + 。‘。 ,

r ‘

(。) : }
( a (。)刀(。) [ g (。) + b (。) + c

(。)〕
r ‘
(。) +

a
(。)(b(。) +

c
(。 ))d

‘
(二考(。)

,
劣尝(。))

a
.

5
.

(‘= 1
,

2
,

⋯
, 。
)

由此推得

d ‘(二李(。)
,
二考(。 ))( [刀(。)1

Z r‘
(。)

由归纳法容易证得

d ‘(二了(。)
,
x 尹

+ ’
(。))( [刀(。 ) ]

仍r ‘
(。)

a
.

5
.

(‘= 1
,

2
,

⋯
,
n )

a
.

5
.

(f=

因为0 < 刀(。)< 1 a
.

s
. ,

故上 式蕴 含你T(。)卜杯
。 a

.

s
.

,

⋯
, 。
)

是C a u eh y 序列 (‘, 1
,

⋯
,

. )
。

令

畔(。), 川(。 )
a

.

s
.

(￡= 1
,

⋯
,

的作为可测映射序列的极限对(。) (‘。 l
,

⋯
,

幻是可测的
。

由(4
.

1 )式有
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d
‘

(
二亨(。 )

,

S
‘

(。
,
二贯(。 )

,

⋯
,
二: (。 )))

( d ‘(x 兮(。 )
, 二
矛
价
(。 )) + D

‘

(戈爹
价
(。)

,

S
‘

(。
,
二犷(。)

,

⋯
,
二: (。 )))

《d ‘
(
二兮(。)

,
二苦价 (。 )) + H

‘

(S
‘

(。
,

x 贯(。)
,

⋯
,
x : (。))

,

T
‘

(。
, 二荃,

一 ’
(。)

,

⋯
,
二二价

一 ’
(。) ))

( d ‘(二兮(。)
,

, 矛仍(。)) + 乙
a , , :

(。 )d
。
(二戈(。)

,
二盖,

一 ’
(。 )) + b(。 )[ D ‘(二僧(。)

,

S ‘
(。

, : 贯(。)
,

⋯
,
二忿(。)))+ d ‘

(
二
含
价 一 ’

(。 )
, : 2

叹。 )) 1+
c
(。)[ d

‘
(义言(0 )

,
劣矛仍(0 ))

+ D ‘
(二李

仍 一 ’
(。 )

,

S ‘
(。

,
二r(。)

,

⋯
,
二: (。)))〕

在上式中令 m , co 得到

a
.

5
.

(f= 1
,

一
, 。

d ,
(二亨(。)

,

S
‘

(。
, 二贯(。 )

,

⋯
,
二 : (。))《(b(。) + c

(。)) d
‘

(二兮(。)
,

S ‘
(。

,
二全(。)

,

⋯
,
二 : (。)) )

因为 0( b(。) +
c
(。)< z 办

.

5
.

,

所以有

d ‘(二兮(。 )
,

S ‘
(。

,
二贯(。 )

,

⋯
,
二竺(。))= 0 a

.

s
.

(i= i
,

⋯
, 。
)

从而有 对(。 )(S
‘
(。

,
二贯(。)

,

⋯
,
二言(。))

a
.

s
.

(i二 l
,

⋯
, n
)

.

即对(。)(i= l
,

⋯
, , ) 是随机集

值映射组 S ‘
(‘= l

,

⋯
, n
)的随机不动点

.

同理可证 x 育(。)(T
‘

(。
,
二贯(。)

,

⋯
,

劣: (。))
a s

(‘= 1
,

⋯
,

n)
。

利用 (4
.

1) 式易证 S ‘
(i = 1

,

⋯
,

心 的随机不动点集与T ‘
(f= 1

, ·
“

,

的的随机不

动点集
a

.

s
.

一致
.

定理证毕
.

注4
.

1 作为定理 4
.

1 中n 二 l时的特殊情形
,

我们可得到R ei 比〔16] 的定理 5 和15‘ki 〔1 71 的定理 1的改进

和随机化推广
.

当S ‘二T
,

(‘= l
,

⋯
,

n)
,

时我们又得到【12 〕中定理1
.

4的集值和随机化推广
.

定理4
.

2 设 (X
‘,

d ‘) (‘= ]
,

⋯
, 。
)是 P o lish 空间

,

T ‘, 口 x X , x ⋯ x X
。

, CB (X
‘
) (i=

1
,

⋯
,

心是连续随机集值映射组使得对一切
二 , ,

, 长X
,

(花二 1
,

⋯
,

心
,

H
‘
(T

‘
(。

,
二 1 ,

⋯
,
二 ,

)
,

T ‘
(。

,

v : ,

⋯
,

g 。 ))

《乙 b‘
. 。
(。 )d

。
(二

, ,

y ,
) + 乙

c ‘, ,
(。)D

。
(二

, ,

T :
(。

,
二 : ,

⋯
,
二。

))

+ d (。)D
‘
(y

‘,

T ‘
(。

,

g : ,

⋯
,

g ,

)) + e
(。) [D

‘
(二

‘ ,

T ‘
(。

,

夕: ,

⋯
,

y .

))

+ D ‘
(夕

‘,

T 。
(。

, “ , ,

⋯
,
大。 )) ]

a
.

5
.

(i= 1
,

⋯
, n
) (4

.

2 )

其中b . , 。
(。 )

, c ‘, ,
(。) (i

,

寿, 1
,

⋯
, n

) 是非负实值可测函数
, a ‘, ,

(。 ) == b‘
, ,
(。) +

c ‘, ,
(。 ) 使得

由(2
.

2 )和 (2
.

3 )式定义的
a
;

, 。
(。)满足(2

.

5 )
·

非负实值可测函数d (。)和
e
(。) 满足 o《d (。)

+ 2 ·(。)< 卜
。(。 )

一
其中 。(。)一 : 二(

·; !
‘。,

会一
(。, 二 (。, )一

和 一‘。 , > ”

a
.

s
.

(掩= 1
,

⋯
,

心是随机不等式组(2
.

4 )的一随机正解
.

则存在可测映射 对
:口

一, X 。 (才= 1 ,

”
· , ”

)使得
x 常(。)(T

,
(。

,
二贯(。)

,

⋯
,
二 :(o, ))

a
.

5
.

(京== 1
,

⋯
, n
)

即(二贯(。)
,

⋯
, 二贯(。))是T ‘

(玄== 1 ,

⋯
, n
) 的随机不动点

.

证明 由引理 2
.

3和q( 。)的定义知 试。) 是一可测实值函数且有O< 试。)< 1 a
.

,
. ,

因此

d (。) + 2 。(。)+ q(。) 可测且满足 。< d (。)+ Ze (。) + q(。)< 1 a
.

s 二 于是存在可测实值函数
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〔:
(。 )> 1 a

.

s
.

使得0 < a
(。 )〔d (。) + Ze (。 ) + q (。)〕< 1 a

.

s二

任取川 (X
‘
(‘~ 1

,

⋯
,

n)
,

令斌 (。 )是T
‘

(。
,

对 (。 )
,

⋯
,

川 (。” 的一可测选择 (由假设它

存在 )
.

由引理 2
.

1 和 2
.

2 知存在乙(
· ,

对 (
·

)
,

⋯
,

对 (
·

))的一可测选择对 (Q, ) (
,
二 ‘

,

一
,

心
,

使得

d .
(
x {(。)

,
二尝(。))《

a
(。)H

‘
(T

‘

(。
,
二罗(。)

,

⋯
,
二竺(o, ))

,

T
‘

(。
,
x 盆(。)

,

⋯
,
二二(。)))

a . 5
.

(‘= 1
,

⋯
, ")

由归纳法我们可得可测映射序列{二俨(。)}磷
。

(i 一 1
,

⋯
,

时
,

使得

: 护
十 ’
(。)(T

‘

(。
,
二r(。)

,

⋯
,
二士(。))

a
.

5
.

d ‘(二誉(。)
,

才” (。 ))(
a (。)H

‘
(T

。

(。
,

, 份(。)))
a

.

5
.

砂
一 ’
(。)

,

⋯
, 二护

一 ’(。))
,

T
‘

(。
,
二r(。)

(m = 0
,

1
,

2
,

一
; f= 1

,

⋯
, n
)

由 (4
.

2 ) 式我们有

d ‘(二 }(。)
,
二骨(。))《

a
(。)H

‘
(T

‘

(o,
,
二 r(。)

,

⋯
,
二份(。))

,

T .
(a,

,

二盆(o, )
,

⋯
,
二竺(。)))

、
·
(。 ){鑫

“‘
, ·
‘口 ,“,

‘·“。 ,
,
·“‘。

)) + 乙
c ‘, ,

(o, )几(二 : (。)
,

T 。(。
,
二分(。) ⋯

,

x 竺(。川

+ d (。)D
‘
(二专(。)

,

T .
(。

,
, 盖(o, )

,

⋯
,
劣告(。))) + e(。)[ D

‘(劣全(。)
,

T ‘
(。

,
二: (o, )

, ·。 · ,

, ,‘。 , , , + D. ‘“ ,‘o, ,
,

T “。
,
x ,‘。 ,

,

一
二 ,‘。 , , , 〕}

《。 (。)

{乙
a ‘, , (。)d

, (二 : (。)
,
二t(。 )) + d (。)d

‘
(二悠(。 )

,

二李(。))

+ e (。)[d
‘

(二李(o, )
,
二专(。)) + d ‘(二番(。)

,

由随机不等式组 (2
.

4 )的齐次性
,

无妨设

二 :(。 ))〕}
a · s

·

“一 ‘
,

一
”

d
。

(二竺(。 )
,

x 工(。 ))簇
r ,

(。)
a

.

5
.

和 r 。
(。 )) 1 a

.

s
(k = 1

,

⋯
, n

于是有

、
‘

(
二
。(。 )

,

二 ; (。 ))、
。
(。 )干立

。 ‘, ,

(。)
, 。

(。 ) + (、(。) +
。
(。 ))、

‘
(
二 , (。 )

,
二 : (o, ))

+ “
(。, r。

‘。 ,
}

簇
a (。 )(q (。 ) +

e
(。))

r ‘

(。 ) +
a
(。 )(d (。 ) +

e
(。) )d

‘
(x : (。)

,
x 曹(。 ))

a
。

5
.

因此有

d ‘
(二专(。 )

, * 士(。))(
a
(。)(g (。) +

e
(。 ))

1 一 a
(。 )(d (。) +

e
(。))

r ‘
(。 )= 刀(。 )r

‘
(。)

a . :
.

(‘二 i
,

⋯
, n
)

其中刀(。 )可测且有 O< 风 。 )< 1 a
.

s 二

由归纳法可证得

d ‘(
二李(。 )

,
x r

+ 1
(。))《 [刀(。) ]

仍 r。
(。)

a
.

5
.

(f二1
,

⋯
, n
)

因0 < 刀(。) < 1
, a

.

s
.

上式蕴含 棍心(。 )}益
一。

(‘= 1
,

⋯
, n
)

a . s
.

是 C a u e h y 序列
.

令 对(。)
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一

“节(。)
a

.

s
.

故 对 (。) (i= i
,

⋯
, 。
)可测

.

又由 (4
.

2 )式我们有

D ‘(二亨(。 )
,

T
‘

(。
, 二贯(。)

,

⋯
, 二言(。 )))

《d
‘

(二育(。)
,

二黔
十 t
(。)) + D

‘

(二r
十 ’
(。)

,

T ‘
(。

,
二贯(。)

,

⋯
,
二 : (。)))

簇d
‘

(二亨(。)
, x r

十 ’
(。 )) + H

。
(T

‘
(。

,
二望(。 )

, ,

二 ,

二晋(。 ))
,

T ‘(。
,
二 r(。 )

,

⋯
,
二 : (。) ))

《d :
(二亨(。 )

,
x 护

十’
(。)) + 艺 b‘

, 。
(。)d

。
(二叉(。 )

,
二 : (。))

+ 乙
c : , 、

(。)d
。
(二公(。)

, 二犷
+ ’
(。)) + d (。)D

‘(x 贯(。)
,

T ‘
(。

,
二犷(。)

,

⋯
, 二言(。 )))

七一 1

+ e
(。)[ D

‘
(x 甲(。 )

,

T ‘
(。

,
二贯(。)

,

⋯
,
二言(。)))

+ d
‘

(二兮(。 )
, 二r

+ ’
(。)) ]

a . 5
.

(云二 i
,

⋯
, n
)

在上式中令 m 、 co 得到

D ‘
(二乍(。)

,

T ‘
(。

,
二贯(。)

,

⋯
,
二言(。)))《(d (。) + e

(。))D
‘
(二兮(。 )

,

T ‘
(。

,
二贯(。)

,

⋯
,

二忿(。)))
a

.

5
.

(i二 l
,

⋯
, n
)

因为 。( d (。 ) +
e
(。 )< 1 a

.

s
.

,

从上式推得刀
。
(二亨(a, )

,

T
‘

(。
, 二r(。)

,

⋯
, 劣盆(。)) )= 0 a

.

s
.

(‘~ i
,

⋯
, n
)

,

因此对(。)(T
‘
(。

,
二犷(。 )

,

⋯
,
二七(。))

a
.

s
.

(‘= 1
,

⋯
, 。

)
.

定理证毕
.

注4
.

2 在定理4
.

2中令e加)= 0
,

作为特殊情形
,

我们得到C ze rwi k〔幻的定理的随机化推广
。

当” = l时
,

我们也得到〔6
,

7
,

9
,

11
,

12
,

16
,

17〕等中相应结果的改进和推广
。

五
、

某 些 应 用

在本节 内我们将提供我们的结果对 Ba
na ch 空间内非线性随机积分和微 分方 程组的某

些应用
.

由于我们讨论的随机积分和微分方程组是非常一般的
,

因此这一讨论适用于许多实

际问题
。

令(X
,

I[
·

}!)是一可分 B a n a c h 空间
,

C J
(X )== {“ ’J”X }“连续

,

l]“(t)l}
J = 界努11

“
(t)11}

,

其中J = 〔0
,

T 〕c R
.

引理5
.

1 令那口 x J”X 满足
:
对一切 。 (口

,

戏。
, ·

)连续和对一切 悦J
,

戏
· ,

O 可测
,

则

戏。
,

O是映口到C
J

(X )的可测映射
·

证明 令肠(C
J
(X )和实数

r > o是任意固定的
.

令Z表 J的可数稠子集
.

则 由假设知对每一

t(z
,

。 片 }!“(。
·

t)一‘。

(t)11是可测实值函数
·

因此口 峥砚兔
x
l}“(。

,

t)一“。(t)I}= 华赞 }I‘(。
·
‘)一

二。(t)}1= 1!二(。
,

t)一 二。(t)1!
, 也是可测实值函数

·

这就蕴含{。(日
,

{}x (。
, ·

)一二。(
·

)11
, < r }(并

.

由

[ i
,

p
.

1 6〕知二(。
,

t)是C ,
(X )

一

值可测映射
.

引理 5
.

2 令(X
‘
川

·

}!
‘

) (‘= 1
,

⋯
, n ) 是可分 B a n a e h 空 间

,

F
‘ : 。 x j x j x X : x ⋯ x

X
。

, X
‘

(i= 1
,

⋯
,

n) 满足
:

对一切。 (口
,

F ‘
(。

, · ,

⋯
, ·

)关于 (t
, 。 ,

二 : ,

⋯
,
二

。

)(J x j x X l x ⋯

x X
,

连续和对一切 (t
, : ,

二 ; ,

一
,
二。

)(J X J X X , x ⋯ x X
。 ,

F ‘
(

· ,

t
, : ,

二 : ,

⋯
,

二 ,

)可测
,

则对一切

C ,
(X

。
)
一

值可测映射 二。(o,
,

t) (k = i
, 二

是C J
(X

‘
)
一

值可测映射
。

· , ·
)

,

I;
F 。
‘。

,

‘
,

一‘。
, ·

,
,

一
(。二, d

·
(‘一 ‘

, · ·

⋯,
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证明 对任意固定的(t
, :
)(J X J

,

由引理 2
.

1 (单值情形) 知F ‘(
· ,

t
, 。 ,

为(
· , : )

,

⋯
,

人(
· ,

: )) (2一 1
,

⋯
,

n) 是X
。一

值可测映射
.

因此
,

作为X
‘一

值可测映射的有限和构成的序列的极限
,

‘

对任意固定 的 tcJ
,

小
(

· ,

‘
, · ,

以 一。
,

⋯
,

、(
· ,

s)) “‘ (: 一 1
,

⋯
, ·)是龙

一

值 可 测映 射
·

显

然 对 每一‘“
·

上F.(
。

,

一城
。

,

s)
,

一、 (。
, ·, ,
dsff

连续的
,

故由引理 5
.

1知结论成立
·

引理 5
.

3 令(X
‘,

}卜{1
‘) (‘= 1

,

⋯
, 。
)是可分 B a n a eh 空间

,

F . : 口 x J 又 J x X , x
·

一 笼
.

(‘, 1
,

⋯
, n
) 满足

:
对每一。四

,

F .
(。

, · ,

⋯
, ·

) 关于 (t
, s ,

二 : ,

⋯
,
劣。 )(J x j x X

, x ⋯ K 火
。

一

致连续和对一切 (t
, 。 ,

二 1 ,

⋯
,
二。

)(J x J 火X , x ⋯ x X
。 ,

F ,
(

· ,

t
, s ,

劣 , ,

⋯
,

‘)是X
‘

一

值可测映衬
。

则对任意给定的C ,
(X

。
)
一

值可测映射、卜(。
,

O (k = 1
,

二
,

n)
,

由

T
‘

(。
,

二 1 (, )
,

⋯
,

、(, )卜
二。 , ‘

(。
,

‘) +

I:
F ‘

(。
,

,
, · ,

二 :
(
·
)

,

⋯
,
: ·

(
; ))d

· ,。
,

(‘一 1
,

⋯
, ·)

定义的映射T ‘:口 x C ,
(X

;
) x ⋯ x C J

(X
。

), C J
(X

‘) (‘= 1
,

⋯
,

n) 是连续随机单值映射组
.

证明 由引理 5
.

2 知对一切
二。
(t)(C

,
(X

。
) (k = z

,

⋯
, n
)

,

T
‘

(
· ,

x l
(t)

,

⋯
,

二。 (t)) (‘= z
,

一
, 。)是C J

(X
‘
)
一

值可测映射 (注意这里视介(O为C式X
。

)
一

值可测映射 )
,

又由F ‘
(。

, · ,

⋯ )

的一致连续性
,

可推得对每一。(口
,

几(。
, · ,

⋯
, ·

) 关于 (xl (O
,

⋯
,

丸(t)) (C式X l
) x ⋯ K

C J
(X

.

)是连续的
.

因此T 。
(i二 1

,

⋯
,

心 是连续随机单值映射组
.

定理 5
.

1 设(X
‘,

}卜!!
‘
) (‘= i

,

⋯
, n
)是可分 B a n a e h 空间

,

F ‘,

G
. , 。 x j x j x X : x ⋯ 火

X
。

, X
‘

(i= 1
,

⋯
,

n) 满足引理 5
.

3内假设
.

对任意给定的C J
(X 刁

一

值可测映射 二。
, ,
(。

,

O (k二

1
,

⋯
, n
)和对一切二。, y。(C

,
(X

。

)(k = 1
,

⋯
, 。
)有

}IG
‘
(。

,

t
, ; ,

劣 :
(
s)

,

⋯
,
二。

(
s
))一F

‘

(。
,

t
, s ,

g :
(
s
)

,

⋯
,

夕。

(
s
))1!

‘

、
争{立

· ‘, ‘

(。 ) [一(
·

卜
。·(‘)[}

*
+ “(。)〔r!

/ ‘

(
·
)一S

‘

(。
,

X ,
(
·
)

,

⋯
, 二·

(
·
))lr

·

+ }}夕
‘
(
s
)一T ‘

(。
,

夕,
(
s )

,

⋯
,

夕,

(s
))1】

。] + c
(。 )[ 1】二

‘
(
s
)一T

‘

(。
,

夕:
(
s
)

,

⋯
,

夕
,

(
s
))】!

。

+ 11夕
‘
(
s
)一S ‘

(。
,
二 :
(
s
)

,

⋯
,
x 。

(
;
)) !!

‘〕} a
.

5
. ,

V (t
, s
)(J x J

,

(i= i
,

⋯
, n
) (5

.

2 )

其中映射 S ‘
,

T : , 口 x C ,
(X

l
) x ⋯ X C ,

(X
。

), C J
(X

‘

) (‘= l ,

⋯
, n
)

由下式定义
:

S 。(。
,

二 1
(‘)

,

⋯
,
二· (‘),一

, ‘(。
,

‘) +

丁;
G ‘(。

,

,
, · ,

二 1
(
·
)

,

⋯
, 二。

(
:
))d

·

T ‘
(。

·

。!
(‘)

,

⋯
,

v ·

(‘, ,一
, ‘
(。

, ‘, +

I:
F ‘

(口
, ‘

, · , 。1
(
·
)

,

⋯
,

。·(
·
))d

·

(i= l
,

⋯
, n
)

(5
.

2 )

(i = 1
,

⋯
,

n)

(5
.

3 )

且 a ‘, 。

(。 )
,

b(。 )
, c
(。)满足定理4

.

1内假设
.

则非线性随机 V o lte r r a

二。(‘卜
二。

, ·
(。

,

‘) +

J;
G ‘
(。

,

‘
, · ,

二!
(
·
)

,

一
(·))d

·

二‘
(‘卜

二。
,

“。
,

‘, +

丁;
F “Q,

,

‘
, : ,

二 !
‘
·,

,

一、(
·
))d

·

(i= 1
,

积分方程组

⋯
, n
) (5

.

4 )

(‘== 1
,

⋯
, n

(5
.

5 )

有唯一公共随机解(对(。
,

O
,

⋯
,

心(。
,

t))
,

其中 心(。
,

O是C
,

(X
。
)
一

值可测映 射
,

(‘= 1
,

⋯
,

n
)

.

证明 由引理5
.

3知由(5
.

2 )和 (5
.

3 )式定义的 映 射 S ‘,

T ‘: 口 x C J
(X

l
) x ⋯ x C J

(X
。

) ,
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C ,
(X

‘

) (i二 1 ⋯
,

劝是连续随机单值映射组
.

又由(5 1) 式有

115
‘
(。

, x ,
(t)

,

⋯
,
二。

(t))一 T ‘
(。

, 夕1
(t)

,

⋯
,

g 。

(t))11
‘

《 ,
J;

,,G
‘(。

, ‘, : , 二1
(
·)

,

⋯
,
二·(

·
)卜F ‘

(。
,

,
, · ,

, 1 (: )
,

⋯
,

。。

(。))!!
‘d · !
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(
s
)一S ‘

(。
, 劣1

(
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s
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⋯
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⋯
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⋯
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⋯
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(‘= i ,

⋯
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由具有单值情形的定理4
.

1知存在 C J( X
。

)
一

值可测映射心 (。
,

O (k二 1
,

⋯
,

n) 是 随机映射组

(5
.

2 )和(5
.

3 )的公共随机不动点
。

因此 叹二r(。
,

t)
,

,

二 ,
二盆(。

, t)) 就是非线性随机 V o lt e r r a 积

分方程组(5
.

4) 和(5
.

5) 的公共随机解
。

而且利用(5
.

6 )式容易证明此公共随机解是唯一的
.

定理 5
.

2 设(X
‘,

I卜11
‘
) (i~ z

,

⋯
, 。
)是可分 B a n a e h 空间

.

f
‘, 夕‘, 日 x j x X : x ⋯ X X

。

, X ‘
(‘= 1

,

⋯
,

心满足
:
对每一。(口

,

f
‘
(。

, · ,

⋯
, ·

)和 g ‘(。
,

· ,

⋯
, ·

) (f二 1 ,

⋯
,

n) 一致连续和

对一切(S
, % , ,

⋯
, 二 ”

)(J x X , x ⋯ x X
。 ,

f
‘
(

· , s ,
, : ,

一
, 二。
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· , s ,

其 1 ,

⋯
,
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⋯
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测
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, ‘ :口、X

。
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⋯
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协(C
,
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,

⋯
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.
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.
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其中映射 S ‘,
T

‘:
口 x C z

(X
:
) x ⋯ x C J

(X
。

), C J
(X

‘

) (‘= 1 ,

⋯
, n
)

由下式定义
:

S 。‘。
, 二 !
“ ,

,

一
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一
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.
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⋯
, n
) (5

.

9 )

和
a . , :

(。〕
,

b( 。)
,

c( 。)满足定理4
.

1内假设
.

则非线性随机微分方程组的初值问题
:

d 工
‘
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戈” )

“ ‘
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,
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⋯
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与份4

有唯一公共随机解(二贯(。
,

O

映射
.

丁 协 平

d 劣‘

d t
= f

‘

(。
, t

,
二 ; ,

⋯
, 二 。

) (5
.

1 1 )

二‘
(。

,

o) =
二。 , ‘

(。 ) (i= 1 ,

⋯
, 。
) }

⋯
,

对(。
,

O )
,

其中 片 (。
,

O (凡一 1
, ·

⋯ n) 是 C式X
。

)
一

值可测

证明 求初值问题(5
.

1 0) 和(5
.

11) 的公共随机解等价于求非线性 V ol te r r a
随机积分方

程组

! “‘,

一
(。

,

‘, +

I;
。‘(。

, · , 劣 1

(·)
,

二。(‘,

一
(。

,

‘) +

{:
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‘
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,

一 二 1(·)
,

⋯
、
二”

(s ))d
s (‘= 1

,

⋯
, n )

和

⋯
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二。

(
s
))d

s
(求二 1 ,

⋯
, 。
)

的公共随机解
.

但作为定理 5
.

1 的特殊情形知上述二非线性随机 V ol te r r a 积分方程组的公

共随机解 (对 (。
,

O
,

⋯
,

心(。
, t)) 是存在唯一的

.

故定理得证
.

最后我们指出利用定理 4
.

2 我们也能证明相应于定理 5
.

1和定理 5
.

2的关于随机 V O lter ra

积分方程组和关于随机微分方程组的初值问题的随机解的存在唯一性定理
。

为节省计
,

我们

不再陈述
.
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