
应用数学和力学
,

第 5 卷第 4 期 (19 84年 7 月)

A PPlie d M a the m a ties a 几d M
e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编

四川科学技术出版社出版

关于摄动分支问题的奇异摄动法
’

朱正佑 程昌钧

(兰州大学
.

19 83年8 月15 日收到)

摘 要

本文较全面地阐述了用奇异摄动法计算摄动分支问题(1
.

6) 在, = 0
.

孟二 0
,

己= 0附近的解的一

致渐近展式的一般数学原理和方法
,

并推广了牛顿多边形原理
.

最后
,

给出了两个计算实例
.

一
、

引 言

考虑如下的非线性方程

f(x , ‘

)二 0 (1
.

1 )

j: X x R , X 是充分光滑的算子
,

X 是某 Ban ac h 空间
.

对任意的
。,

假定二 = o是(1
.

1) 的解
,

这样的解称为平凡解
.

设f( 二
, ‘
)关于 x 的 F r比ha f 导算子在x = 0

, 。

~ 。。

处奇异
,

即

A 二F 二(0
, ‘。

) (1
.

2 )

奇异
.

若假定刁是闭值的
,

且满足

、.几‘.J

,1

N u ll(A )= sp a n {必}
,

!}必!}二 J

N u ll(刁
势
) ~

sp a n {必
份 }

,

11协
势
}!二

必份功= 1

(1
.

3 )

则在一定条件下
,

(1
.

1) 的平凡解在 (0
, 。。) 处发生分支

‘里’。

非线性算子方程 (1
.

1) 的意义是相当广泛的
,

例如
,

在弹性力学中
, ‘

表示载荷
,

分支被

称为屈曲, 在流体力学中
, 。

是流体参数
,

如Mac h 数
,

而分支被称为临界点
.

当我们考虑到

实际问题中有小的缺陷或非均匀性的影响时
.

问题的数学描述就由 (l
。

l) 变成为

中 (, , ‘ ,

占)= 0 (1
.

4 )

其中 d 表示缺陷或非均匀性大小的参数
,

称为摄动参数
.

在(1
.

4) 和 (1
.

1) 之间
,

我们假定有

如下关系

巾 (x
, ‘, 0)二 f (劣

, ‘) (1
.

5 )

我们把 (1
.

1) 称为分支问题
,

而把 (1
.

4) 称为摄动分支问题
。

摄动分支问题的一个基本问题是

份

叶开沉推荐
.
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如何计算出在 二= O
, ‘
二 。。,

d = O 附近的解 x = x (‘
,

句关于 d 的一致渐近展式
。

由(1
.

5 )
,

虽然有

巾二(0
, ‘。 , 0 ) = f二(0

, ‘。
)二A

由于 A 是奇异的
,

并满足 (1. 3 )
,

所以
,

按 L y a p u n o v 一
S c h m idt 过程

‘”2 ’,

我们总能把 (1
.

4)

在 x = 0
, ‘

= ‘。 ,

占= o 附近的求解问题化为一维方程

F (夕
,
久

,
d )= o (1

.

6 )

在 夕= 。,

元= 。
,
乙= o 的领域内的求解问题

.

其中F 是 R
S

一
R 的充分光滑的算子

,

并满足

F (o
,

0
, o )== 0

,

F 二(o
,
0

5 0 ) == o (1
.

7 )

这样一来
,

为了计算 x = x(
‘,

句关于 d的一致渐近展式
,

只要计算出一维摄动分支问题 (1
.

的

的解 夕== y以
,

句在 y = 。,
几= 。,

占二。附近关于 占的一致渐近展式就行了
.

另外
,

一维摄动分

支问题 (1
.

e) 本身在许多实际问题中
,

如弹性振动中
,

也是经常遇到的
.

因而
,

我们在本文

中将着重研究一维摄动分支问题 (1
.

e) 的解的一致渐近展式的算法
。

【3] 中利用匹配展开法对一些具体问题的摄动分支问题给出了一致渐近解
,

但缺乏一般

性的论述
.

本文较全面地阐述了用奇异摄动法计算 (1
.

6 ) 的解在 , = o
,

久= 0 ,

6 = 0 附近关于

d 的 一致渐近展式的一般数学原理和使用方法
。

在第二节中
,

我们推广 了牛顿多边形方法 “’
,

给出了异奇摄动法的一般计算方法
,

并证

明了这种方法的正确性
.

然后
,

在第三节中
,

对两个具体的例子进行了计算
,

给出了它们的

一致渐近展式
.

二
、

一维摄动分支问题的奇异摄动法

1
.

考虑如下的一维方程

F (g
,
久

,

占) = 0 (2
.

1)

其中 F 是 R
“

一
R 的算子

.

虽然下面得到的结论当 F 充分光滑时就能成立
,

但为了简单起

见 我们仍假定F 是解析的
.

设

F (0
, 0

,

0 )二 0 (2
.

2 )

F 二(0
,

o
,

o )= 0 (2
.

3 )

记在 夕, o
,

几= 0 ,

a= o 附近 (2
.

1) 的解为 夕= 夕以
,

的
,

我们的目的是要求出当 6 充分小时
,

夕= 夕以
,

6) 关于 a 的一致渐近展式
.

假定

P= o r dF (夕
, 0 , 0 )< co (2

.

4 )

口= o r dF (o
,

o ,

占)( oo (2
.

5 )

r = o r dF (o
,

久
,

o)( 。 (2
.

6 )

由 (2
.

3 )知
,

p > 2
.

将(2
.

1 )式在 (0
,

0 , 0 ) 处展开
:

F (夕
,

久
,

占)= 乙
a . , , 夕‘几钻舌 (2

.

7)

由 (2
.

4)
,

(2
.

6 )知
, a , 。。今 o

, a 。。。今 o
·

为了研究在 久= 0 附近解 y = , (久
,

句 的性态
,

我们把 之= 。的领域放大
,

并使用变形坐标

的技巧
,

作如下的自变量的变数变换
:

占二 (
s ig n占)拜

‘
(2

.

8)

之= 召价刀, 刀= 占+ 舀, 娜 + 舀:召
2
+ ⋯ (2

.

g a ,
b )

夕== 拼
“ : , 二 = 夕。+ , i拼+ v:拼名+ ⋯ (2

.

z o a ,
b)
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其 中 l
, 。 , n 是待定的正整数

.

只有选取适当的 l
, m , n ,

才能使得当 把 (2
.

5) ~ (2
.

1 0) 代入

(2
.

7 )时
,

求出一致有界的 , 。和条
,

从而得到(2
.

0 的解关于 d 的一致渐近展式
.

我们的核心

问题就是讨论合理选取l
, m , n的方法

.

2
.

方法的叙述

取一个三维的直角坐标系 (i
,

j
,

k)
,

若展式 (2
.

7 ) 中的系数 内与、
,
斗O

,

则在第一卦中画

出一个点
,

其坐标为 (尹
,

尹
,
k勺

。

这样
,

我们在第一卦中便画出了若干 个 具 有 整 数 坐标

的点
.

首先
,

我们考察在 i一k 平面上所画出的那些点
.

因为 丙
。。
午 O

,

a0
。。今O

,

所以在 卜k 平面

上至少有两个点 (P
, 0 ,

0)
,

(0
, 0 ,

q)
.

现在
,

作一直线 L
,

使其与 i轴重合 , 然后
,

在 i一k 平

面上以 B
。

(P
,

O,

0) 为心
,

顺时针方向转动直线 L
,

直到碰到所画出的点为止
.

直线 L 可能同

时碰到几个点
,

记其中 i坐标为最小的点为 B :
(P

l , 0 ,
ql )

.

再以 B :
为心

,

顺时针方向转动直

线L
,

直到再次碰到 i一k 平面上所画出的点为止
,

记这时直线L所碰到的点中 i 坐标为最小的

点为B
:

(九
, O ,

叽)
。

继续这样转动直线L
,

直到经过
: 次转动之后

,

直线 L 碰到 B
,

(0
,

。
,

妇为

止
‘

按这种方法
,

我们在 i一k 平面上得到一折线B
o
B ,⋯ B

二 ,

称 这 种 折 线为牛顿多边形或牛

顿图 (图1)
.

其次
,

我们作一个平面 二和 i一k 平面重合
.

分别以每一折线 B
, 一 IB

,

为轴转动平面 二
,

使

得
。

上的点(O
, o

,

0) 的 j坐标在转动中逐渐增大
,

直到平面二碰到所画出的点C
,

为止
.

记这时

。 平面的位置为而
,

C
。

的坐标为(
c , : ,

ca : ,

ca
:

)
.

按这种作法
,

显然有c.
:

> O
。

现在
,

由等式
。a

P
a 一 ; + l

a q一 , == , a

P
,

+ l
a q 。

= n 一e a l + m a c 。 :
+ l

a c a :

(2
.

1 1 )

便可确定
。。 , m 。 ,

1
.

(
; = l

,

2
,

⋯
,

习
.

一般说来
,

这些常数可差一个比例因子
.

我 们 取满足

(2
.

1 1) 式的最小的
n 。 , , 。 ,

l
。

作为所要求的结果
.

并令
n a

P
a 一 , + l

a

口
a 一 1 = t

,

(2
.

1 2 )

由于 (P
, 一 , ,

0
, 口。 一 :

)
,

(P
。 ,

0
.

。,

)
,

(c
, , , c e : , c a s

)是平面 二 .

上不在一直线上的三个点
,

所以
,

当(‘
,

j
,

k)(二
:

时
,

必有
n a‘+ 二

s

j+ l
a

k = t’ (2
.

13 )

而当(‘
,

j
,

k) 位于 二 :

的不含原点的一侧时
,

则有
n a‘+ 卿s

j+ l
a

k> r
.

(2 一 4 )

特别
,

当 q = l时
,

在 i一k 平面上的牛顿多边形由一条直线B0 (P
.

o o )B
l〔0

,

0
.

1) 组成
.

这

时
,

若 a 。, 。斗 。
,

则 二,
为图 2 中 B

o
B ID ,

所定的平面
。

若 a o l。
~ o 而

a ; : 。斗 0
,

则 二 : 为 图 2 中

刀
。
B ID

:

所定的平面
.

〔3] 中实际上只讨论了这两种最简单的情形
.

k压

!
义L、

宜
、

大
)
!

_

\
~ 、、

曰下丈卢\
歹 产 O

乡/ 氮

图 2



5 30 朱 正 佑 程 昌 钧

3
.

方法的合理性

现在
,

我们来证明上述方法的合理性
.

设 二 .

是 如 上 所 述的一个平面
, n . , 。。 ,

l
。

满足

(2
.

1 1 )
。

作变数变换 (2
.

8 )
,

(2
.

9 a
) (2

.

i o a
) 并将它们代入 (2

.

7 ) 得到

乙
a ‘, * z ‘, ,

(
sig n d )

“ 拜n ‘+ m
;

j+ z
.

k

(1
.

j
.

k)(介
‘

+ 乙
a ‘, 。二‘, ,

(
s ig n d)

“拼。
:

‘+ 。
,

j+ I
,

k = o

(扳
,

j
,

k)哄
二

由(2
.

1 3 )知
,

此式第一个和号中各项
‘

“的幂次均为 t . ,

而第二个和号中各项 拜 的幂次均大于

杨
.

用川
:

除以上式后
,

得到

F
,

(
: ,

,
, “)三 乙

a ‘, 。z ‘, 夕(
5 1‘n占)

份
+ 甲

a

(
z , : , “) (2

.

1 5 )

(‘
.

j
.

壳)〔二
,

气

其中

甲*

(
二 , 。, 拼) 三 乙

a . , 。z ‘刀夕(
sig n 占)

. “”
·

‘+ m
·

j+ I
·
k一 t

,

(2
.

1 6 )
(‘

.

j
,

k )咬
二

.

显然
,

切a

(
z , 刀,

0)== 0 (2
.

1 7 )

令

功
a

(
z ,
。) 二 乙

a 。, , : ‘。,
(
sig n 占)

舌

(2
.

1 5 )

(1
.

j
.

k)(二

则叻
:

(
: ,

冲)是
2 的多项式

.

情形 1 :

若 二。

画上出的点的 ‘坐标都在P一 ,和P
:

之间
,

则由于B
。 一 ;

(P
。 一 , ,

O
,

q , 一 :
)和B

:

(P
, ,

o
,

q. )属于 而
,

所以(2
.

1 5) 是
二 的 p

。

次多项式
,

并且其最低次幂为 p
。一 , .

因而

p
。

(二
,
n )二 0 (2

.

1 9 )

除P
。一 1
个恒为零的解之外

,

还有儿
,

二P
,

一 P
。 一 :
个非零解

,

们都是(2
.

1的的单重根时
,

则我们得到
:

F
a

(礼?
,

(。)
, 。

,

0 ) = o

记为 ‘

飘n), 心(n)
,

⋯喂
·

鲁
(
·

; :
)
(。)

, 。, 。) , 。 “一 l
,

2 ,
⋯

,

。
,

) {

当它

.

2 0 )

由隐函数定理知
,

在(礼{
,

(的
, 刀 ,

0) 附近可以由(2
.

15 )唯一地解出二
,

(刀
,

刃
,

并且 二
‘

(刀
,

刃可

展成 拼的级数
:

, ; ,

(,
,

拼) , “

二)
,
(。) + ““喜{

,
(。) + ⋯ (2

.

2 1 )

这就说明
,

在变换(2
.

5 )
,

(2
.

g a
)

,

(2
.

l o a
)下确有展式(2

.

1 0 b)
.

一般说来
,

(“
.

2 1) 中的 戒于
,
(砂可能不是一致有界的

.

为了保证 (2
.

; 。b) 中的 。‘的一致有

界性
,

我们还应采用变形坐标(2
.

9b)
,

并适 当地选取其中的 雪
‘.

情形 2 :

若平面 二 .

上画出的点中有一个 (或几个) 点的 i坐标小于Pa
一 , 〔记这点的坐标为

(‘气 j气 k朴 )
,

显然
,

j能 > 0 1
,

其他画出的点的 i坐标均在 [P
, 一 ; ,

P
,

]之间
,

则多项式叻
a

(
: ,

刀)

的首项为
, ap

,

oq
. 二 p

·

(
sig n 占)q

· ,

最 低次幂的项 为
a . , , . , . : 1. 刀j.

(
s ig n d )k

. ,

次低 次幂 的 项为
a 。

, _ 、00
. _ , z p一 ,

(
sig n J)

。一 : .

因而(2
.

29 )有尹个恒为零的解 ; 同时
,

有力
, 一 , 一 i赞个解当。= o时为

零 , 剩下还有“一’一P.
一 :
个不为零的解

‘

过
’

(n),
”

,
,

哎闭
·

对这 左
·

个解可采用类似情况
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1的讨论方法
,

证明(2
.

8 )
,

(2
.

9 )
,

(2
.

10 )是正确的
.

情形3 :

若平面而上画出的点中有一个(或几个 )点的 ￡坐标大于P
:

〔记这点的坐标为(产
,

尹
,

护)
,

显然
,

尹> 0 ]
,

其余的点的 萝坐标均在 【Pa
一 : ,

P
,

] 之间
,

则多项式 沪
:

(
z ,

的的首项为
a ‘, , , 。‘ z ‘. 刀j朴(

sig n 6 )k
. ,

次高阶项为
a p

,

o q
, z , ·

(
sig n d )

“· ,

最低阶项为
a p

: _ : oq
: _ : : p 一 ,

(
s ig n d)q

, 一 , 。

因此
,

(2
.

1的有加
一 :
个恒为零的解

, 同时
,

有尹一P
,

个解当 刀、 0 时无界
, 另外

,

还有吞
。

= Pa

一 P
, 一 ,
个非零解 《竺

,
(心

,

⋯
,

式少(刃
.

对这 k
,

个解可采用类似情形 1的讨论
,

可证明(2
.

8)
,

‘
一

刀

”
. 呀 ‘“ ’ 一 S1

、 ”产 护 ’
一
峡

. 、 一

“
一 ‘

,
一

一 ’ ‘

”
, ‘ ’ 一 ‘ ’礴 护、

’
一

~
. ’ J ‘

r 一 『

”
’ ‘ r .

子 ’

一
‘ ’ 、一

一
产 ’

(2
.

9 )
,

(2
.

1 0 )是正确的
。

这样
,

对于平面 而
,

我们求 得 了 P
,
一Pa

一 :
个(2

.

7 ) 的 解
.

在这些解中可能有一些是复

的
·

如果我们只讨论实 解
,

则《{
,
(心 (t , 1

,

⋯
,

k
·

) 中有几个是实的
,

我们就得到 (2
·

7 )的几

个实解
.

因为 k , + k
:
+ ⋯ + 吞

,

= P
,

所以
,

对于每一个平面 二 ,

(
s = 1 ,

2. 二 ,

诊都进行上述的计

算
,

我们就得到(2
·

7 )的p 个复解
,

其中实解的个数为弓)
,
(们 (t ‘ 1 ,

⋯
,

ka ; ‘, 1
,

一
,

习 中实

数的个数
。

三
、

一 些 计 算 实 例

例 1 我们来考察如下的摄动分支方程

,
4

+ 9 8
几+ g ,

占+ g d几
2
+ 之

.
+ d

s

, o (3 一 )

这时
,

按第二节中所述的方法可得到两个平面 二: 和 凡
,

如图 3 所示
.

对于平 面 凡
,

我们求

得
”= 1 , m = l ,

I= 2
.

因而作变换

6一 (sig n占)拼
2

人= 试占十岛拼+ 一)

g = 拼(, 。
+ 坑拼+ ⋯ )

} (3
.

2 )

代入(3
.

1)
,

约去川
,

然后比较 拼 的同次幂的系数得到
:

U孟+ 蚕, 己+ (
sig n占), 言二 0

4夕己v : + s, 孟梦;占+ 2刀。, 1
(
sig n占) + , 吕省, + 省

6
+ (

sig n d )雪
么,

。
= o

4v孟v : + 3夕孟夕:占+ 2 9 。夕:
(
s ig n 占) + 69 孟夕全+ 3夕。夕全省+ 3夕孟, 1舀

+ 夕孟君: + 夕盆(
sig n d ) + 5菇 : + 夕:占2 (

sig n d ) + 2舀君: g
。

(
sig n 占)

+ sig n d == 0

等
.

由(3
.

3 a) 得到 , 。

的两个非零解

(3
.

3 a )

(3
.

3b )

(3
.

3 c )

。吉二告(一占士斌 雪
“一 ‘sig n。)

口

(3
.

4 a
)

由(3
.

3 b )得到
:

y资= 一(占
B
+ 占念此

sig n乙+ 占l(, 吉)
8

)/ (4(y吉)
8
+ 3 (g 寺)

么省+ 2 9吉sig n 占) (3
.

4 b )

为使此 有界
,

应选取右
,
使分母为零时分子也为零

,

由此求得占
: = 12

.

类似地可由(3
.

30 中求出 好
,

并选取 君
:
使其中分母为零时分子也为零

.

这样依次可求

得y ‘和 舀‘
.

因而
,

对于平面凡
,

我们得到(3
.

1) 在 , = 0
,

人二0
,
6 = 0附近的两个解的一致渐近

展式

、..t了,J

, ...J

占二(
s ig n 占)拼

, ,

又二拼(舀+ 1 2拌 + O (拜
:
))

。‘二 。
「令(一右士以乎刁丽云五舀)

+ 。玄; + O (;
,
)

‘ 自

(3
.

5 )
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图 3 图 4

其中 川 由(3
.

4 b )给定
,

占, = 1 2
.

对于平面 凡
,

我们求得
n = 5

,

m = 3
,

I= 5
,

所以作变换

d = 矿
,

几= 拼
吕

(占+ 旬拜 + ⋯ )
,

, ~ 矿(y
。+ g 讲 + ⋯ )

代入 (3
.

1 )
,

约去川
。

后
,

比较 召 的同次幂的系数得到

夕孟+ 省
5
+ l= 0

2夕
。夕z + 5睿钻l + 夕

。

舀
2
= 0

2夕。夕2 + 夕全+ 5右
4

占
:
+ 夕i舀

2
= 0

等等
,

由〔3
.

7 a
)得到

乱
一

乏

(3
.

6 )

(3
.

7 a )

(3
.

7 b )

(3
.

7 e
)

妨 = 士斌几褚屯 f

由(3
.

7 b )得到

y责= 一 (夕吉扩+ 5占枯, )/ 2夕吉

选取旬
,

使此式中分母为零时
,

分子也为零
.

于是
,

可得占
, 二 0

.

因而

夕责= 一舀
2

/ 2

将时
,

时代入(3
.

7 。)
,

并可得到 头
,

选取其中的 乱使得当此 = 0时
,

夕:

的分子也为零
.

于

是可得 占
:
= l/ 2 。

,

夕吉= 0
.

这样一来
,

我们又求得了 (3
.

1) 在 夕= 。
,

几= o ,

d = 。附近的两个解

的渐近展式
:

,

I
‘ ,

1
_

_

: .

0 1
_ _

: 、
、

_
_

十 _
_

_ ,

了
, ,

一
拌 ; : .

。 , , 、

、
d = “5 ,

久二拼
s

t占+ 瑞汾拼z
+ O(拌

s

) 】
,

夕土 = “s

t士斌
一

二看〔丁 一等雪
2
+ O (拌

s

) ) (3
.

8 )
尸 ”

’

尸 、” 2 0 厂
’ 一 、 「 一 尹

,
, 口 『一

、一
‘

’ b 二

2
”

一 、 r- 了 ,
、 ’ . “产

这样
,

(3
.

8 )
.

例 2

我们求得了方程(3
.

1) 在 , = 0 ,

几二O
,

占= 0 附近的四个解的一致渐近展式(3
.

习
,

在非线性弹簧的振动问题
‘”’
中

,

会出现如下的代数方程

F (, ,

几
,

占)== g , + 占, 2
+ 几g 一劝

2
+ 占4 == 0 (3

.

9 )

显然
,

F (0
, o

,

的 二F 二(0. 0 ,

0) = 0
.

我们希望求出(3
.

的的解在夕= 0
,

几= O
,

占= 0附近关于占的

一致渐近展式
.

按照第二节的方法
,

我们得到两个平面凡和二 : ,

如图 4 所示
.

由平面二 : ,

可得
n = l , m 二2

,

l= 1
.

因而作变换
:

6二 拼
,

几= 拌
么

(占+ 占
, “+ ⋯)

, g = 户(夕
。+ 9 1拜 + ⋯) (3

.

1 0)

将此式代入 (3
.

9)
,

比较 “的同次幂的系数得到
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y孟+ g 合+ 言夕
。

二 0

3 , 急夕r + 2 , 。梦1 + 右, : + 舀19
。

一舀
2
+ 一= o

等等
.

由(3
.

lla
)可解出一个恒为零的解及两个如下的非零解

(3
,

1 l a )

(3
.

1一b )

茹
,

一冬(一 , 一斌不二正)
,

, 尸 = 告(一 , + 了不二丽)
乙 乙

(3
.

1 2 )

因为当右二 o时
,

少孟
, = O

。

我们可把 少盖’舍去
.

由(3
.

llb )可解得
:

, . = (占
2

一 i一舀19 ‘毛,
)/ (3(, ‘蕊,

)
, + 29 ‘

轰
,
+ 宜) (3 一 3 )

选取 匀
,

使得式中分母为零时
,

分子也为零
.

由此可得 君
, 二 1 5 /s

.

这样
,

对 于 平 面 凡
,

得

到 (3
.

9) 在 夕= O
,

久= O
,

d = O 附近的一个解的渐近展式

。 ,
I

。 .

15
。 .

。 , 。 , 、

、
。

「l , J ,

—
、 . 。 .

。 , 。 : 、
1

几= 己
:

《乙+ 一

举
一

6 + O (护) )
,

夕= 乃}令(一i一斌万= 菇
目

) + 夕16 + O (6
2

) 1 (3
.

1 4 )
、
”

8
一 ’

一 、 一 尹

,
’

, 一

L Z
、 一

‘

’ ‘ 1 ,

”
·

”
、 ‘

J

式中 g 、由(3
.

1 3 )确定
,

省1二 2 5 / 8
.

对于平面二
: ,

我们得到
n 二 3

,

。 = 5
,

l二 2
.

因而作变换

a= 娜名(5 1g n d )
,

几= 拌
6

(上+ 占
, 拼+ ⋯)

,

夕= “3

(夕
。
+ 夕1拼 + ⋯ ) (3

.

15 )

代入(3
.

9) 后
,

比较 拼的同次幂的系数得到
:

(
s ig n 占)夕忿+ 右,

。
+ 1 = 0 (3

.

1 6 a )

2 (sig n占)9
0 9 , + 省梦

1
+ 在, g 。 + g 忌一乙二 0 (3

.

i 6 b )

等等
.

由(3
.

1 6 a
)可解出

夕嘴, , (一右士澎了二不而砧
.

)/ Z
sig n 占 (a = 1 ,

2 ) (3
.

1 7 )

而由 (3
。

1 6b ) 可得到

y , ) = (雪一 (y件
)
)
3
一 g ,

忿烤
,

)/ [ 2 (
s ig n d知

‘

侣) + 占] (a 二 l
,

2 ) (3
卜

25 )

由(3
.

1 7 ) 知
,

当 , : 的分母为零时
,

占名= 4 sig n占
.

因而
,

当 s三g n j== 一 z 时
,

(3
.

1 5 ) 中没 有奇

性
,

可取舀
: 二 0

.

当si g n乙二 1时
,

为使(3
.

18 )的分母为零时分子也为零
,

应取占
.
= 一 3

.

这样
,

我们又得到了(3
.

的在 夕= 0
,

久= o
,

占= 0 附近 的两个解的渐近展式

边= }占!
. , 2

“一 3旧}”
2
+ O ( }占}))

v‘. , 。 }占l
吕, 2

(夕
‘

盅
’

+ 夕
‘

贯
’

}占!“
2
+ O (ld l))

其中 g 件 , 和 , ‘

盆
’

由(3
。

1 7 )
,

(3
.

1 5 )确定
.

(。一1 ,

2)
} (3

.

19 )
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