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摘 要

本文通过二类变量广义变分原理导出了考虑横向剪切变形时圆截面等直悬臂梁的近似 理 论
.

给出了对应于该理论的具有两个广义位移的二类变量广义余能的算式
.

考虑一个均匀的各向同性的圆截面等直梁在其一个主平面—
(二

, 二
) 平面内的弯曲问

题
。

设
二轴是梁横截面的中心线多 它的矩形对称水平的纵截面是平面弯曲问题的中性层

,
尽

和B
Z

是中性层上边和下边梁的侧表面 , D (二)是
二
处半径为

r的圆形横截面 , B : = D (0 )
,

B
;
二

D (O (l为梁的长度) 分别为梁的左端面和右端面
.

于是梁的表面方程及其外法 线 方 向单位

矢量万~ (‘
, n , , , :

)可分别表示如下 (见图示 )
:
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关于梁的变形作如下假设
:

变形前垂直中

心线的截面
,

‘

变形后仍保持为平面
,

但不再假

设它一定垂直变形后梁的中心线
.

本理论有两

个广义位移
,

一个是中心线的 挠度 。(劝 (以

与二
轴同向者为正)

,

另一个是横截 面的 转角

诚劝 (以从二轴经 90
’

到
z
轴的转向为正 )

.

为把梁的理论纳入到弹性力学空间问题中

近似求解
,

对梁中位移和应力作如下假设
:

,

讨= (一 i
,

o
,

o)

衬= (1
,

0
,

0 )

全全全全

u = 一 : 甲(x )
, v = 0

, 。= w (x ) ( 1 )

份 钱伟长推荐
.
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其中M (二)为D (幻内的弯矩
,

并以使
: > 。一边产生正的外值时规定为正 , Q(劝 为 D (幻内的

剪力
,

并以使D (习中产生正的‘
:

值时规定为正 ,

1
J t二二二

—汀r ,

4
( 3 )

为D (二)对中性轴的惯性矩 ,

b(
2
) = 2斌于厄二了

是刀(二)中点(g
, 二)处平行于 g 轴的弦长

,

( 4 )

s (
二
)一粤(

r , 一 : ,

)
Q

( 5 )

是D (二)中点(y
, 二
)处平行于, 轴的弦以外的面积对夕轴的面积矩 ,

“(二 ,一{
。。 (二 , · ,

·
d s ‘”D ‘: ,为D ‘“ , 的边界,

( 6 )

是梁的单今长度上作用的与
“方向平行的面力分量对。轴的力矩 (正向与诚习相同 ), 它是已

知的对应于 甲(幻的广义载荷
。

梁的边界条件可写成
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, v 二 o , 。 = 面 (7 b )
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要求外载荷合力作用线在(
二 ,

习平面内以保证梁只产生平面弯曲; 卢二 关于 (二
,

妇 平面反

对称分布在B ,和B
:

上
‘, ;

(7
C )中厅

二

和几
:

在B
‘

上分别静力等效于对和口
;
从而(7 c )可表为
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,

是作用在梁的单位轴线上的已知横向载荷
。

二类变量广义变分原理的广义余能的算式 (见文献 [ 1 〕中385 页(9
.

6 )) 是
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l) 在〔3〕的假设下也可设几
夕二〔S (2) 0 式二)/ b(劝J」[一 , 刀(沙一沙 )」

,

但(19 )及其变分后给出的方程不

变(Q
l
就是Q

,

只是变分时视Ql
,

Q和M互相独立 )
.

下面M
,

S. 二表示M (幻
,

S (劝
, ·

⋯

: ) 从而中
_

‘ 口刀 电月 J

, 乡声 , = 0
.

故户
二

对‘
,

的影响可不计
.
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式中
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为体力分量
.

在这个变分原理中仃和 u中的分量为独立的自变函数
,

而p由下式规定
,

八= ‘C ,
+ 玛介, + ”:

介
二

P, = ‘丫二, + ”, a , + n‘ , ,

八= 振 了二 :

+ 打, 1 , ,

+ n 二U
: } (1 2 )

变分式

乙厂
:

二 0

相当于弹性力学的全部方程和边界条件
.

式(1 2 )应用于本文应有

(1 3 )

B i ,

B :

B 。 :

几
:

== 卫T 二 : ,
P, == P

z

= 0

(1 2)
,

八 == 一口
二 ,

P. = 0 ,
P

:

“ 一T 二 :

八 = 几
,

巧‘刀
,

介 , 几
: {

显然上式在B , 和 B :
上是不全满足给定的边界条件(7a )的 , 然而我们将看到变分式(1 3) 能使

我们所设的位移分量和应力分量满足具有两个广义位移的梁的理论的基本方程 (见文献【1 〕

中 1 39 页) 和左端 (广义 ) 固支
、

右端自由的边界条件(7 b)和(7 0
夕 .

将(l)
,

(2 )和 ( 7 )恒为零的分量代入( 8 )式给出 (不计体力f
二 ,

j
, ,

介)

几一JJJ
。

僵
十

贵
+

(会
+

杂
生

)
·+ 一

鲁动翻一
『

盯
_

、(、。+
腼 )匆山

认砚刀s

一
{!{

_ _

、(、一 ,
·

)u + (扒一 ,
·

) , }d B ‘,
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(1 4 )

将上式体积分记为I
,

两个面积分分别记为 1 1 ,
I: .

为化简 (14 ) 式右端经繁琐的数学推演首

先给出

仃
_

二拟。* 一于、
,

{{ zaz 如“一M
J J D 毛公

、

‘ J认刀 ‘铆

D 万和G 分别为杨氏模量和剪切模量
.
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以上各式的结果只用到了本文对几
,

介
,

的定义和 ( 3 )
、

( 4 )
、
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、
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及
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将上式变分 (经分部积分后 ) 给出
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式中

c : 一

命GA (2 1 )

A为D (二)的面积
.

从而dr
:
= O给出基本方程

、夕、少、J口、夕,‘心U月4LO2几‘O自2
了‘
‘
了.、了气了.、M一EJ 斋

Q 一
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一 ,
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C , 一

会
。

黑
一口+ *

尝一
互

和在B
:

处 (广义 ) 固支
:

, = 面
, 甲== 币, (Ze)

在B ‘
处自由

:

M = 材
,

Q == O (2 7 )

等所需要的边界条件
。

(2 4 )和(2 5 )与文献 [ 1 ]中 14 2页的(1
.

7 )完全一致 , (2 2 )和(2 3 )则相当于文献 [ 1 〕中 1 4 1

页的(1
.

5 )
,

且(2 5) 式比那里的(1
.

5 )式更为严格
,

它把 示 的作用也反映进去了
.

这一项只要

和板的相应理论 (见文献 〔1 〕中 40 6 页(1 3
.

16 b) )对照一下就知道是应该在 (23 ) 中反映出来

的
,

从文献【1 〕中 146 页的(2
.

5 )式也可以看出这一点
,

此外我们已从弹性理论出发证得了这

一事实
:

即在文献〔2 」中 3 37 页求剪切系数K 所需要的公式(25 )中
,

如果考虑到 夕
二

的影响必

需再加一项(历 + Q)
一’ ·

2 (1 +
v
)J卢

二

(
v 是泊松比)

, ’.

(2 1)中C ,
相当于文献[ z 〕中1 4 1 页(1

.

5 )

式的C 2) ,

用〔1 〕中145 页给出的公式取
v = 0

.

33
,

则对圆截面而言算得 C二 o
.

8 9G A
,

与 C :
只

差百分之一
。

以上我们利用二类变量广义余能原理
,

从空间弹性理论导出了考虑横向剪切变形的在左

端为(广义 )固支
、

在右端为自由的圆形截面梁的近似理论
,

进而给出了与该理论相对应的具

有两个广义位移的二类变量广义余能的算式(1 9 ). 并指出(1的可对应 枯
, 的两种分布形式孙 。

:
文章另送审

.

如果在 (2 1)中略去沉
.

这两种形式对应同一、.1 值
.
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