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摘 要

本文在处理几何非线性间题时
,

利用在变分方程中引入摄动过程
,

得到各级变分摄动 方 程
,

并通

过有限元法求解
.

由于有限元法能成功地处理各种复杂边界条件
、

几何形状的力学问题
,

摄 动 法又可

将非线性问题转化为线性问题求解
.

若结合这两种方法的优点
,

将能够解决大量复杂的非线性力 学问

题
.

并能够消除单独使用有限元法或摄动法求解复杂非线性间题所出现的困难
.

本文应用摄动有限元法求解了一般轴对称壳的几伺非线性问题
.

一
、

引 言

科学技术的飞速发展
,

向人们提出了大量的非线性力学问题
.

解决这类问题是比较困难

的
.

许多学者为此曾做过大量的研究
.

1 9 4 7年钱伟长教授成功地用摄动法求解了圆薄板大挠

度问题
〔”

.

这方法的特点是把非线性方程化为多级线性方程
,

然后逐级求解
,

从而克服了直

接求解非线性方程的困难
.

但摄动法需要先找出一个线性方程的解析解作为逐 级 计 算的基

础
,

倘若结构的几何形状及边界条件较为复杂
,

难以求得一个简单的线性解析解时
,

应用摄

动法将遇到困难
.

自有限元法出现后
,

非线性问题更多地依靠这种方法
,

以求得一个数值解
, “““3 .

有 限元

法的最大优点是能够解决形状和边界比较复杂的非线性问题
.

但这种方法通常需要花大量的

计算机时
,

如N ew to n 一R a p sli o n
迭代法求解非线性代数方程组

,
而且在某些情况下

,

还可能

出现迭代不收敛现象
。

本文所介绍的摄动有限元法
,

其基本思想是
:

将摄动过程引入变分法中
,

得到各级变分

摄动方程
,

并通过有限元法求解
.

这种方法吸取了摄动法和有限元法各自的优点
,

既解决了

结构形状及边界条件复杂所带来的困难
,

又不需用迭代法求解
,

因而扩大了求解非线性问题

的范围
,

一

大大地节省了计算时间
.

1 9 8 2年我们曾用摄动有限元法求解材料非线性的平面应力问题
〔” ,

得到了一个与实验结

果十分相符的解答
.

本文进一步应用这种方法导出轴对称壳几何非线性问题 的全部摄动有限

元法的基本方程
,

并具体计算了正截锥壳的非线性应力和位移
.

为了校核这种方 法 的 可靠

. 张福范推荐
.

了O马
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性
,

本文还计算了环板的位移
,

其结果与叶开沉教授
〔“’
所得结果十分一致

.

二
、

轴对称壳几何非线性问题的基本关系式

( 1 ) 定义内力
、

应变矩阵

内力如图 1 所示
。

内力矩阵
:

{厅 }= 〔方
。 ,

夕
。 ,

对
e ,

对
e〕,

(2
.

i a )

应变矩阵
:

{万} , 〔万
a , 万e ,

牙
。 ,

牙e〕,
(2

.

ib )

(2
.

1) 式中
:

N
, ,

N e
分别为壳中切向和环向薄膜力

; 厉
, ,

厉。
分别是相应方向 的 弯矩

; 万, ,

岛分别为壳中面切
、

环向薄膜应变 , 又
。 ,

石分别为壳中面切
、

环向的曲率变化
.

葵净
R ,

硬玄

图 1

( 2 ) 应变与位移的几何关系

图 2

位移如图 2 所示
.

。 , 肠分别表示切
、

法向位移
.

歹为沿壳母线方向的坐标
.

位移矩阵
:

{U l }== 〔叮
, 幼〕r

{口卜二 [a
,

‘ ,

万〕
,

(2
.

劝式中万表示壳中转角
·

本文只讨论小应变
、

大转角问题
.

在这种情况下
,

几何关系为
:

(2
.

2)

(2
.

3 )

+ 。s王n 甲)

巴 _ 夕乒、
尸

,

d 互 ,

(2
.

4 )

~ 、 d石 。

且 p = 刁百 一瓦
、

( 3 ) 物性关系

由于材料是线弹性的
,

故满足下列广义虎克定律
:
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币厅 }= [ D 〕{万} (2
.

5)

其中

, 0

l 0

[D ]
E h

1 一沪
0 0

h , , h忿

12 1 2
(2

.

6 )

0

巡
寿,

12
~

万万一

E 为材料的弹性模量 , v
为泊松比

, h为壳厚度
.

( 4 ) 变分方程

壳所受均布力如图 3 所示
.

厦
. ,

互
。

分别为壳切
、

法向均布力
.

{互}= [互
a ,

互
”

〕,
(2

.

7 )

瓦几殆
一寸

.

性
附

瓦 几

图 3 图 4

作用于j点的集中力
、

集中力偶如图 4 所示
.

P
, ,

P
。

分别为作用 于 j 点的切
、

法向集中

力
; 而 为作用于j点的集中力偶

.

伊
, }= 〔几

,

民
,

司不 (2
.

8 )

根据最小位能原理
,

得
r
f石

_

尸

r

! {游 }叹厅 }于d 歹 一 l
J 0 J L 叮

{乙口 , }, {互}矛d : 一 名 护, {己口}, {户, }二 o (2
.

9 )

式中
,

L为壳母线的总长度
, L 。

为均布力作用下的壳母线长度
.

( 5 ) 无量纲化

将上述各有量纲的物理量化为无量纲的纯数
.

a 汤 。 二 于 百
“二下

, w = 下
, 口 = p , r = 下

, “ = 下
,

设
:

一 R
a

式B

=
一 二

n

1一v 艺

E h

尸
。

一

子
氏

,

。 - 1 一 v 急

E hZ

1 一”名

,

9 .
= 一

1一 v Z

E h
N 。=

h又a

! 一 v Z

E h
N e ,

M
。

二
皿二犷

~

厉

乙 n “

E

M
e二

互
, ,

口。

=

1 一 v Z

E

1 一 v z

E h
Z M

e ,

一

氏一NB

= h又
e , Z e

=

P.从xs

将 (2 一 0 )代入 (2
.

。)得
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r L
_ _

C

l {d 。}
T

{口 }r d s 一 l
J O J 石 叮

{占U , }全 {q }r d s 一 E
r , {占U } T {F , }= o (2

.

1 1 )

(2
.

1 1) 式为无量纲方程
,

式中各物理量均为无量纲量
.

三
、

摄 动 过 程

选择壳中的最大挠度不
。

为摄动参数
,

并将所有物理量展开为牙
。

的幂级数

8艺,-l
一一{U } = 兄 {U “, }不兮

, {e } = 乙 {。“ , }牙石
;

{。} {a ‘幻 }研孟 (3
,

1 )

式中{U ‘幻 }
,

仕(t) }
,

{a (’) }分别表示第艺级摄动的位移
、

应变
、

内力系数矩阵
.

在比例加载的情况下
,

设壳的所有外力均按同一比例变化
,

则可写成

{g }= T {g
。

} ; {F , }= T {F 兮} (3
.

2 )

其中
,

谧q
“

}
,

{F 梦}表示外载分布规律
,

它们只是坐标的函数
,

而T 则为表示外力大小的量
,

它是研
。

的函数
,

故T亦可展成W
。

的幂级数

T = 乙 t“ ,
牙轰 (3

.

3 )

将(3
.

2 )
,

(3
.

2 )
,

(3
.

3 )代入(2
.

1 1 )后
,

即得

件「

丝
l

卫
_ _

_

,

」
。

L乞:气月 {““
‘“,

}
T

{a ‘“ 一“‘’

} )班 : “ J
r d S

~
一

盯 ‘~ 盖 口. 1

置(艺
{。二‘, , , ·, (。一 ‘ ”

、牙
饥 一 1

’

‘一玉

一

[霓(鑫
‘“U , ’““

一 ’“’

)不

晋
‘ 】

〕
, d : 、。

。

}

:
‘ 1

〕
{F , }一 。

(3
.

4 )

几l场乙,-l一一

归并同次幂项后
,

得

鑫[J:
‘“一‘’‘
一

“‘ ’) , ·“一{
·。

“ U ‘””““
一’‘ ”‘“”·“·

一兄
r , {d U “, }, t‘“

一‘十‘, {F 登
;
〕
一。

(3
.

5 )

设

其中

{。伪
,

}== {。‘夕
’}+ {。‘票’} (3

.

6 )

王

一

⋯
答

+

臀

告
。 (。) c o s , + “‘“) ·‘n , )

吴(登一些豁
~
一

)

俨(
一

登一等)

(3
.

7)
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称为克级线性应变摄动系数矩阵
‘

告乙产
力
尹

’ 一

力

e 《盈
’

掩》 2 (3
.

8 )
八UO

称为掩级非线性应变摄动系数矩阵
.

由(3
.

6 )
,

(3
.

7 )
,

(3
.

8 )式得

几一1

魂己e 伯, } ~ {6 e ‘全’} + 乙 {占刀
‘, , }刀

‘, 一 力

了一 1

(3
.

9 )

式中 {胡
‘, , }== [占刀

‘, , , o , o ,
0 ]

,

(3
.

1 0 )

由(3
.

7 )式知
,

{U “ ’

}确定 T
,

{。‘全
,

}便可确定
,
而由(3

.

5 )式可知
,

{e ‘盘, }与k一 z级以下

各级位移摄动系数有关
,

故 k级摄动时蓬a( 之
’}是已知的

。

将(3
.

的代入(3
.

6)式并经整理后得

言IJ:
‘“一 ,

)

‘· ‘

一
““ , ‘·“· +

I:
‘”

‘“’

卜,

乙刀
‘, ,

{a ‘, 一
卜’+ , , }r j s

一

I:
‘“U ‘”‘’“’

一“‘”

《口o 卜r d ; 一 E
, , 嗦己U “ ,

}, t《, 一‘. ”币F 兮} ] = o (3
.

6 a )

(。= 1 , 2 , 3 ,

⋯

若设k级摄动系数的变分不为零
,

而其余各级摄动系数的变分均为零
,

上式即得

l:
、“ (

,
) }·、a (。

一
}·d · +

I:
‘”“ ,

},

兄刀
‘, ’通a ‘价 一“一‘+ , , }r da

I{占U ‘全
’

}, 矛‘”一 ‘+ ‘,

王q o } rd s 一 E
r s咬占U “,

} , t‘, 一 “+ ” 谧F 兮}= o (3
.

sb )

设 i二勿一路+ 〕 (i= 1 , 2 , ,

则有

i:
、“ (

,
, }·、a

(一 }rd · +

J:
‘、

《。》

} ,

乙刀
《力 {a “一力 }r ds

I{乙U ‘
合
’

}, t“ , {9 0 }r d ; 一 乙
r ,谧dU “,

}, t“ ,

{F , }= o (3
.

se )

四
、

有限元法的应用

利用有限元法解(3
.

sc
)式的方程

,

将得到各级位移
、

应变
、

内力摄动系数的解
.

考虑到轴对称问题
,

取环状壳单元
,

并简化为 R
:

为常量的简单直线单元
.

以。
, n
结点

的切向
、

法向位移和转角的‘级摄动系数为独立变量 (如图5)
,

即
‘ .
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凌川
“ , }

“
= 〔u (二, , 。 ‘二, ,

刀‘杀, , u 、 ,

刀‘二, ]
r o

(4
.

1 ) f

令‘一洽并设单元的位移模式为
塑朋

舀(护

泛u ‘
撬

2

““ ,
, a l + a Z

左
, 功“, == 护, + , :占+ ?若

,
+ ? 洁

3
(4

.

2 )

将结点位移的‘级摄动系数{牙
‘幻 }

’

及结点坐标际
, r 。

代

入(4
.

2 )式
,

解出a l ,

电
, 夕, ,

,
: , 下。, 下‘并代回(4

.

2 )式

得到

谧U “ ,

}
,

= 〔N 〕{牙
“ ,

}
e

(4
.

3 )

{U ‘;
’

卜
e

= (N
:

」{研
“ ,

}
e

通刀
(‘,

于
.

, [C〕{班
“ ,

}
e

其中

万于鱿

(4
.

4 )

(4
.

5 )

。付 :
_ _

_ 了[N
:

〕: 又。

飞
_

「户 :
‘ _

二丁[N IJ, 二

将(4
.

3) 式代入(3
.

7 )式得单元公级摄动系数的线性应变与结点位移之间的关系

{。‘l
, }

e

= [B 〕{牙
“ ,

}
‘

(4
.

6 )

根据(2
.

5) 式可推出

通a “, }
e

= [刀〕{。“ , }
e

(4
.

7 )

将(3
.

6 )代入(4
.

7 )式有

{a “, }
.

二 [D l({
。‘
}
’}

‘
+ { , 哎氮, 卜

.

)= 笼a
‘
{
’}

e
+ {。‘轰, }

.

(4
.

8 )

将(4
.

3 )
、

(4
.

4 )
、

(4
.

5 )
、

(4
.

6 )
、

(4
.

8 )式代入(3
.

5 e
)

,

且由于k级结点位移摄动系数的变分

是任意的
,

其系数应为零
,

得到

军11:
’

〔B 」·〔D , 〔B 〕·“·‘班
《‘)

,
·

+

{:
‘

〔B “·‘一
卜

“) ‘二“·

+

{:
’

〔C〕·

鑫
刀

( , 》· 、。
(卜 , ) ‘二“一J;

‘

〔N : 」’‘
(幻‘、

。

‘
“·“·

一乙
r , [N 〕刃t“

,

{F 孚}
‘
= o (4

.

9 )

式中

l
,
。

, ,
。

, , , , ‘、 , _ , , ,

叹口
’

二
’

十
一

= 丁L刀JL七 JL月
‘

” J
一

Ll v

t一 1

且 [月 “ ,

]
e
二 乙 {研

‘, ,

}
‘

{班
“ 一 , , }

‘ T

了一 l

刀、, ) ·{。“
一 , ,

}一。万 : ] {二 “ ,

}
·

([。〕[。z {二
《‘一‘, }

·
+ 令〔。〕[e ] [ , “ 一 ‘)〕

·

〔万, 皿,

、 ‘

若定义
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〔K 〕
‘
一

{:
-

‘尸·’
“

一

I:
‘

[B 〕
,

[D 〕[B 〕: d s

[N
:

〕, {口
。

}
‘ r d s + E

r , [N 〕, {F 兮F
‘

、尸(‘

、}一告
一

}:
〔B 〕·〔D 」〔C〕〔A (幻〕

·

〔N !〕
少: d ·

(4
.

1 0 )

+

!:
〔C〕·〔D 〕〔B 〕〔A (。)〕

·

〔N !〕二d · “) 2 ,

‘p (
‘
) ,一合丁:

‘

〔C〕· 〔D 〕〔C 〕

鑫[且“ 一‘, 〕
‘

[万 1」
T

{砰
‘, , }

· , [刃l〕
T r d :

(i》 3 )

将(4
.

1 0) 式代入(4
.

的式得
:

E ([K 〕
“

{研
“, }

“
= t“ , {P 。}

‘

一 {P ‘二’}
e

一 {P ‘
工
’}

.

) (4
.

1 1 )

将各单元集成后
,

(4
.

1 1) 式即得

[K ] {牙
“, }= t“ , {P 。 }一 {P ‘

二
,

}一 {P ‘
轰

, } (4
.

1 2 )

(4
.

1 2 )式中 [K 」
,

{P吸
’}

,

{P ‘
么
’}

,

{P 。}都是单元矩阵 (4
.

1 0 )式集成后的结果
.

IP 。} 是与

外载有关的常量列阵
, {尸吸

’}
,

通P( 轰
’} 是只与i一 1 级摄动以前的计算结果有关的列阵

,

对于

i 级摄动来说
,

它们是已知量
.

当 落~ 1 时
,

王尸(
盖

, }
,

{尸‘
丢
) }均为零

,

此时方程 (4
.

1 2) 式成为

[K 〕{研
“ , }二 t“ , {P 。 } (4

.

1 3 )

(4
.

1 3 )式所对应的解{研
“ ’

}
,

t(l ’即为线性解
.

在求得第一级摄动的线性解 {牙
‘, , }后

,

可 以

根据 (4
.

2 0 )式确定 (4
.

1 1 ) 式中的 {P吸
, }

e ,

{P ‘另’}
e

以及 (4
.

12 ) 式中的 {P ‘
孟
’}

,

{P ‘
孟

, }
,

再

由(4
.

1 2 )式求出{砰
‘“, 卜⋯⋯ 按上述方法循环进行下去

,

将求得各级位移
、

应变
、

内力摄动

系数的值
.

(4
.

12 )式中〔K 〕是总刚度矩阵
,

在各级摄动中它是一个常量矩阵
.

因此在编计算

机程序时
,

采用三角分解的方法进行(4
.

1 2 )式方程的求解
,

最为方便
.

还值得一提的是
,

在求解上述方程的过程中
,

有一个系数t“ ,
未知

,

这要根据O点的位移

等于摄动参数班
。

这一条件来确定
.

设w 。

表示O点的法向位移
,

其幂级数展开式是

切。
二切咭’

砰
。
十切咭’

才急十 ⋯‘不
。

于是得到

。‘
浩

,
== i , 田‘

丢
,
= o (i今 i) (4

.

1 4 )

根据这些条件可确定出各级 t“ , 的数值
.

五
、

算 例

运用摄动有限元法
,

我们具体计算了正截锥壳在集中力和均布力两种载荷分别作用下的

位移和内力
、

壳的几何尺寸和载荷情况如图 6
、

图 7所示
.

尸尸塑些士
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在此
,

材料的泊松比
v
取为0

.

3 ,

壳厚h取为一个单位
.

计算结果
:

集 中 力作用下壳中位

移
、

内力的分布及外载与最大挠度之间的关系如图 8 ~ 1 4 ,

均布力作用下壳 中的上述关系如

图 1 5一21 所示
,

图中分别用¹
、

º 标出摄动参数取1和2时的结果
。

从图中可以看到用本方法算得的壳中内力是满足边界条件的
.

考虑非线性项后
,

内力 大

小有不少变化
,

如壳体受均布载

荷情况下
,

刃。 的非线 性 解与其

对应的线性解的最大 误 差 可 达
53呱

。

为了校核本方法的正确性
,

我们计算了环板在集中力载荷作

用下的位移 (如图22)
.

得到结

果所绘 曲线 (如图23) 与叶开沉

教授在
《

环形薄板大挠度问题
》 〔“’

一文中的摄动解完全一样
.

这也

从一个方面说明摄动有限元法的

可靠性
.
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六
、

讨 论

用本方法解得的壳之最大挠度与载荷间的关系为

{F }= (t
(‘)牙

。
+ *‘2 )砰丢+ ⋯){F

”

}

{ g }= (t
‘”
牙

。
+ t‘2 ,

珍孟+ ⋯){g
D

}

将计算结果代入(6
.

1) 式
,

得

} (6
.

1 )

集中力作用下
:

{F }= (一 1 2
.

5 50 琳
。
一 3

.

12 0不急一 0
.

03 0才急+ ⋯ )王F
“}

‘F
。

‘一

丽子丽
-

〔2 。
,
一 2。”, 。」’

均布力作用下
:

笼好 = (一 0
.

03 4才
。
一 0

.

0 17 牙毛一 0
.

00 2砰己十 ⋯ ){q
”

}

且 {9 0 }= [ o
,
一 r ] ,

而由小挠度理论
,

即线性解得到的关系分别为

{F }== t(, )
牙

。

{F “}= 一 1 2
.

5 5万
。

{F “}

{a }二 t(, ’
牙

。

{a
o

}二 一0
.

0 3 4 1牙
。

{q
o

}

当摄动参数牙
。

较小时
,

线性部分占主导地位
,

但当才
。

增大时
,

非线性部分越来越重 要
.

如

在壳受集中力作用下
,

当 }才
。

}= 0
.

5时
,

大挠度理论与小挠度理论相差 12
.

3肠
,

当 !附
。

1二 1

时
,

二者相差24
.

4 务
.

并且在我们所计算的两例中
,

对应一定大小的外载
,

大挠度理论的位

移值要大于小挠度理论所对应的解
.

由于摄动有限元法并不需要用迭代法计算
,

故不会出现用普通有限元法解非线性问题时

所常遇到的迭代收敛问题
.

这样可节省大量计算时间
.

但是
,

由于摄动参数不能过大
,

(算

例中班
。

《2) 因而此方法的应用亦受到一定限制
.

联合使用摄动法和有限元法
,

除上述过程 (在变分 中引入摄动
,

再用有限元法解各级变
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分摄动方程) 外
,

还可以先利用有限元法得到非线性代数方程组
,

再引进摄动法进行求解
.

根据我们的证明
,

由这两条途径得到的结果是完全一致的
.

本文所利用的摄动与有限元相结合的方法
,

也可以用来解决材料非线性问题
L7 ’及几何

、

材料均为非线性的复合问题
.
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