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摘 要

在本文中我们得到了一个一般的随机不动点定理
,

推广了E ng 拍
, , ,和 Boc san 川的主要结果

.

这

一定理的有用性在于目前由许多作者用特殊方法得到的随机不动点定理 〔‘ , ‘, s , 131 均能利用我们的一

般定理 (定理 1 和系l
,

2) 得到
,

最后给出了我们的定理对随机积分和微分方程的应用
.

引 言

在最近十几年中
,

由于随机分析的发展随机积分和微分方程已广泛应用于许 多学 科 领

域
.

例如遗传工程
、

电话通讯理论
、

抚动理论
、

人 口 动态
、

随机控制
、

生物学
、

化学动力学

和蒸汽温度模型等等 (参见口一幻和〔4
, p 2 26 〕)

.

为了研究这些从实际 1’@ 题中提出的各类随

机积分和微分方程解的存在唯一性和其他性质
,

映射的随机不动点理论将是必不可少的有力

工具之一 因此 B h a r tic 五a 一

R ei d‘
”’ 指出

:
得到各类决定性不动点定理的随机类似及其推广

将是有兴趣和有价值 的
.

王梓坤
〔“’早在二十年前就已向国内介绍了这一研究方向并作了若干工作

,

近几年国内外

已有不少作者从事这一方向的研究
。

最近 E n g l’
‘, 7 ’ 和 B oc

s a n 【昌’
在各自的假设下对点值和集值连续随机映射已分别得到了

某些一般随机不动点定理
。

在本文中
,

我们首先改进和推广 [ 4
,

7
,

8] 中的结果
,

提供了一个更一般的随机不动点定

理
,

使得目前由许多作者
〔’, ‘, ‘“ , ”用各种特殊方法得到的随机不动点定理都能应用我们 的一

般随机不动点定理 (定理 1 ) 作统一处理
.

换句话说
,

对 Pol is h 空间
,

即可分完备距离空

间
,

和可分 Ban ac h 空间上的点值和集值连续映射
,

一旦决定性不动点定理成 立
,

则作 为

定理 1 的推论
,

相应的随机不动点定理也成立
.

因此作为定理 1 的应用
,

我们得到了若干决

定性不动点定理的随机推广
.

最后给出了我们的结果对随机积分和微分方程的一些应用
.

二
、

一般随机不动点定理

设 (X
,

d) 是一 Pol is h
、

空间
,

(口
,

并
,

刃 是一完备 a
一

有限正测度空间
.

显然每一完

备概率测度空间是一完备 。
一

有 限正测度空间
.

我们用 CL(X ) 表X 的一切非空闭子集的族
,

. 钱伟长推荐
.
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H (
· , ·

)表距离d在C L(X ) 上诱导的 H au sd or ff 距离
.

对任意戏 X
,

A c= X
,

记d( 二 ,
A ) =

in f凌d (二
, 夕)

:夕(A }
·

定义 1
一

称映射 E : 口。C L(X )是可测的 (紧可测 的)
,

如果对每一开集 (紧集) D c= X
,

有 E
一 ’

(D )= 诬。(口
: E (。 )门D 铸功}(并

.

注意到这里的可测 性 定 义 在 〔14 〕中称为弱可测
.

我们用 G 《E )= {(。
,

习 (日 x X , 二(

E (。)}表映射E 的图
.

定义 2 称映射 T : G
,

(E ), C L (X )是
“

具有随机定义域 E 的连续集值随机映射
”

如果

(i) 对每一 。(口
,

T (。
, ·

)
: E (。)* (CL (X )

,

H (
, , ·

))是连续映射
.

(ii) 对一切戏X 和一切开集D c X
,

{。(日
: ,
(E (0 ) 和 T (。

, 二
)自D 笋价}(并

称映射二口 , X 是
“
T 的广义不动点

” ,

如果对一切 。(口
,

戏。)(E (p ) 和戏。 )(T (。
,

戏。 ))
;

称它是
‘,

T 的随机不动点
”

如果它是 T 的广义不动点且是可 测的
.

称映 射 T: G
,

(E )。X 是
“

具有随机定义域它的连续点值随机映射
” ,

如果由了(。
,

幻二 {T (o,
,

劝 }定义的映射 了
: G 式E )

。CL (X )是具有随机定义域E 的连续集值随机映射
.

定理1 令 {T
‘

}
‘( ;

(I 表任意指标集) 是具有随机定义域 E 的连续集值随机映射的族
.

如

果 {T
,

}
‘( ,有一广义公共不动点

,

则笼T 小。, 有一随机公共不动点
.

由

F(。 )= {“ : 二(E (。)和二(T
‘
(。

, 劣)
,

V i(I}

定义的映射 尸 : 。。CL (X ) 是紧可测的且存在 {T 小 ( , 的 (至多) 可数个随机公共不动点 阮
(m 一 i , 2 ,

⋯ )使得对一 切 。(口 有 尸(。)= 福瓦蔽石又
。 , :
其中 1砚丈石习

, 妻 ;
表 集 {二。(。)}

。》 ,

的闭包
。

证明 因为E 和每一几都是闭值映射且对一切。(口
,

每一几关于二(E (。 )是连续的
.

又因

{几械
,
有广义公共不动点

,

所以对每一。〔。
,

尸(。 )有非空闭值
.

因为 (x
,

d) 是P o

lis h空

间和 (口
,

并
,

刃 是完备a
一

有限正测度空间且对一切开集 D c= X
,

有 {。(口
: E (。 ) 门D 笋必

(并
.

由〔1 5
,

定理 I
,

3们推得对一切闭集C仁X
,

有{。(口
: E (。 )门D 关沪}(并

.

现在对任意固

定 的紧集Cc X
,

令C(。 )= E (。 )n C
,

V O (日和令口
。
= {。(口

: C(。)祷功}
.

于是有口
。

(冲
.

因

此由下式定义 的映射

。降C(。) V 。(口
。

是一非空紧值映射且在 (口
。,

滩
。,

川 上是可测的
,

其中滩
。

由既是并的元素又是口
。

的子集

的那些集组成
.

由〔15
,

、

定理 1
.

, 8 〕知存在 。、C(。) 的可测选择序列 {。。}、 :
使得 c (。 )=

{a
、
(。刀

、》 ; ,

V 。(口
。 ·

另一方面
,

由【10 〕或〔川的引理 2 知对每一几 和对每一可测映射 二口

, X
,

双。 )(侧司
,

有八(。
,

x( 。))是可测的且有非空闭值
.

又 因八是连续集值随机映射
,

从而对每一。(口
, s u p d (

· ,

T ‘
(。

, ·

))关于、(E (。)是下半连续 的和
s u p d (二(

·

)
,

T ‘
(

· , 二(
·

)))
咬 I

- - - 一

帐I

是一可测函数
。

所以由下式定义的函数

刀(。 )二 in f {s u p d (二
,

T ‘
(。

, 二))}
‘ ( c (。) ‘( I

= 至n f { s u p d (a
。
(。 )

,

T ‘
(。

, a *
(。)))}

寿奋 1 ‘( I

是 (口
。 ,

并
。 , “) 上的可测实值函数

.

注意到F (。)c 它(。) 和 C (。 )= E (。 )门C
,

V 。(口
,

我们有

{0 (口
: F (。 )门C 笋功}二砚。(g

。 : 芦(。 )门C(。)笋功}
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= {。(口
。: 刀(。)= 0 }(汤

。

c 并
.

这蕴 含 F : 口‘C L (X ) 是一紧可测闭值映射
,

又由【1 6] 的定理 1 或 〔81 知存在F 的一可测选

择序列
二。

(。 = 1 , 2 ,

⋯ ) 使得对一切。(日
,

有 F (。)二 {二贰。 )}.
, 1

.

于是 每 一 与 : 口 , X
,

fn > 1都是{T
‘

}
。( , 的随机公共不动点

。

定理证毕
.

系1 令T 是具有随机定义域E 的连续集值随机映射
,

如果T有广义不动点
,

则 T 有随机

不动点
,

由

F (。 )二谧川 劣(E (0 ) 和 劣(T (。
, 二)}

,

定义的映射 F :口、C L(X ) 是紧可测的且存在 T 的 (至多 ) 可数个随机不 动点耘 (m 二 1 ,

2
,

二 使得对一切 。(。
,

有 F (。)~ 通二武。)}、
, · ’

· -

注1 系1改进和推广了【4〕的定理8
,

〔7] 的定理 6 和 〔8] 的定理l
。

系2 令蔺T 小( , 是具有随机定义域E 的连续点值随机映射的族
,

如果魂T
. }, ( I

有广义公共

不动点
,

则{T ‘} , ( ,
有随机公共不动点

.

由

F (。)二{x : 二(E (。) 和 二 == 几(口
, 二)

,

V 《升

定义的映射 F : 口、c L (x )是紧可测的且存在 {T 小白
‘

的 (至多 ) 可数个随机公共不动点、

(m = i , 2
,

⋯ ) 使得对一切。德口有 F(。 )~ { 二。(。 )}
。, , .

注2 系2也是【4 1的定理 8 和〔8 ]的定理 1 的改进和推广
.

三
、

随机不动点定理

在本节内
,

我们利用定理 1 、 系1和系 2 来获得某些最近由各个作者得到的决定性不动点

定理的随机推广
.

定义3 如果函数 巾 : 。 x 〔0, 00 )
“

, [0
,

co ) 满足
: 一

(i) 对每一。(。
,

中(“
, t, ,

二
,

几) 关于斌 i= 1
,

⋯
,

5) 是上半连续和严格增的
.

C ( ,

(11) 对每一 。(。
,

乙 甲
”

(。
, t)< OO

,

V 才> o
,

其中 切(。
, 才)== 中 (。

, , ,
.

t , t ,二
o

,

Zt)
,

铭 一 立

护
+ ‘
(。

,

O = 试。
,

护 (。
,

O )
,

V 。
> 1 ,

则称少为中
一

压缩尺度函数
。

定理2 设{T
二

}
。 N

(N 表自然数集) 是具有随机定义域E 的连续集值随机映射序列
.

假

设对每一 。(口 和对一切 戏E (0 )
,

T
二

(。
,

习c= E (。 )
,

V 成N
,

如果存在少
一

压缩尺度函数中

使得对一切(。
,
“)

,

(。
,

, )(G
,

(E )
, ‘,

j(N
, i特j有

H (T
‘

(。
,
二)

,

T ,
(。

,

夕))《巾(。
,

d (二
,

梦)
,

d (T
‘
(口

,
二)

, 二)
,

d( 丁
,
(。

,

, )
, g )

,

d (T
,
(。

, 夕)
, 二)

,

d (T
‘
(。

, 劣)
, , ))

则{T
,

}
。 (N
有随机公共不动点

.

由

F (。 )== {那 x (E (。)和二(T式。
,
二)

,

V 。
(N } 一

定义的映射F : 口、C L(X )是紧可测的且存在{ T
,

}
。 (N 的 (至多) 可数个随机公共不动点 介

(m = 1
,

2
,

⋯ ) 使得对一切 。(口 有 F (。) = {鲡(。)护
, 》 : 。 一

证明 注意到乙护(。
,

O < 二
,

V 。(口和t> 。
,

蕴含甲(。
,

t) < t ,

V 。(口和t> 0
.

因此由

[ 17
,

系2 〕推得 笼T
。

}
,

印 有一广义公共不动点
;
再由定理1知本定理结论成立 ‘

注3 〔11 〕的定理 1和 【幻 的定理都是定理 2 的特殊情形
。 -
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定理3 设(X
,

d) 是紧距离空间
,

{T
。

}
,

( N 是具有随机定义域E 的连续集值随机映射的序

列使得对一切 (。
, 二

)(G
,

(E )
,

有 T
。

(。
, 二
)c= E (。 )

,

V 。
(N

.

如果对一切 (。
, 二

)
,

(。
,

, )

(G
,

(E )
,
二子 ,

,

i
,

j(N
,

‘笋 i
,

H (T
‘
(。

,
x )

,

T ,
(。

,

g ))< m a x {d (二
,

g )
,

d (T
‘
(。

,
二)

,
二)

,

d (T
,
(。

,

, )
,

夕)
,

鲁rJ(:
,
(。

,

。)
,
二)+ 、(:

‘
(。

,
二)

,

。)〕}
‘

(3
.

1 )

则 {T
”

}
, 。, 有一随机公共不动点和定理 2的全部结论成立

。

证明 对任意固定的‘
,

]’( N
, f笋 j

,

由〔1 8] 的定理 6 容易推得八和 T , 有广义公共不动

点
.

又由(3
.

1) 式容易证明T ‘
和 T , 的广义不动点集是重合的

.

因此 {T
。

卜
。二 有广义公共不动

点
,
再由定理 1 知定理 3 的结论成立

.

注4 易知定理3对具有随机定义域E 的连续集值随机映射族{兀圣
‘。 , (I 为任意指标集) 也成立

.

〔1 11的

定理 2 是定理 3 的特殊情形
.

定理4 设(X
,

d )是距离凸 Pol is h 空间
,
S

,
T 是具有随机定义域E 的连续集值随机映

射
.

假设对每一。(口
,

戏aE (。) (a E (。)表E (。)的边界) 有S (。
, 二
) U T (。

, 二
)c= E (。 )

.

如

果存在h : 日、(0
,

z )和 q : 口 , (0
,

二) 满足 q(。 )> m a x

使得对一切 (。
,
“)

,

(。
,

夕)(G
r

(E )

(i + h(。 ))
一h(。)

, 1 + ”(。) }
,

V 。(“
,

。(s(。
,
二)

,

: (。
,

。))( ; (。 )m
a 二

干。(
:

,

。)一鑫丫 [、(s (。
, 二

)
, 二

)
气 甘、“

J
/

+ ‘(: (。
,

。)
,

。) ]
, 一万i了 〔、(: (。

,

。)
,
二)+ 、(s (。

, 二
)

,

。)〕飞
甘、u 声产 声

则S和T 有一随机公共不动点
.

由

F (。)= {关 : 二(E (。 ) 和 义(T (。
,
x )门S (。

, 二
)}

定义的映射F : 口、C L(X )是紧可测的且存在S和T 的 (至多) 可数个随机公共不动点踢 (。

= 1
, 2

,

⋯ ) 使得F (。)= {二。(。) }
. , : 。

证明 利用 【19 〕的定理 1 和本文定理 1 容易证得本定理结论
。

注5 定理4是〔19] 中定理l和【幼
; 2 1] 中相应结果的随机化推广

.

自然我们也能陈述 【191 中其余结果的

随机类似
,

这里从略
.

定理卜 设(X
,

d) 是紧距离空间
,

T 是具有随机定义域 E 的连续点值随机映射使得对一

切 (。
,

二)(G
,

(E )
,

有T (。
,
x )(E (。)

.

如果对一切(。
,
x )

,

(。
,

夕)(G
r

(E )
,
二笋 y

,

d (T
,

(。
,
劣)

,

T 口
(。

,

y))< d(O
,
(o,

,
劣) UO ,

(。
,

g ))
‘

(3
.

2 )

其中P
, q (N

,

O ,
(。

,

二 )= {尹(。
,

二)
, i> 0} 和试A )表A c= X 的直径

.

则T 有唯一随机不动点
.

证明 由〔2 2 )的定理 4知T 有唯一广义不动点
,

又由系 2 知 T 有一随机不动点 广
: 口 , X

.

沪的唯一性容易从(3
.

2 )式推得
.

月J 定理5是 〔2 2 1
.

的定理4的随机化推广
.

定义 4 令
a :口 x [ 0

,

oo ) , [o
,

co )满足
:

(i) 对每 一。(口
, a
(。

, ·

)是非减函数
;

(11) 对每一。(口
,

lim 介一。(。
,

t))= oo 和 1三m 砂(。
,

t)二 0
,

V t> 0
,

则称 a为一 a 一

压缩尺度函数
.

注7 我们强调指出在定义4中既没有假设a
恤

,

e关于t的某种连续性
,

也没有假设a( 。
,

O 关于 。〔目 的
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可测性
。

定理6 设 (X
,

d )是Pol is h空间
,

T 是具有随机定义域E 的连续点值随机映射使得对一切

(。
,

劝(G. (E )
,

有T (。
,

劝(E (。)
.

如果存在P(N 和
a 一

压缩尺度函数a使得对一切 (。
,

x)

(G
,

(E )和k (N

d (T
,

(。
, 二)

,

T
, + 自(。

, 二
))《a (。

,

占(O
,
(二

,

o
,

p + k))) (3
.

3 )

其中O ,
(二

,

o
,

P + k) = {尹(。
,

劝
: o( i( 力+ 奸

,

则T 有一随机不动点
.

由

F (。)= 笼二
: x (E (。 )和二= T (。

,

二)}

定义的映射 F :口 , C L(X ) 是紧可测的且存在T 的 (至多 ) 可数个随机不 动 点场 (。 = 1
,

2 ,

⋯ ) 使得对每一。(g
,

有F (。 )二又瓦不不吟
: .

证明 由【2 3) 的定理 1和系2知本定理结论成立
.

定理 了 设(X
,

d )是Pol is h 空间
,

T 是具有随机定义域 E 的连续点值随机映射使得对一切

(。
,

二)(G
一

(E )
,

有T (。
,
二)(E (。)

.

如果存在p
,

q (N 和 a 一

压缩尺度函数a使得对一切(。
, 二
)

,

(。
,

夕)(G
,

(E )
。

d (T
,

(。
, x
)

,

T
q

(。
,

, ))《a (。
,

占(O
,
(二

,

0
,

p ) UO ,
(夕

,

0
,

q ))) (3
.

4 )

则T 有唯一随机不动点
.

证明 容易验证 (3
.

4 )式蕴含(3
.

3) 式
,

由定理6知T 有一随机不动点 沪
: 口 , X

。

户(。 )

的唯一性容易从(3
.

4 )式推得
。

注8 我们指出由〔24〕的定理1和 2 知在定理6和 7中当压缩尺度函数a换为满足下列条件的压缩尺度函数

刀:口X [ 0
,

oo ) , [ 0
,

co )时
:

(i) 对每一。〔口
,

刀(。
, ·

) 非减右连续 :

(11) 对每一。〔口
,
g 〔[ 0

,

co )存在方程 t= 刀(。
,

r)+ 口的一极大解拼(。
,

g )
,

且拼(。
,

0)= 0
,

则定理 6 和定

理 7 的结论仍然成立
.

再注意到注7, 容易看出定理6和 7是 〔6
,

10
,

12
,

13〕中相应结果的改进和推广
.

系3 设 (X
,

d )是 Pol ish 空间
,

T 是具有随机定义域E 的连续点值随机映射使得对一切

(0
, 二
)(G

,

(E )
,

有 T (。
,

x )(E (。 )
.

如果存在 k :口 , [o
,

1 ) 使得对一切 (。
,
二)

,

(。
,

夕)(G
,

(E )

d (T
,

(。
,
二)

,

T q
(。

,

, ))《k(。)占(O
,
(二

,

0
,

p )U O ,
(夕

,

0
,

q ))

其中P
,

或N
。

则T 有唯一随机不动点
.

证明 在定理7中令a( 。
,

O = k( 。 )t
,

V 。(口
,

由定理7知本系结论成立
.

注9 系3改进和推广了 【5
,

6
,

12
,

1 3 1 中的相应结果
.

下面我们假设 (X
,

11
·

11) 是一可分 Ba
na ch 空间

,

CC (X ) 表 X 的一切非空闭凸子集的

族
,

C B (X )表X 的一切非空有界闭子集的族
.

注意到(X
,

}!
·

}1) 是 Pol is h 空间
,

故定理 1 ~

7和系i一 3对(X
,

11
·

11)成立
.

定理 8 令 E : 口 , CC(X )n CB (X )是一可测映射和k : 口、(0
,

1 )
.

假设T 和S 是具有随机

定义域 E 的点值随机映射使得

(i) 对每一(。
二
)(G

r

(E )
,

T (。
, 二
) + S (。

, ,
)(E (。 )

,

(11) 对一切 (。
, 二
)

,

(。
,

夕)(G
,

(E )有 !!S (。
, 二
)一S (。

,

夕)11( 寿(。 )!1二一 , 1!
,

(11 1) 对每一。(口
,

T (。
, ·

)是全连续的
,

则T + S有一随机不动点
.

由

F (。)= {二 : 劣(E (。)和二 = T (。
,
% ) + S (。

,

x )}

定义 的映射尸
: 口、C L (X )是紧可测的且存在T + S 的 (至多) 可数个随机不动点踢 (。= 1 ,

2
,

⋯) 使得对每一 。(口
,

有 F (。 )== { x .
(o, )}

。 , : .

证明 由〔25
,

p ll 5
,

引理 〕和系2知本定理结论成立
。

注10 定理8改进了【们的定理 14
。
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四
、

某 些 应 用

设 (X
,

!1
·

11)是可分 B a n a eh 空间
,

C J
(X )= {二 : J、X I

二
连续

,

11
二
(t){1

,
= m a x

!1
二
(t)}!}其

‘( J

中J = [ o
, a 」仁R

.

显然(C
J
(X )

,

11
·

且
,
)是可分 B a n a e h 空间

.

引理飞 (【2 6〕)令二口 x J , X 使得对每一。(口
,

戏。
, ·

)连续和对每一《J
,

戏
· ,

O可测
,

则x( 。
,

O是C式X )
一

值可测映射
.

引理2 ([2 6] )设 K : 口 x j x j x X , X 使得对每一 。(口
,

K (。
, · , · , ·

)连续和对每一

S(.K
�

!
.

(t
, : ,

习 ( J x J x X
,

K (
· ,

子
, : ,

劝可测
。

则对每一CJ( X )
一

值可测映射戏。
,

习
,

戏
· ,

习) ds 是C J
( X )

一

值可测映射
.

引理 3 设二。: 口 x J、X 是一给定的C , ( X )
一

值可测映射
,

M : 口。 ( 0
,

。 ) 是可测函数
.

则

由

E (。) = {二( C z (X )
: 1lx 一二0

(。
,

t) 11,
《M (。) }

定义 的映射E : 口、C L ( C ,
( X ) )是可测的

.

证明 对任意固定的二( C J ( X )
,

映射

。降d ( 二
,

E (。) ) = m a x {o
,

l!二一二 0

(。
,

t ) 11
, 一M (。 ) }

是可测的
,

其中d ( 火
,

E (。 ) ) = i n f 转劣一 g [IJ .

由〔15
,

定理 I
,

30〕
,

E (。 )是CL〔C
,
〔X ) )

一

值可
犷( 忍 ( 0 )

测的
。

定理9 设
二。 : 口 x J、X 是C式X )值可测映射

,

K : 口 丫 J x j x X , X 满足引理 2 内假设
。

假设M
, 口” ( o

,

co )是可测函数
, m , 口” ( 0 ,

co )
,

L , 口”〔o
,

co ) 使得对一切 (。
,

t
, :

) ( 口 x J 火

J和对一切
二
( E (。 ) (E (。)在引理 3内被定义 ) 有

!IK (。
,

t
, ; ,

二( : ) ) l!J簇m (。)
,

V 。 (口

如果下列条件成立
:

( i ) m (。)
·

a ( M (。)
,

V 。 (口
,

( 11) 存在P ( N使得对一切 (。
,

t
, s

) ( 口 x J 又 J
,
二( C J

( X ) 和壳( N
,

1IK (。
,

t
, ; ,

T
, 一 ‘(。

,

二(
s
) ) ) 一K (。

,

t
, ; ,

T
, + “一 ‘

(。
, 二

(
s
) ) ) !1

( L (。)占
. 1

.

,! ( O :
( 二(

s
)

,

o
,

P + k) )

其中 T一 (。
, 二 (‘)卜

X 。

( 。
,

‘, +

丁:
K (。

,

‘
, · ,

T
·

(。
, 二

(
·
) ) ) d ·

,

v · ) 。

和 O ,
( 二(

s
)

,

0
,

P + k) = {T ‘
(。

, 二
(

s
) )

, o《‘簇P + k }

则随机积分方程
, ( , )一(。

,

‘) +

丁:
K (。

,

‘
, · ,

二( ·) ) d ·

( 4
.

1 )

有一随机解
.

由
二 (。卜、戈 : *

( E (。 )和
二 (才卜

二。(。
,

, ) +

I:
K (。

,

矛
, · ,

二(
·
) ) d ·,

定义的映射 F , 口”C L (C
J

(X ) ) 是紧可测映射且存在随机积分方程 ( 4
.

1) 的 (至多 ) 可数个

随机解编
:
口 x J、X (。 = 1

,

2
,

⋯ )使得对每一 。( 口
,

有 F (。) = {二武。
,

O }、
: .

证明 令百 (。 ) = {二( C ,
( E )

: 11二一二。

(。
,

才) }IJ
( M(。 )蛋

由引理 3知百 , 甜 * C L ( C ,
( X ) )是可测映射

.

由
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了(。
, !
(‘) , 一

, 。

(。
,
‘, +

J:
K (。

,

‘
, · ,

: (
·
) , d

·

定义映射劳
: 。 x c J

(x )。 c J
(x )

.

由引理 2知对每一 戏c J
(x )

,

少(.
,

戏O ) 是可测的
,

又由

〔27 〕的引理 4 知对每一。(户
,

r (。
, ·

)是连续的
.

现在令 T = r l
。

r

。E , ,

则 T 是具有随机定义域

E 的连续点值随机映射
,

又对一切(。
,

劝(G
,

(E )有

}}T (Q,
,

X (, )卜
X 。

(。
,

, )!!一 }!
I:
K (。

,

‘
, · ,

二(
·
))d

·
!!
·
、一(。)、M(。)

因此有对一切(。
,

劝(G
,

(E )
,

有T (。
,

,

戏 t))(E (。 )
,

于是由〔27 〕定理 1知T 有广义不动点
.

再

由具有a (。
,

O = 城。 )才
,

k , 口”(0
,

l) 的定理 6知T 有随机不动点
.

注意到T 的每一随机不动点

都是随机积分方程(4
.

1) 的一随机解
.

故定理 9 的结论成立
.

定理 10 设二。, 口 X J o X ; K , 口 X J X J x X ”X
;

M
‘口 , (o

,

“)
; 阴 , 口”(0

,

co ) 和 L , 口

、〔0
,

。 )满足定理 9 内的假设
,

如果下列条件成立
:

(i) 二(。 )
·

a
成M(。 )

,

丫。(口
,

(11) 存在力
,

q (N
,

使得对一切(。
, t , s )(口 x j x J

,
劣(

s
)

,

梦(
s
)(C

,
(X )

,

}IK (。
,

t
, s ,

T , 一 ‘

(。
, 二
(
:
)))一 K (。

,

t
, 。 ,

丁
q 一 ‘

(。
,

夕(
s
)))!1

成L (。 )6
. ,

.

。
(O

, (x (
: )

,

o
,

夕) U O ,
(, (

s )
,

0
,

g ))

则随机积分方程(4
.

1) 有唯一随机解尹(。
,

O
·

即有

二·
(。

,

‘, 一 二。(。
,

‘, +

{:
g (。

,

‘
, : ,

”(。
,

‘, , d
·

和二气Q,
,

O 是 C式X )
一

值可测映射
.

证明 如在定理9内一样定义E (。 )及映射r和T
,

由〔2 7〕的定理2知T 有广义不动点再由

系3知T 有唯一随机不动点
.

因此定理 10 的结论成立
.

定理们 设% 。 :口 , X 可测
,

.

/ , 口 X J x X ”X 使得对每‘ 。(口
,

f( 。
, , ·

)连续和对每一

(t
,

劝(J K X
,

j(
· ,

t
,

劝可测
.

假设M
, 日”(o

,

OO )可测
, 。 , 口”(0

,

OO )和L: g ”【O
,

co )使得

对一切 (。
,

t)(口 x J
, 二(E (。 ) = 魂

*
(C

J
(X )

,

{1
二一 二。

(。)ll
J
簇M (。) }

,

有

{!f(。
,

s , 二
(
s
))l!

J
( M(。 )

,

V 。(口

如果下列条件成立
:

(i) m (。)
·

a镇M (。)
,

丫。(日
,

(11) 存在P(N 使得对一切(。
, s
)(口 义 J

, 二(C ,
(X )和k(N

,

有

1}j(。
, s ,

T
, 一 ‘

(。
, :
(
s
)))一 f(。

, s ,

T
, + “一 ‘

(。
, 二
(
s
)))11

( L(。 )己
。二 ,

(O
,
(
二
(
s )

,

o
,

P + k))
,

其中 T一(。
,

/ (‘, ,一(。 ) +

{:
了(。

,

一 T
·

(口
, 二
(
·

, , , d一 ‘
·) 0

·

贝。随机初值 问题

l
,

I
J

、J
夕、.声孟

.

�

O
了吸、

戈
d 二(。

, t) _ ; , 一 、

—
〕了

~

一一 J 、山
,

U 奋 ( 4
.

2 )

二
(。

,

0 ) = , 。

(。)

有一随机解
.

且存在 (至多) 可数个 C ,
(X )

一

值可测映射阮
, 启 x J”X ( tn = 1

, 2
, ”

·

) 使得

(
a ) {

d介 (。
,

t )
d t

二 f (。
,

t
, 二。

(。
,

t ) )

* 二
(。

,

0 ) “二。

(。 )

( b ) !, : 二
( 。

,

t )一 二0

(。) l!
J
( M (。)

,

V 。 (口

证 明 注意到求随机初值问题( 4
.

2 ) 的随机解等价于求下面随机积分方程的随机解
:
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! (。
,

‘,一(。 , +

!;
f(。

, · ,
! (。

, ·
, , d

·

于是在定理9中令x 。

(。
,

O = 二。
(。 )和 K (。

,

t
, s ,

习 = f( 。
, : ,

劝
,

丫经J
。

则由定理 9知本定理结

论成立
。

定理住 设 , 。 : 口、 X , f
:
口 又 J x X , X ;

M
: 口* (O

,

二)
; m : 口。(0

,

co )和L : 口。〔0
,

二)

满足定理 n 内的假设
,

如果下列条件成立
:

(i) 。(。 )
·

a
( M(。 )

,

V 。(口
,

(11) 存在p
,

q (N 使得对一切 (。
, s
)(口 x J

,

二
,

y(C
z
(X )

,

I!f(。
, s ,

T , 一 ’

(。
, x
(
s
)))一f(。

, s ,

T q 一 ‘

(。
,

夕(
s
)))[I

( L(0 )己⋯
:!
(O

:
(戈(

s
)

,

o
,

p )U O ,
(夕(

s
)

,

o
,

Q))
,

则随机初值问题(4
.

2 )有唯一随机解尹(。
,

O
,

即尹(。
,

O是C 了
(X )

一

值可测映射且满足
:

d 二关(。
,

t)
d t

二 f(。
,

t
, 二爷

(。
,

t))

、 二关
(。

,

o) ~
二。

(。 )
,

V 。(口
,

和 I!x
签
(。

,

t)一
x 。

(。)jl
,
( M (。)

证明 利用定理 10
,

仿定理 11 的证明可证得本定理结论成立
.

定理13 令U c R 是零点的一开邻域
; h

,

g: 口 x U x X 、X 使得对每一。(口
,

h( 。
, · , ·

) 和

试。
, · , ·

)都是连续的和对每一。
,

习 (U x X
,

h(
· ,

t
,

劝和 或
· ,

才
,

幻都是可测的
多
对一切 。(口

和(t
,
劣 :
)

,

(t
,
二 2

)(U x X
,

有

}!h(。
,

t
,
二:
)一h(。

,

t
,

二 2

)}1( K (。
,

t)1!x
: 一二:

!!

其中K : 口 义 U * R 满足
:

对每一《U
,

K (
· ,

O可测和对每一 。(口
,

K (。
, ,

) 是 Ri
em a n 。 可积

的 , 对每一。(口
, g (。

, · , ·

)
: U x X , X 是全连续的

。

令 f(。
,

才
, 二
)= h(。

,

才
, 二) + g (。

,
,

,
劣)

,

t。(U 和二
。 : 日, X 是可测映射

.

如果存在可测函数r: 口, (0
,

co )和d (R
,

d > O使得

to + d

t0 一 d
K (。

,

t)d t< 1
,

V 。(口
,

11) B (。) x I c X x U

其中 B (。 ) = {二(X :
1】二一二。(。)}}(

r
(。 )}

,

I= {t(R
:
!t一 t。 !( d }

.

(111) 对每一。 (口
,

有
f名。+ d

,

d
.

s u P }{g (。
,

才
, % L。) }】+ l

」

tr (。 )八 L。
,

才) + 1】九L。
,

言
, 戈。

(。 )) !}) d 才气 r (。 )
互‘ , 二 ) ( I 义 B (“ ) J 不。一 u

则存在 (至多) 可数个 C : 。, ‘〕
(X )

一

值可测映射 二矿口 又 〔。
,

d1 ”X (m = 1
,

2
,

,’’ ) 使得对一切

(。
,

, )(口又 〔o
,

d l

d 二。(。

d 才

* 。
(口

,

o)

t)
一
二人(。

,

t
,

二。(。
,

t)) + 。(。
,

t
,
二。(。

,

t))

二 %。(。)

即二。(。
,

t) (m = 1
,

2
,

⋯ ) 是随机初值问题
:

d :
(。

,

t)
d t

= 人(。
,

t
, %
(。

,

t)) + g (。
,

t
,
%(。

,

f))

二
(0

,

o )二二。(。 )

的随机解
.

证明 令E : 口 * C L (C
〔。 , ‘〕

(X ))由下式定义
:
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_ _

一 _ _
一

_
. -

一 _ 一

E (。 )= {二(C , 。, ‘〕
(X ) :

}1二一
二。

(。 )}1
〔。, 。J

(
r
(。 )}

由引理 3知E 是可测的
.

由

(T + S )(。
,

二(t ))= T (。
,
二(t)) + S (。

,
二(t))

定义映射T + S: G
,

(E )、C : 。, ‘〕
(X )

,

其中

和

T (。
, !

(‘)卜{几
“(。

,

一 二(
·

, , d
·

s (。
, 二
“, ,一(口 , *

一

J:
。 。(。

, · ,
二(

·
))d

·

由本定理假设
,

利用与〔2 5
,

Pl l6] 的定理 3的证明相类似的推证
,

容易验证T 和S满足定理8的

一切假设
.

因此由定理 8 容易推得本定理结论成立认

注 11 定理 13是 K r a s二 o s e lsk ii 和 K r e in 的定理 ([ 25
,
p ll6〕)推广到可分 B a n a e h 空间和随机化的情

形
。
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