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摘 要

在微分方程的解析理论中非F此五s 型方程的严格显式解至今并未求得 (Poi nc ar 。问题 )
.

本文

提出的新理论首次给出非正则积分的一般求法和显式的精确解
.

本法与经典理论的根本不同在于摈弃形式解的假定
,

从方程本身建立对应关系
,

应用 留数定

理自动给出非正则积分的解析结构
.

它由无收缩部和全
、

半收缩部组成
.

前者是 通 常 的递 推 级

数
,

后者则表为树级数
.

树级数是类新颖的解析函数
,

通常的递推级数只是它的特例而已
.

本文的 目的是建立非正则积分的一般理论
.

为此需要阐明 Poi “ar ‘问题 (18 80T
.

1
.

P
.

333 )

的实质
“, , :

无法求出非正则积分的显式艺C o e x p 〔(。十 。)刘
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,

非正则
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,

其中系数D l‘、

是方程参数的常项树级
” . 奋如 ‘口O

数
,

一
、

非 F u c hs 型方程的标准形式

设有高阶非 F u ch s 型方程
,

其一般形式为
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系数 夕
,

(习在环域 K
:

(p , < }川 < p :

) 内解析
,

P
,

(
z
)= 乙夕

, 。 : ,

P
, ,

是常数
.

本文曾在第一次全国天文学会(均 7 8二 8
,

上海 )报告
,

并在孤粒子会议(197 3
.

朴波兰
,

耶德维辛 )

报告
.
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当 g 由实轴向复域延拓时
,

可证无收缩部 切: (亡)在K ‘域内解析
.

见图lb
。

显然
,

原方程的系数

P
,

(习 = 川(时 十 户艾(: )

p二(z )一 艺夕
, 。 二” ,

p丈(二 )= 兄夕
, , 一 。“ 一 ”{ (3

.

9 )

巧 (习在圆 l川 < p :

内解析
,

户万(
: 夕在圆 {

:
{夕p 、外解析

.

设巧 (习 在圆 1习二 户上最大模为
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s 二‘ + 1 . 安二蜜+ 勿 二留 x + i夕 = ‘C

图伯 沪找s)
,

, 我或)
,

, 李(: )的解析域

绷
,

(p )
.

取p 二 p :
一。

(
。> O)

, p在环域K
:

内可 以无限接近外径p : 。

令 m a x
皿

,

(p )= 刃之(户)
·

‘声 ‘ o , l , ,

二 , 止少

m a x !a
, 。

{= a 。

(3
.

10 )

(3
.

1 1 )
‘产 · 0 , 1 , 二

‘ , 忍)

从积分式

。 , 。一

命
一

手
l
二

, 二 山
之” + 1

P二(
:
) (3

.

12 )

得 C a u ehy 不等式

!a
。

1《
助(P )

P .
(3

.

1 3)

对
.

于确定的 刀
。 ,

结构参数只与L,

q 。
= 习

,

级数解的收敛条件是

}q
。

此条件在相当广泛情况下是成立的
.

绝对收敛条件
.

由(3
.

5) 式得到

M的结构有关
,

(刀
。

+ n
)

L(刀
。

+ n
)

. < z (3
.

1 4 )

实际上
,

它相当于方程系数艺‘广 在 K
二

内单位圆上的

)心, ,
。 ,

, ,、
}粼晕 {

〔, 一 ‘。
·

‘〕
一 ’

(3
.

15 )

故对于确定的 刀
。 ,

A
。 , 。 是个绝对

一

收敛的常项级数
.

为求 E A
。 , 。: “ 的外收敛半径

,

先考虑 切岔 (:
)二乙 A

。 , 。: , 十夕
。 .

利用系数a 。

的 C a
uc h y

仍 0

不等式
,

注意
,

A
。 ,
。 中各项均含公因子 p

一
‘

.

例如
,

第 只项的估值

铸
(乙

尹
习

朴1 n Z

⋯兄
产

)
。
(

刀J

珊
几

(P )
}L (刀

。

+ n
) 1

。
,

} M
,

(刀
。

干。
)

‘
J { 一- 了 矛 万 . 万可

-

。 l ‘气P
o

一 “少

因此有

}姓
。 , 。

!(
级 (P )
户价

二
一

产
一

币
l

一

干
1 + 州

。
湘

。

!+ 。
“

的 }。
。

!
,

+.
二

不
l‘ k 尸 叮 甲 I杏2 1 气 J
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级(P) l 卫
一

石茄一下枯二而)丁
一

1一珊 (p )}每
口

飞
(3 一 6 )

最后一式要求皿 (p )< 】q
。

}
一 ‘ .

根据 C a
uc h y 一H a

da m a
rd 公式

,

得到‘
一

(习的收敛半径为

刀= lim 一姓
。 , 。

!哈一。
(3

.

1 7 )
仍 ~ ) 心‘

即‘
“

(
二
)在 !川< p Z

内解析
.

完全同理
,

可证 讨
十

(习 = 乙 月
。 ,

一洲
。 一 ” 的收敛半径为

r二 1im }A
。 , _ 。

1几一 , 0 0

1 , , = 生
p

(3
.

1 8 )

即心
辛

(
二
)在 1川 > p , 外解析

.

综上得知
, 切言(z )在环域 K

:

(p , < }川 < 两)内解析
,

也 即‘ (g)

在平行带域K ‘
(占

: < R e 乙< 氛)内解析
.

故引理 ] 得证
‘

四
、

全 部 收 缩

4
.

1 引理 2

引理 2 非正则积分的全收缩部‘
.

(约与其退化方程的基本解系衅(约之间存在对应关

系

甲:
.

(亡)= 勿言
.

(乙)切召(亡)二弋B
。 , 。

+ B
。 , ,亡+ B

口 , :

亡
2
+ ⋯全e二p〔刀

。

雪〕 (4
.

1)

对应函数 勿言
.

(约 是亡的整函数
,

展开系数 B
。 , *

是方程参数(a
,

刀
,

幻的树级数
:

刀
。 , *
二 lim 艺
夕峥夕

。 几
。

J
。

仍

1

(P
: + 。一 k) !

(儡
一

)
‘’“’ 一 ‘’

‘“
·

(”
,

“,‘梦‘”, ’ “( p

口 l 了 d

~ 1 1 11 1 2

—
吸一 只 }亏

声‘夕
。 :

元
.

m ! 、 a p )
“ 、刀么

(刀、。)‘:一
, 、
(刀)}

,

k> ,

(记号意义见后)
.

4
.

2 树图法

为证引理 2 ,

先述求全收缩部的树图法
.

考虑第几项
,

对幂次 (n , , n : ,

⋯
,

似 )构成一切可

能全收缩

关朴
(名

/
习

产

⋯名
产

) (4
.

2 )�n目
月1 n Z 月决

1 f d 占
。 。 ,

M
n J

( ‘)

而Jr 店二石;
“

xPL
‘“」一乙了可一

M
, : 、

( : 一 n *
)

L (
; 一 n 。、)

)

根据对应原理
,

只须考虑式中与因子 ( ; 一口
。

)
一 ’

相应的高阶极 点 求 留 数
,

而不必考虑乘子

中其它
“

哑
”

极点的贡献
.

计算留数和时
,

这一简化十分重要
.

对于
、‘万
沙

一
L

均n回
L

r
.、‘

正则积分
,

通过直接计算
,

可 以证明这些
“

哑
”

极点的贡献只使解式乘上一个无关紧要的常项

级数
,

因此可以略而不计
.

对于非正则积分
,

这种简化计算则通过 验 证 最 后结果来加 以确

立“’
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显然
,

对一已知收缩项求留数
,

并不存在原则性困难
,

问题在于求得级数解的整体结构
。

由于相邻两项之间的收缩并不存在完全确定的通常的递推关系
,

数学归 纳 法并不完全成立
.

因为第 几代收缩与第(久+ l) 代收缩之间不存在完全确定的递推关系
,

即后者第(之十 l) 代中一

部份是前者第几代收缩方式的延伸
,

作为序列可与前者直接归并
,

而另一部分则与前项的收

缩截然不同
,

不能直接归纳
,

须将它作为树图的领先项
,

利用树图法进行间接归纳
.

树图法的构造程序如下
:

( 1 ) 作出全收缩部逐代的一切项
,

从 又二2 起
,

按收缩项的本身结构
,

归纳成序列
.

序

列可有多种
,
其后继项符合确定的数学归纳法可与领先项归拼

.

以 六= 2 为 领 先项的树图称

为
“

主图
”

(见 图 2 全收缩部树图)
.

12

,月任.
知,J去

。\
尸

12�

\
图 2 全收缩部树图

( 2 ) 再作
“

分支图
” ,

即对 之= N (N 二 3
,

4
,

⋯ ) 各代的领先项 (它不属 于 几< N 代的序

列) 分别按确定的序列进行归纳
.

( 3 ) 将 N = 2 主图与所有 N 二 3
,

4
,

⋯
,

几代分支图相加得到包括 久代的总树图
,

这相当

于 凡代的树级数
,

其中包括第 i 代至第汽代项
,

并计及(几十 l)
,

(几十 2 )
,

二各代中序列的后

继项
。

( 4 ) 当 几甚大时
,

由于收缩方式不断增加
,

可构成新型序列
,

以保证 之代 的领先项的

总数为有限
.

( 5 ) 按照序列的构成
,

导出相应的求和公式
,

归纳求和公式得到树算符
.

( 6 ) 树算符对逐代领先项作用后
,

得到一般表式
。

( 7 ) 进一步证明当 几、 co 时所得级数的收敛性
.

简言之
,

对逐代领先项应用树图归纳法
,

对各领先项所属的序列应用直接归纳法
.

两者

的结合给出非正则积分收缩部的显示表述
.

同理
,

可求半收缩部
.

图 2 表示全收缩部由第 2 代至第 6 代的树图
.

同理
,

可作 几> 5 代的分支图
,

暂从略
.

为

表述方便
,

引进若干记号和术语
.

第 2 代领先项记作< 1 2 >
,

表
一

示
n , + 。: = 0之项

:

<几>一 , i。
磊

~

{ e 二P [刀: 。
』

。
:

(刀) 企
声

.

代卜声0 . 尸

( 4
.

3)
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「一
~

下
.

习

刀
2

(刀) = 艺 兄
刀! 界 ,

初
。 ,

(刀一
, : )卫

”会

(刀)
L

,

(刀)L(刀一
。1
)

月 :
(用 称为第 2 代的领先因子

.

参与收缩的指标
n , , 。:

上加一 联 线表 明 , 、+ 。,
= 。

.

同理
,

第 4 代的领先项为
f 一, 一一 !

< 1 2 3 4 > = lim
尹~ 务 声

。命
‘一p〔床 ,“

·

(刀, ‘ (4 4 )

刀
‘

(刀)= 艺
,
E

‘

炸l 月 ,

卫丛钵{鄂瑞招
.

竺之盟
+ n ,

)M 兰性工旦王
(刀一

。
户

由图 2

第 2 代

第 3 代

第 4 代

第 5 代

可见各阶的领先项

口 、 一 r一、

无 (1 2 3属于 飞2 的刀 序列)

r 一一 卜 一、 尸 .

了 1 2 3 遵> (
’ 2 3 改, 1 2 3 , 分另{!属于

L _

_
J ‘

一
l

, 2 的力C序列)

以此类推
.

无 (各项均属于第 2
,

3
j

4 代的序列 )

图中采用以下序列算符 月
,

方
,

乙
,

D
,

月< 1 2 > ~ < 下2 尹 十 2 3 卜+ ( 1 2 3 4 ) 斗

B < 1 2 3 4 夕二 成 飞 2 3 4
,

+ 成1 2 3 4 5
_

》+ ( 1 2 3 召 5 6> 斗

C< 1 2 )二 、

卜 _ 全

。
、

} ~ !
1 2 分+ ( 飞 2 3 4 夕十

<

{ 一 }
2 3 4 5 6 > + 一
Les一 - 一一

~

一
~

J

一般情况
,

第 、代领先项记作 <. 衣,
。

当同一 * 代中有N 个领先项
,

另加下标 , 以 示 区别
,

即

拱: ) (*一 ,
,

2
,

⋯
,

N , N 为有限)
.

以后将讨论 当几增大时
,

通 过增 加序 列 算 符
,

总可使

第 元代领先项的总数N 的估值为有限
.

有时为简化符号
,

证明时略去下标 ‘,

但当涉及树图

的精细结构时
,

所有领先项必须逐一列举
。

设领先项 <灸: )具有(p
: 十 1) 阶极点

s二刀
。 ,

其中p、《以 /幻
,

且领先项因子记作 .4
*

(刀)
,

且p

<五>二 lim
尹叫卜夕

口刀
了卫

_

、
火 日厅 I

篇e x p [刀乙〕刀:
(刀) } (4

.

5 )

为简明起见
,

有时采用序列的求和指标与序列算符相对应
:

a ‘ ,

b
‘, c , , “‘,

⋯)、(
。‘
)

( l

求和公式和树算符

简单序列的求和公式

月序列

领先项中收缩与其后继项中逐代所增的
。‘依次构成全收缩而组成的序列

.

月 <
.

手
.

>二 <
.

子
.

> + < >十 <
.

气
一

人> + ⋯

二 1im
岁一

卜
产

。

之几
·

” 口 ;

土

(品)
’“

‘二 p〔刀“〕“
几

(”’‘ , ‘
(4

.

6 )
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其中序列因子姓
,
(刀}A )与领先因子刃

*
(刀)有关系

刁 ;
(刀IA )= 刀

*
(刀)

e x p [一。la〕「卜 二 。x p 卜
。‘。]漂今华)

L ”
,

‘气尸j 〕柞 ‘几)

产
E

材
。 ,

(刀一
。 ;
)M

o Z

(刀一
, :

)M
,; ,

(刀)
L

,

(刀)L(刀一
n :
)L (刀一

。 ( : )
)

E川
(刀)
)一

下

, l

已
产
名

产
:

八1 月2

M一阵飞
产一月尸「一一一刁

= 艺
产
兄

朴1 称2

M
。 ,

L

(刀一
。 ,

,

(刀)L(

l

+ E
,

刀1

‘

乏
‘分 n

刀4 璐 . 1

M
。 、

(刀一
n (* )

)
L (刀一

。。* )
)

M
n‘

(刀)
L

,

(刀)
+ ⋯

I
E橄

简化记号理解为按二项式展开
,

且各项的所有指标
。、

都参加同一收缩 艺 , *= o

当领先项由几个子收缩构成
,

则序列算符月与子收缩逐一构成子 序 列
,

分 别 记 为 A , ,

A Z ⋯
。

例
:

户~ ~ ,

对于< 1 2 3 4 >
,

有
L 一一一」

尸- - , r ~
.

se , 万一
「 , 龟

月1 < 1 2 3 4 >二 < 1 2 3 4 ) + ( 1 2 3 理 5 ) + < 1 2 3 4 5 6 ) + ⋯
口 l l 了 J ‘~ - - 司

、.之」
,1曰尸�口尸

r.‘�

PXe
、.才�

月刀
了几

,

4刁
r且、怪、,B

电

口
�

幻
电

(
一

日
一一

「一一一, 1一一
一 〕

月: ( 1 2 3 4 ) = ( 1 2 3 4 > + < 1 2 3 4 5 ) + <1 2 3 4 5 6> + ⋯
口 七 l 」 L 一一_ 」 刀 .

一

命
‘“

略

‘”, A
Z

,一p 〔刀“’}

刁
4

(刀}月
;
)二A

、

(刀) 〔1 + E 汀
。

(刀)
e x p [一 ( , 1 + 。3

)a〕
。3

, 一。 ,

·

[
‘一艺 二p

卜一“

遵高
2

一

];
’

,
‘

( , }, 2 ) 一、 ;
(刀) [

1 + 于M
·

(刀)二p 〔一‘一+ 二 , “,二命
) ]

。‘

·

l
‘一 E 二 p卜一”〕

会男〕;
‘

刀
4

(刀!月;
)中〔 〕

。3
,
一。2

表示位移算符也对左边 M
。 :

M
一n Z

作用
,

取 凡 + 凡 + 艺价 ~ 0. 效
‘

(刀}月
2

) 中 记号同此
.

B 序列

领先项的收缩形式保持不变
,

但逐代后移
,

前边所增之 价

向
.

1苏
’

表示二项式展开中逐项

依次构成收缩
,

即与月序列反

‘

一
一刁 t一

- -

一
t一

- 一一、
; 、 ,

几
、 ,

元
、 . , L

元
、 , 。 ,

几
、 .

。久⋯ 2 = 久⋯ / 十 又 ol ⋯ / 十 久ul 0 2
⋯ 2 十 ⋯

一

概粼
一

刹
“

钟
〔阳“ 几

‘刀,B)} ( 4 7 )

例
:

显然 B <1 2 >二 A <1 2 >.
「~ ~ 一一刁

对于 <1 2 3 4> 有

了- - - - 门

口 _ .

龟 下—
弓 .

B z火1 2 3 4 ) = 刁2 2 3 理> + <
’

b 一 1 2 3 4 > + < b l b
: 1 2 3 4 > + ⋯

f 井 l _ 」 加 r
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= 1im
口今声

。命
‘“

4

‘”‘B
l
,一 p 汇“’‘

「-
~

「
~

一
一]

B
:
(1 2 3 4 ) = <1 2 3 4 ) + ( b , 2 2 3 4 ) + (b l b

: 2 3 4 )十
L 一一一一」 L

.

一曰
盆

一
1
一一
-

~
~

」

{刀‘(刀}B
:
)
e x p [刀乙〕}

。一叩= 1im
夕冲 夕

。

刀
‘

(刀!B
! )一

!
‘一 二一 p〔一“1”〕M

6 :

(刀)
-

L (刀)

M
, :

(刀一
。1 )M

。,

(刀一
。‘: 。)M

o 3

(刀一
, : 2

少丛
份”2

(刀)
.

L (刀一
。1
)L (刀一

。( :

)L (刀一
n :

)L
‘

(刀)

(。 , + n : + E b
‘
= 0 )

公伪名匆艺衍

‘.J

�, .,件」

A
;

(刀}B
:

) = } 1一 乙 e 二p ! 一 b , a l
M。,

(刀)
L (刀)

M
” ,

(刀一
。,少M

。:

(户一
。( : ,

)M
-

L (刀一
n l
) L (刀一

n ‘: ) ) L (

一

。 ,

(刀一
。:
)M

。‘

(刀)

刀一
。:
) L

产

(刀)
艺脚艺勺艺为

( 。
,
+ ”4

+ 艺 b
,
= 0 )

C 序列

领先项 的收缩保持不变
,

每增两代其前后两个
打 单独构成收缩

.

。
,

人
、 ,

之
、 . , _

几
、 . ,

几
七 又⋯ 2二 久⋯ 2 十 久‘ , ⋯ ‘ 2 2 十 气ca cl 二 ‘, ‘曦 2 十 ⋯

= lim
声咔口

。

)
’‘

、e X p [刀: ] , ; (刀! e ) ,
( 4

.

8 )二邓
1

一
勿

刁
;
(刀}C ) ~ } z一 万

’

匆
~ c :

(刀) e x p !一
。 , d 」

叼
。 ,

(刀)
L

Z

(刀)
左 ; (刀)

例
:

甲一口一
C < 1 2 ) ~ 灯1 2 > + < e , 一 Z c :

> 十切
:

c , 1 Z c : c 4 ) +

l 一 乙 何
一 。

(刀)
e x p〔c口」4导樊

一

1
一’ ,

:
、, )

上 、尸 / 一J

{2十 艺
‘

C !

+ 写
’

乙
C , C ,

匆
一

‘ :

(刀)M
。1

(户一塑-

L
Z

(刀一
e ,

)

/

一
踢跳黯粼畔业~

皿

二p卜
·

测 十 ⋯

}(i 粤踩奇黔污钧
D 序列

对一已知收缩的领先项
,

按代所增的相邻两个 (或 占个 ) n . 互相收缩
,

从而构成高阶极

点的序列
。

当 d = 2 时
,

有二联收缩
:



非F uc hs 型方程的新理论—树级数解的表现定理 ( 1 ) Gsg

D <
.

冬
.

> = <
.

子
.

) + <
.

子
.

「一一一 】 ‘

一
一几

dl 内> + <
几 二 ;
⋯ “ 1 a Z d

。

d. >十 ⋯

= e x p [刀
。

亡] E d
。 :乙花 (4

.

9 )

1 票
““ “

一 “:
一

总
1

(p
;
一介+ 扭

、
一

概(
一

劲
”

‘ “ 一 “

‘“·
(功
“砌 掩( P :

日尸
福刀

;

(刀)刀全
十 “ 一 , ;

(刀)手 k> P
‘

、.,产,一召d一沁
�

(一日Z口.、
、i 兽 1

颐一总
一

而
一

微
式中二联收缩因子才

2

(刀) 为

「一 几

刁
2

(刀) ~ 艺 E
朴 】 刀 2

一

些
卫

(月, 卫,
)塑丝式旦)‘

L
,

(刀) L (刀一
。
)

( 4
.

1 0 )

一、一

一一

对于多联收缩
,

d , d
:
⋯ d

。

用才
。

(口)代替刀
2

(刀)
,

即有手联收缩因子刁
。( 月)

刀。(刀) 一 兄
毛 , .

E ⋯ E
n Z ”去

M
。 ,

(刀一
n l
) M

。 ,

(刀一
。 (幻 )⋯M

, 。(刀)
L

,

(刀)L (刀一 。1
) ⋯ L (刀一

n 、‘ 一 , ,

)
( 4

.

1 1 )

现证明上式 ( P
;

简化作 P)

D ( 乃
.

>
二 lirn
夕介声

。

万1

L P

、 。 .

1
a , 十

-

又升 I )
“二

‘ ’ +

而杨
。,一 + ⋯

}
·

A
·

(。, e 二p〔““,

一牛
一

。x p [刀
。

: 1万, 犷
,
(刀

。

) + 。:“

通J : 气

孟
, 一 ” (刀

。

) + 以夕一 1)
2 !

“
“
“‘

’一 ‘)
‘“

·

, 斗 ⋯}
+ 二兴订

一

e x p r刀
。

‘〕干(刀
,

, )
, · ,

+ ( , + 1 )‘(刀
;

。)
,

、F
.

飞~ l j 艺 气

+ 一
( P + 1 ) P

2 生
梦(姓

;

才 )
’一 ’ + ⋯

、
.

1
。 。 ‘ ,

了十石拜
一

乏死
e X p L户

。
“J

.

丁(A
;

二);+
2

+( 力+ :
)’( 。

*

刃
, 一 + 工丝粤丝 p 六刀 :

二 ),+
⋯卜⋯

L ‘ L J

二 e x p [刀
。

互〕艺 d
。 *亡

‘

解
, 、

, )
(刀

。

卜〔(
一

晶)
’

(“
·

(刀, ,〕
, _ ,

。

1 2 > = 。x p [刀
。

雪〕兄 d 胃亡
‘

+刃尸口f
、t

例 D <

d 六= 1im
夕咔夕

。

1 。 。 ,

二 一 O 若匕产叶
. 一

乙 !

1 。
, , ,

.

、
力 , 。 、

3 !一 “西刀
一

十
’ ‘ ’

了
’

/1 Z LP)

1 f
a 梦二= 1 I ln 一 1

—悦
夕
一, 夕

。 尺 ! L

_ , , .

1 。 , J ,

l 十D 尹刀 十 一石丁 口 一

乙
一

十
‘ !

⋯

}
·

“ 2
(刀,“一‘“, ( k》 , ,

「一一—
飞

D ( 1 2 3 4 ) = e x p [刀
。

雪〕乙 d 胃亡
“

刁十 一a
l一2

十尹口

‘一一- -

“六一 ‘而 干
声

一

, 声p \

““‘
“十 ⋯

}
·

“‘

(刀,



弱0 董 明 德

“
, ,

l , , , ,
‘

1 叶
一

口刀乙了十 气 O 若乙产
一

十
Z

(k》 1 )
l�寿

iln丫x
旧d 豁=

⋯

}
·

“
4

‘”)‘
“一 ’‘”,

4
.

4 一般表式

、 r ,

。
,
。。 丫 ,

, , 卜_

~ ‘~
,

几
‘ . 二 。

, r , 。 ,
, , 卜

_ , 、

一 ~ 一、
:

~
, , ,

_

臼 “1’卜用丁弟 几 下又钡尤狈 勺 二2 盯
,

则份宋
几 代万义因阴啊欲双

) “ e x p [刀
。

亡〕乙 B 六少
卜一 0

1 _
一奋

一

乙
“ l 价 一d

1

( 力
, + , 一九) 里

lim
岁峥声

。

口咨;
今 , 一 自币刁 : (刀(口 )J 誓(刀) }

,

秃《勿

几�
二

/、篇‘了、O
孟卜�

立lm 口男谧月 : (刀}‘2 )刁警
+ 自一 , 、(刀) } 左) P :

召峥产
‘

1

一tn!乙叼
l如

式中口二 A B C只对系数有贡献

当 只甚大时
,

尚须计及其它新序列算符
t

这时
,

有

日贯二 A B C⋯X y Z D 二口: 刀
。

, , _ :

、 ~ 。
,

‘ ~ 丫 ~ 。~
,

人
、

~
。

一 ~ 一 。
. 、 , 。 * , , , 。 _

~ 。
, , 产

_
、

t’,

的 仍异付 吞“作用丁钡尤圳气
·

护
,
浏 几 半秘专则仔笙收绷郁四树敦数

:

理“ , 一

思军岛
,

只
廿 、

户
戈

,

二夕
侣二二

e x p [刀
。

g〕万方
。 。夕 ( 4

。

盆3 )

8乙洞加洞艺。兄间
二 1im

岁
一

斗夕
。

1 , a 、八 洛

一
卜

J
_

.

~ 、 J_ _ 、 _

一了不干不不厂
~

气万万I ’刁 , ( 川 ￡才,刁 ; ( 万) 卜 “簇勿

, .

异 牛 各 1 , 。 俨
= 声饮 允允态 不而

一

飞
-

而
,

) 弋刁 : (夕l否牙)刁管
+ ‘(声) 全 壳> P;.

收敛性证明

B4.

为了证明上述级数的收敛性
,

关键是将刀向整个复域作解析延拓
二

显然
,

( 4
.

] 3 、式右端

每一项可视为 刀的复变函数
。

这样
,

根据 G ou rs at 定理
:

有一复变函数 F (刀) 在域 6 解析
,

则F (刀) 的。阶导数为

1im
声
一斗 声

。

了卫
_

、
、 日H l

“ 尸‘“, 一
器 )

二。

F (刀) d刀
口刀 (刀一口

。

) 仍
+ ’ ( 4

.

1 4 )

厂
。

是 G 域 内一条简单光滑曲线
,

包围极点 刀= 口
。 ‘

因此系数 B
。 *
可表为积分形式

B
.

= 一
典
倪! 豁命

一

{
二 ‘ , :

(“,“’‘’“
’、 d户

气 尸 , 工 门 n 又而了刃
l. P 一 p

。
夕一

乙 毕
一
二l

F ‘ 了 乙汀
j

、, 几

浏功次
一 , 、(句万

; *

弓丛粤-

下 J r o t D 一P
.

.

, 刀武刀夕 、
‘ .

) d声
, 尸性

一

万
~

一
~

下矿

—
刀 ,

.

二 了
,

下
不一 节一

\ 户一 p
。 / J P一P -

( 4 1 6 )



非 Fuc hs 型方程的新理论—树级数解的表现定理

当 lq
。

}< 1时
,

从刀
,

(刀)表式知

(刀)

刀一刀
( }q

。

】
‘
< 1鱼价

故

}
”六
!
、二

坑
一

}命L
d刀
刀一刀

口 沪(刀)

.二

一门.呀.J

‘(“, 一 “
几

(刀,。, ““一‘刀,〔
‘- 刀扩

刀一刀
c

取厂
。

为圆
,

以 刀= 刀
。

为圆心
,

以R 为半径
,

当 粼 (厂
。

时
,

则有

{ 1 「
.
‘ , 。、 d刀 {/

t 去l. , o 。、 .

}
一

玄而J
二 。 w 、尸 产 ~

石二刀石
一

!、
, F 、
内

, !

因此

{
”

州
《万

一

斌
“几

二 ‘。““
一 ’!

、 , 〔‘一 ‘“
·

’‘“
一’

(理
.

IC

进一步求和 E :

J

刁 。
(刀)

1 一 }口
。

l
d ( J刀

:

(刀
。

) J
兔一 ’‘

/ [ 1 一 }。: !
2

」【1一 l。
,

J
尧一 ’‘ 一 ’] (4

.

17 )
oo艺6-2

再求刁
*

(刀1口)的估值
。

考虑第 几代树算符口
; .

由于

I水 .!. > }( <
.

冬
.

> {1 +l 。口

}+ }。
。

}
2
十 ⋯

( (
.

冬
.

> / 、1 一 !。
。

}}

一 1
’

12 仁l乓
,

一几
-
- -

一 「
一

一r一一

1 一 lq
口

!
(4

.

1 7 a )

与 月同理
,

每隔一代参与收缩的算符 B

}B }(
1

i二 !云下
- (4

.

1 7 b

每隔两代收缩 的算符有 C

}C !《
1

I二1互奋}
一

讼一 (续
.

1 7 e )

显见
,

树算符为

!岛 !( 1 / [ 1一 }g
。

}〕
a 、

〔z 一 ! g
。

!
2

〕
。 、

(4
.

! 8 )

整数
a , , c ;

分别表口
;

中算符 (如月
,

C
,

⋯ )的个数
.

由此得

}刀
:
(刀}口) }~ }口

*
刀

*

(肋 }( }口
*

I
·

}刀 :
(用 }

进一步对 几求和
,
名 实际上包括对 凡

,

对 入‘,

同代的项数和对扒极点阶数求和
:

鑫

(4
.

1分)

丸“ 一护咨

万第 元
尹人

代极点阶数八 “ 1 ,
⋯

,

〔元/ 2几 故有万卿
几

兄洛



董 明 德

J
2 口

)
“一 , 、

1 一

(尽
一

l
‘

[ 1 一 !口
。

!
“一 ’、一 ‘]

一 ,l1,2乙,x’

口.吕

一丫七r
少‘‘且

2产几
r胜

才一qo+
毛一

1

只劣产卜
~

些赴

}g 口 !
“ 一

! q
。

+ ⋯
! 才

十 l—一! 口 。

引会{
卜‘“.2 ’一

亩 〔卜 {釜{]
一 ’

(
“>
卜晋

一

〕) (4
.

2 0 )

现在来估算N (心
,

设N (劝表 几代领先项的个数
,

因

弓军l刁“
一
(刀}。)《 IN (“)。

:
刀

2

(刀)}

+ IN (3 )口
s
刀

:

(刀) I+ ⋯ + IN (几)口
* 效 ;

(刀) I+ ⋯ (4
.

2 1 )

由树图 2 知

N (2 ) = 1

}口
:

}《 l / (l一 lq
。

})(1一 }q
。

!
“

)

故

lim
孟- 争 C(

E E 姓
、

几; (刀
。

[习)《 I刀
2

(刀
口

)I
·

{N (2 )I口
2

[
尸 一2

+ N (3) }口
:

!
·

}q
。

}+ ⋯ + N (几) }口川 q 。

l
几一 2

+ ⋯ } (4
.

2 2 )

显然
a : + 1 > a :

}口;
!> !口

: 二 1
}

当满足下列条件时
,

级数哥军}刀“
‘》

}收敛
·

N (又) l口
:

t
N (几+ 1) }口

: 十 ,
}
》 !q

。

! (4
.

2 3 )

当 几增大时
,

增加新序列算符
,

使 N (劝 为有限

、.了确J、了月U.

吞炸�勺心口
,

,dn乙N (幻 < 一
1

I口川 a
。

】
乌

这 与绝对收敛条件( 4
.

23 )不矛盾
.

故表式 ( 4
.

22 ) 对 又收敛
,

且与 k 无关
,

因此得到 B
。 ,

值
:

: 。
. _ l }

l刀
。 ‘

l簇 一于-

一 l
勺 ! !

}效
:

(刀昙) 】f ( q
口

)

l

f( g
。

)
刀 :

q
。

刁
。

(洲
q

o

+
【久/ 2〕

}。
口

{l卜1普}〕
( , 一 ,。

·

,”“一 , 。
·

, ,
’

由此得知上述树级数的收敛半径 R 为

= 一im 一刀
。 。

一十

= 1im
电今

‘
为

1刀
:
(刀孚) }
}q

。

{ {命
}“

2
( , “, ,‘(。

·

,
}令

一 ”
( 4

.

2 6 )



非F uc hs 型方程的新理论
—

树级数解的表现定理 ( 1 ) 弓G3

因此
,

当 }g
。

}< 1时
,

树级数是 亡的整函数
,

它在平行带 域 K ‘内解析
.

故引理 2 得证
.

[ ] 〕

参 考 文 献

Po in e a r‘
,

H
. ,

月c才a M a th
. ,

10(18 87 )
,

3 10一 3一2 ; o r O e u o r e s ,

1(192 8 )
,

33 3一33 5
.

H ill
,

G
.

W
. ,

月。
.

J M a th
. ,

1(18 7 8 ); A e ta M a th
. ,

8 (1名86 )
.

一 36

D o n g M in g 一de
,

A e ta 月s r川 , o o fe a s‘。‘e a
.

2 1
,

一(1 980 )
.

D o n g M in g 一d e ,

P o io e a r“ 5 P r o b le m o f Ir r e g u la r In te g r a ls
.

L e e tu r e N o te s

(u n p u b lis h e d )
.

�IJ, .,,」卫
n乙口目J皿
��

l
‘�‘Lr.
.�

Ne w The o ry fo r E qu a tio n s o f N o n 一

Fu c hsia n T ype

R e pr e se n ta t io n T he o r e m o f T re e

Se r ie s S o lu t io n ( I )

D o n g M in g
一

d e

( I n s t‘to te o f T he o r e t i e a l P h夕s i e s ,

A c a d e 。‘a s ‘。 i c a ,

B e ,
j‘n g )

Ab st r a Ct

I n th e a n a lv ti e t h e o r y o f d iffe r e n t i a l e q u a t io n s th e e x a e t e 叉 p lie i t a n a lyt i e so lu ti o n

ha s n o t b e e n o b ta i n e d fo r e q u a t i o n s o f n o n 一F u e h s ia n t yp e
(P o i tle a r 亡

‘5 p r o b le m )
.

T h e n e w

th e o r y p r o p o se d i n th i s p a p e r a ffo rd s th e f i r st t im e a g e n e ra l m e th o l o f f i n d in g e x a e t

a n a ly t ie e 装 Pr e ss io n fo r i r r e g u la r in t e g r a ls
.

B y d i : e a rd i n g th e a s s u m p ti o n o f fo r m a l s o lu t i o n o f e la s si e a l t h e o r丁
.

o u r m e th o l e o n -

s is ts i n d e r i v i n g a e o r r e sp o n d e n e e r e la t io n f r o m t h e e q u a ti o n i t se lf a n d p r o v id i n g th e a n a -

ly t ie st r u e tu r e o f i r r e g u la r i o te g r a ls r za tu r a lly by r e sidu e th e o r e m
.

I r r e g u la r i n t e g ra ls a r e

m a d e u p o f t h r e e pa r ts : n o n 一e o n tr a e t e d p a r t
, r e p r e s e n ted by o rd in a r 了 r e e u r s io o s e r ie s ,

a l卜 a n d se m ie o n tr a e te d p a r t一b y t h e 5 0 一e a lle d tr e e se r i e s
,

T r e e s e r z e s so lu t i o n s b e lo n g t o

a n a lyti e fu n e ti o n o f n e w k i n d w i th r e e u r si o n s e r i e s a s th
e sPe e i a l e a s e o n ly

.


