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摘 要

日前兰维J积分存在着一些不同观点的表达式
,

本文利用普遍的势能原理和G re en 定理导出三

维了积分的表达式
.

文中并简要说明它的物理意义和工程应用方法 ; 结果对于微小变形和大变形均

适用
.

一
、

引 言

二维不变积分式首先是 E s h elb y 『”(1 9 5 6 ) 提出的
.

以后 R ie e r : ’
(1 9 6 5 ) 和 q e p e n a , o B 〔3 ’

(1 9 6 7 )分别用于断裂力学研究笋 如积分路径是绕裂纹顶端取的
,

积分值就等于裂纹扩张的势

能释放率
.

近年来对三维J积分的推导不断有一些研究
,

例如参见〔4〕
、

【5〕
、

〔6 J 及其他等
,

J积分实质上是能量积分
,

本文将用一般的势能变分原理 (参见 〔7〕
、

[8 ]
、

[ 9」) 来 推 导 三

维 了积分
.

因为能量原理是普适的
,

不论对于微小变形或大变形
、

弹性或塑性都适用 ; 但能

量密度函数计算基础有所不同
.

所以采用能量原理来建立三维 J 积分
,

将使得这个非常有用

而重要的断裂力学公式放在可靠的数学基础上
.

再之
,

所谓裂纹顶端的奇异性是数学处理方法上的限制所形成
.

从物理本质言
,

裂纹顶

端的应力是有限度的
,

应变能密度也不可能无穷大
.

(实验观察裂纹顶端的弹塑性大变 形方

法可参见〔1 0」)
.

因此
,

实际能量积分途径可 以包含顶端特区
,

无需将它当作极点处理
.

二
、

二维 J 积分的意义

我们在平面尸
,

定义单位厚度的总势能泛函汀为
二一

J{
,
才(二

,

。)d 二d y 一

J
二 T 二d ·

上式中厂是从裂纹下表面到上表面的任一围线
,

A是刀曲线包围的区域
.

度函数
.

T是厂外部作用在厂上之力
, u是厂上的位移矢量

.

设厂沿着二轴方向平行移位至 r
‘,

则有刀对二之变化率
:

(2
.

1 )

牙(二
,

夕)是形变能密

誓
一

几臀、
一

J
, ‘

·

器
ds 一

狱
班、

。,“ 一 ‘
·

器as]
二‘

(2
.

2)

上式的力学意义相当于当裂纹长度 (沿二轴方向) 缩减占二时
,

总势能的变化率
‘

但(2
.

2)式右

边就是J积分的定义
,

令裂纹长度l为自变量
,

按(2
.

幻式有
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a刀
J 二二二

一一二不厂一

口‘

所以J的物理意义相当于裂纹单位长度扩展的能量释放率
.

明
。

(2
.

3)

这个含意
,

在 Ri ce 文中已 有 说

三
、

」

三 维 J 积 分

在三维的普遍情况
,

裂纹是一段空间曲线
,

我们称裂纹顶端为裂纹前沿
.

裂纹前沿的位

移方向用裂纹前沿单位法线矢量b( }b】= l) 表现
.

如果是一条直线前沿平行向前扩展
,

单一b

矢盘即足指明其扩展方向
.

对于任意曲线前沿
,

总可以确定一个最优发展方向
,

以 b 矢量表

征之
。

今在三维空间定义一个总势能泛函巾如下
:

。一

{{{
。
、(二

,

。
, ·

)d“一

萝
。
T 二d ·

牙(劣
,

y
,
: )—形变能密度函数

,
T

—曲面外力
, u

—位移
.

面
,
口是S 内的体积

,
d a 是S面积元

,
d口是口体积元

。

考虑中函数沿裂纹矢量b方向的空间变化率
,

令

占r。= b份。

r 。是沿前沿扩展方向的坐标变量
.

假设下不变

(3
.

1 )

S 是包围一段裂纹的封闭曲

(3
.

2 )

瓮
一

!几芸。一

萝
: ‘一

爵da
(3

.

3)

因有

班
。

豁
““一

丁11
。v ?

·

“““
(3

.

4 )

根据G re en 定理
:

设功
、和人是在口区内的连续函数

, n 是 口区表面S上的单位法线矢量
,

我们有下列结果
:

{11
。〔,

!v Z
,

: + (v ,
1
)

·

(v‘
2

, “d“一

劳
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·

甲Iv 沪
Z
d·

(3
.

5 )

今设我们取

V 甲: = b = e o n s t
,

功
: = 砰(二

,

g
, z
)

则应用公式 (3
.

5)有

拼
。v附

·

“d“一

萝
,
砰‘二

, ’

。
, ·

,一‘
n

,

“, d
·

(3
.

6 )

于是(3
.

5) 式成为

需
一

莎
。

〔平(二
,

。
, ·

)一(。
,

b, 一T
·

煮」
d ·

(3
.

7 )

另一方面
,

根据最小势能原理
:

相对于所有运动条件允许的可能位移场而言
,

真实的位

移场使得总势能泛函取极值
.

巾的变分沿任意方向取
,

上述论断均系正确
.

现取 己中 沿 r。方

向
,

故得



三维J 积分的能量原理

、

”一”一机洲
。

盟“
一

必
。
‘ 一

黔da }
(3

·

。 )

在图1中
,

S 是包含裂缝的封闭曲面
,

(3
.

5) 积分可 以分

为几部份
:

。一

梦
。

l牙(二
,

。
, ·
)
。。S

(n
,

b )一T
·

凳〕
d ·

一

仃
。 。‘

+

仃
‘ 。 .

件
、端

+ ff [牙
e o s(n

、

。卜下 一

幽 1‘
a

J J g a L
- 一

o r o J

在裂缝下、 上表面上
: T 一 。

,

co
s
(

n ,

的 = 。
,

缝下表面到上表面的包围曲面
,

以厂 。
表之

,

(3
.

9 )

所以这二个 d e ,

因此有

___ 火
““

g a
面积分为零

.

ac d 系指由裂

ad
, .‘吸」

l
一b

。

亚如
d「f 「牙 (二

.

。
.

二 )e o s (n
.

。卜下一尽旦 1
J J r L

- 一

”
a r 卜 」

二一 ff 「牙‘
二

.

。
.

二 。c o s (。
.

b )一下

~ 一汾顶

哪顶
一裂缝顶端的表面能和分子弓I力势能之和

·

定义三维J积分
,

记为J
:

(3
.

1 0 )

J 三

仃
二

「不 (!
,

。
, ·

)一(n
,

“, 一 T
·

斋〕
d ·

(3
.

1 1 )

J之值与厂
夕

曲面形式无关
,

因

厂
二 1 = r 。 :

= 一穿项= 一

I为裂纹长度
,

一口H / 田之含意同(2
.

3) 式
.

J

放之能量
·

口刀
d l

表示 厂。 曲面包围裂缝段落往前扩展单位长度释

对于二维情形
,

包围曲面厂
。成为一个柱面

,

柱面母线垂 直于裂纹法线矢量 b
,

于是

“0 5
(n

,

b)
·

d s = 勺
d 口= I X d s

取单位厚度计算W (二
,

刃
,

则J化为平面的J积分
:

J : z二

丁
二

〔W (!
,

。)d 。一 T 一

歇
d ·

〕 (3
.

1 1 )

四
、

有 限 变 形 条 件

对于有限塑性变形而言
,

因为构件中所储能量与形变路径有关
,

并且边界条件随时间一

般有变化
。

所以合理的能量原理应采用功率形式表达
.

功率型的J积分改写为 (参见 【9 」)

‘二

{{
二 ,

[户(一 。
, ·

,一(一“, 一‘
·

斋]
“

一盟
(4

.

1 )



冲—形变能量增率
; ‘

—位移速度 ;

lll」」

至 达

n ,

b

—均系瞬时之表面外法线矢量 与 裂 纹 矢

量
。

公式(4
.

1) 的应用最好是通过实例说明
.

如

图2
,

一根金属圆棒在上下端面受拉力作用
·

棒

中有一贝形裂缝
.

先决定裂纹前沿的特征主矢量 b
.

方法如

下
:

将裂纹前沿曲线分为几个有限段
,

每段的

矢量 b以 b : ,

bZ ,

b。
,

⋯
,

b
。

表之
,

特征主矢量

二
图 2

b= E ‘。/ IE b‘l (4
.

2 )

在图 2中
,

如裂缝扩张对称于二轴进行
,

则

主矢量 b将沿着直径方向在对称面内
。

包围曲面 厂。== S ‘ + S , + 5 0

在S , 和S B上
: e o s

(n
,

b)= o

在S c上
:

T = O

如S , 固定
,

则应有臼刃加
。
)
。。= 0

.

在此条件下
,

(4
.

1) 式化为

一

丁{
: 刁
‘ 一

斋
“· +

丁{
: 。

才一‘一“,“

一梦一
幼烦

(4
.

3 )

故有

丁J
: 月
‘

·

斋
“
一仃

: 。

分一‘
。

,

“, d
·+ 诊顶 (4

.

4)

上式的力学意义说明
:

外力功率= 表面形变能量增率 + 裂缝顶端吸收的形变功率
相对于裂纹扩展)

实验证明
,

对于金属材料
,

裂缝顶端展开时吸收的形变功率往往 比表面能量增率大好几

百倍
.

如在(4
.

4 )式中略去等式右边第一项
,

则得

斋da 之
漏 (4

.

5 )

这个结果提供我们一个断裂判据
:

当某一瞬时
,

围绕裂缝上下表面 的包围曲面上外力功

率等于裂缝扩张的临界功率 了
,

裂缝将开始扩张
.

此临 界功率 了必需由实验确定
.

五
、

结 语

’

三维 J 积分实质上是能量积分
.

本文应用一般势能原理来建立三维 J 积分 , 无论在数学

形式上或是它的物理意义都比现有论述更为明确
,

在工程中的重要应用将再进一步由实验校

核
.

本文系根据1 9 8 2年底手稿修改而成
,

对于提出宝贵意见的同志
,

谨致谢意
.
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