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摘 要

本文借用量子电动力学中的知识
,

将小挠度弹性薄板的一般E ul er 方程降阶成 S比 r 6 d ing er 方

程型的形式
,

进而求得了弹性基上的薄板在侧向动载荷
、

中面力和外场联合作用下的小 挠度弯曲

的一般解
.

一
、

前 言

小挠度弹性薄板的 E ul er 方程是弹性稳定理论中关于这类问题的基本微分方程
.

一般来

说
,

要精确求解这个方程是相当困难的
.

以往关于这个方程的解法
,

用得最多的是R ay lei g h
-

R it z 法
,

r a 二 。p : 二二 法
,

K a , , o p o a , 、一

K p 班 二 o 。
法和 T r efftz 法

.

这 几 种 方法都是一种近

似解法
,

只有在个别问题中才能找到精确解
.

当然
,

从根本上来讲
,

小挠度弹性薄板的基本

方程本身也是近似的
, “

精确解
”

的含义只有相对的意义
.

故而
,

我 们 用不着挖空心思去追

求 E ul er 方程的精确解
,

而宁可在比较好的近似下(这种近似或许比 E吐er 方程更为精密 )
,

发展一种新的求解方法
。

本文就是在这种思想指导下完成的
.

其优点首先表现在方程简单
,

便于数值解
。

在进行这项工作之前
,

让我们先回顾一下弹性动力学 L a m 。方程的求解
.

弹性动力学的

通解为川
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月

节而钓D又
,

拼为 L a m
一

常数
,
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一
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p为介质密度 ,

(c 尝a
、a

(c 爹口*a

*一 a 。口.
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和功
,

分别满足波动方程
o
= 0

,

= 0 (r ~ 1
,

2
,

3 )

(1
.

5) 式和(1
.

6 )式是场方程
,

还可以用算符表成
(。若R

,
一乃

,

),
。
= o

(。 :R
“
一灼

2
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,

== o

或用作描述声子时表成粒子波动方程

(。君户
’
一户

,

)功
。
= o

(
。爹户

’
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)叻
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式中 R 为波矢算符
,

乃为频率算符
; 户为动量算符

,

户为能量算符
.

R = 一 *v
,

右二 s。:

户= 一‘九v 户二 ‘人口
。

人为 p la n e k 常数 h 除以 2二
.

(一 5 )式 和 (1
.

6 )式写 成 (i
.

sa )式
、

(1
.

6b )式的原因是因为在弹性纵波中

。含
= c 二k

,
E Z二e

篇p
Z

在横波中

。忿= c忿k全 E
忍

二c言P
.

式中 。为频率
,

k 为波矢 , E 为能量
,

p 为动量
.

(1
.

7 )

(1
.

8 )

(1
.

6 a )式或 (1
.

5 b )式
、

(1
.

9 )

(1
.

10 )

从(1
.

lb) 式中可以看出
,

弹性动力学的通解实际上是一种将弹性动力学 L a m 。方程变成

波动方程(1
.

5 )式和(1
.

6) 式的变换
.

算符夕
,

和泞
。

就是变换矩阵的两个组成部分
.

如能算出

这个变换矩阵的逆阵
,

则也能完成由波动方程(1
.

5 )式和 (1
.

6 )式到 L “粤 方程的变换
·

弹性动力学问题现在似乎变成波动方程 (工
.

st) 式和 (1
.

6 ) 式的求解了
.

但我们还不满足
.

我们由文【2 〕知道
,

如果势
。

(a 二 0
,

1, 2
,

3 ) 满足波动方程

(宇
下
“

K
·

), 一。
(1

.

1 1)

式中 , ·

为 F , 。g g e 标 , 矩阵
,

K
。

一
‘a

· ,

K
;
一‘K

。
一

令
。
·, 。

可以是
c , 或 。·

, 则 , 一定

满足方程 (1
.

5) 式或(1
二

6 )式
,

因此如果我们将叻
。

的定义域解析延拓到复平面
,

就可以用场方

程(1
.

1 1) 式来代替方程 (1
。

5 )式和(]一 e) 式了
.

进而
,

考虑到 (lr ll )式也可以是描述静质量为

零的声子运动方程
,

而静质量为零的波动方程只需要三个彼此反对易的矩阵
‘“’,

则 (1
.

1 1 )式

还可以简化成

(幸
a O

K
·

)‘
一 0

(1 1 2 )

式中砂 (k二 i
,

2
.

3 )为 P a o li矩阵
, a 4

为 2 x 2 单位矩阵
.

在弹性动力学中
,

与空间坐标 二。处于 同等地位的是时间坐标与纵波波速或横波波速的



弹性基上的薄板在侧向动载荷
、

中面力和外场联合作用下的小挠度弯曲 分1 ,

乘积
,

即 外t 或 ‘t ,

而不象电动力学中那样
,

是时间坐标乘以光速
.

我们称弹性动力学中这

种 相 当 于 L o r e o t z
不变性 的 性 质为

“

准 L o r e n t z 不变性
, , .

根据 P
.

A
。

M
.

D ir a e 的推

理
‘喀, ,

波动方程必须是尸
。

(在我们这里必须是K
。

) 的有理式和线性式
.

因而方 程 (1
.

1 1) 式

或 (1
,

1 2 )式这样的形式更符合力学的普遍原理
,

同时它们并没有破坏弹性动力学问题的
“

准

L o r e n t z 不变性
” ;

这种将有四个分量组成的方程组(1
.

11) 式或将有两个分量组成的方程组(1 12 )式代替原

方程(l
.

5 )式和 (1
.

6) 式的做法
,

其物理根据也是充分的
.

(1
.

1 1 )式或(1
.

1 2 )式是场方程
,

同

时又是描述单个声子的运动方程
.

当计入简谐近似所忽略的非线性效应的时候
,

声子 同样会

发生裂 变而具有有限的寿命
.

文「5] 认为声波 (第一声) 和零声是 Fer m i粒 子 系 的 B os e
型

准粒子
,

即是说
,

声波 (弹性波) 波谱在一定条件下会发生分裂
.

在地球物理观测中
,

由地

球 自转和扁率引起的谱分裂早就被发现过
‘6 ’。

至于方程 (1
。

5) 式或 (1
.

6 )式与方程(1
‘

1 1) 式或(1
.

12 )式相 比较
,

到底哪个更为基本的问

题
,

争论双方各执 己见
.

传统的观点 (N
ew ton )认为方程 (1

.

n )式或(1
.

12 )式只是方程 (1
.

5 )

式或(1
.

6 )式的近似渐近
,

但按现代物理学的观点(Di
r a c )来看

,

反而(1
.

1 1) 式或(1
.

1 2) 式应

该更为基本
,

因为有理由认为经典力学作微元分析列出运动方程之前
,

并没有考虑 (或已忽

略) 微元体的内察自由度
.

弹性动力学 L a m 。方程的这种求解方法
,

可以照搬到小挠度弹性薄板 E ul e r
方程的求解

过程中来
,

关键是使E ul e r方程降阶
.

本文和文〔2] 再一次证明
,

一些复杂的物理方程或力学

方程的求解
,

都可以归结为较为简单的几类方程的求解
.

二
、

方 程 的
“
开 方

”

小挠度弹性薄板的 K ir e h o ff方程为
‘7 ~ 川

D v物 = 一q (2
.

1 )

式 中。 为挠度
; q 为载荷密度

,

在动力学问题中
q = P凡口

‘a ‘功

式中 p 为介质密度
。

在 (2
.

1) 式中
,

D 为抗弯刚度

(2
.

2 )

E h
S

12 (1 一
v Z (2

.

3 )

几为板厚
,

E 为 Y o u
ng 模量

, ,
为 Poi s oon 比

.

小挠度弹性薄板在侧向载荷 。和中面力N
二 ,

八 , ,

N
二 ,
二N

, 二

的联合作用下的挠度曲面微分方程为

D V
‘, == 一 g + (N

二。二a 二
+ N , a , a , + ZN

二 , a 二
a ,
)。 吸2

.

4 )

取简单情况
,

当板中面力是由沿边界的均布压力T 所引起时
,

方程 (2
.

4) 式变为 E 。】er 方程

(N
a v ie r

方程)

D V 仙 + T V 念w 二一口
、

(2
.

5 )

若弹性薄板置于弹性基上
,

基的弹性常数为K
,

则方程 (象 5) 式取形式

D V 仙十 T V
Z。十K 田~ 一 q (2

.

6 )

方程 (2
,

6 )式可 以称为一般 E 滋e r
方程 (G E方程 )

.

考虑动力学问题
.

将 (2
.

2) 式代入(2
.

6)

式
,

得

(口
‘
。

.
+ 舀Z V 忍v 恶+ ”Zv

,
+ 雪

名

)功= o (2
.

7 )
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式中

K
‘
一

== 一万了一

p 月
(2

.

8)
丁

一
动

一一仃
D

一
问r

’

方程 (2
.

7) 式的色散关系为
。 2

二雪
2
k 4 一刀

2
存2 + 乙忍 (2

.

9 )

这与钢琴弦的色散关系
’‘名’
有相似之处

。

实际上方程(2
.

7 )式可以从色散关系 (2
.

9) 式和变换

关系 (1
.

7 )式导出
.

方程(2
.

7 )式可以按弹性动力学中(1
.

5 )式和(1
.

6 )式变为方程(1
.

11) 式或 (1
.

12 ) 式同样

的理由和方法进行
“

开方
” .

为使讨论问题方便
,

现在我们假设挠度 口 的定义域已解析延拓

到复平面
.

首先
,

我们引入 Fl ug ge 标准矩阵
‘’, ’:
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同时
,

使挠度功定义为 H ilbe rt 空间中的一个四分量列矢量

, = [功一
, 功: , 叨。, 。‘] ,

( 2
.

1 1 )

就可以用新方程组

[ , 4日一‘( 一如
s
V Z + ”v 。。* + 乙)」功= 0 ( 2

.

1 2 )

来代替原方程 ( 2
。

7 )式了
.

式中 k = 1
,

2
。

特别是
,

当 雪二O 即 K = O时
,

方程( 2
.

1 2 )式中只需

要三个彼此反对易的矩阵
,

这时
,

可用方程

〔口一 i( 一占a
8V

么
+ 刀a *口。) lw = 0 ( k = 1

,

2 ) ( 2
.

1 3 )

来代替原方程( 2
.

了)式
.

此时挠度w 定义为 H ilb er t 空间中的二分量列矢量

功== [二 : , 功: ] , ( 2
.

1一)

而 a 。 ( m = i
,

2
,

3 ) 为 P a u li 矩阵

a l 一

【{;〕
, a : 一

[{石
‘

〕
, a :

一

[;』
,

] ( 2
.

1 5 )

一般来说
,

当有标量外场势函数B 和矢量外场势函数A 。
(k 二 1

,

2 )存在时
,

用经典规则
,

对应于方程组 ( 2
.

12 )式的推广的方程组应为

{护
一口‘一 i [v :

( 一省V
名+ B ) + y、(刀口

。+ i A 。
) + 亡] }叨= 0 ( 2

.

1 6 )

式中 B ( 二
‘,

O
,

A 。( x . ,

O 为外场的频率算符
,

具有频率的量纲
, f = 1

,

2
.

方程组 ( 2
.

12 )式与方程 (2
.

D 式在没有其他外场作用下是等效的【’‘, ,

二者的区别仅在于

所给初始条件和边值条件的方式不同
。

但在有外场作用时
,

这种等效性便不复存在
.

在解决

诸如波谱分裂之类的问题时
,

方程组( 2
.

1 6 )式的优越性是显而易见的
。

对小挠度弹性薄板中

许多悬而未决的问题
,

也不妨用方程组 ( 2
.

1 6 ) 式一试
.

当 ‘. 0 即 K 二O 时
,

对应于 (2
。

1动 式的方程组应是
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、

中面力和外场联合作用和勺刁
、

挠度弯曲

{口
‘
一i[ a

s

(一省V
: + B )+ a 。

(润
。+ iA 。)1卜, == 0

: ”= [功
, tD : ] ,

(2
.

1 7 )

式中

对方程组(2
.

16 )式等号两端同时左乘 , ‘= 几O 口 . ,

式中 a ;

为 2 X Z 单位矩阵
, À表示直

积
‘2’, 则 (2

.

16 )式成为

魂a
: + [a : o a s( 一占V

Z + B ) + a : À a 。(移a 。+ iA , )〕一 ia 。
公。

一二}。= 0

在方程组 (2
.

15) 式中
,

令

功 , a护

(介= 1 ,

2 ) ( 2
.

18 )

( 2
.

19 )

式中
a = [a4 因a ‘

一 ‘a :
公口‘]

将 ( 2
.

19 )式
,

( 2
.

20) 式代入 ( 2
.

15) 式
,

并在方程等号两端同时左乘

( 2
.

20 )

a

一合
〔a 4À 。4 + ‘“: 。a’ , ( 2

.

21 )

得

{口. + [ a 3º a : ( 一占V l + B ) + 。 aÀ 口。

( 刀口
* + iA 、) ] + i“ :À a ‘

乙}。== o

方程( 2
.

22) 式中当第三项
、

第四项为零时
,

可分解为分量方程

〔口
, + ( 一占V

么+ B ) ] [功, ,

协
‘

〕, = 0

及其共扼

[口‘一 ( 一舀V 昌+ B ) ] [叻: ,

功。] , = 0

这两个方程也可从方程组( 2
.

17 )式导出
,

这时沪
: , 丸

,

沪
:

, 砂
: .

方程( 2
.

23) 式与量子力学中的 Sch r 6 d in 罗 r
方程相似

,

只要令

( 2
.

22 )

( 2
.

23)

(2
.

24 )

i九
百=

一孟二尸
石尸

便可
·

式 中 几= h/ 2“
, h 为 Pl a n ck 常数

, “为 量 子 质 量
·

户此 可 知
,

S ch r 6 d in g e r
型的方程

.

在方程( 2
.

18 ) 式中
,

总频率算符用 口 表示

行== 一 i [。 :À a 3( 一占v , + 刀) + a : À 。。( , a , + i通 , ) 一 ia 。À吸‘]

这时方程 ( 2
.

18) 式具有形式

( 2
.

幼 )

方 程 ( 2
.

18) 式为

口. 口== D 切

( 2
.

26 )

(2
.

27 )

三
、

“开方” 方程当外场与时间无关时的标准解法

外场 B 和 A 。 (为= 1
,

2) 一般来说应与时间 t 有关
,

但在仅考虑外场与时间无关时的特殊

情况时有一般的解法
.

这时方程( 2
.

18 )式的解法可以分成两步来完成
.

第一步
,

求定常问题 中总频率算符的本征值和本征函数
.

当外场B 和A
。

(k = 1 ,

2) 与时间 t 无关时
,

我们可 以按定 常 问题中的处理办法将总频率

算符乃技其本征函数展开
.

设此本征函数为 叻
。( 二‘)

,

与本征函数价
。
恤

. ) 对应的本征值为。
,

则频率本征方程为
夕功

。( 二‘) 二口功。 ( 劣‘) ( i = 一, 2奋 (3
.

1)

将 ( 3
.

1) 式等号右端移到左端 , 便得方程
(叮一。)功。 ( 二‘) == o ( 3

.

2)

对于确定的B 和 A 。,

方程( 3
.

2) 式的解总可以找到
·
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当 B (
二。、= 0

,

A
、

(二‘)= 0 ,

及 刀= 0 ,

格外简单
.

惠 川

雪, 。时
,

(3
.

2) 式的解可以是三角函数
,

因而显得

第二步
,

假设方程组(3
.

2) 式的解已经找到
,

以这个特解求方程 (2 18) 式的通解
.

我们将挠度 。(二
‘,

O 按其频率本征函数砂以劣‘)展 开
,

这时展开系数依赖于时间 t
.

叨‘一 ‘, 一

于
“ ·
“,‘

·
‘二

。
,

,
“·
“, 一

J
“叨“一“、

即

(3
.

3 )

将(3
.

3 )式代入方程组 (2
.

1 5 )式
,

得

乙功
。
(二

‘
)

O

d 刁。
(O

d t
二一‘乙 A 。 (t)口踌

。(二‘) (3
.

4 )

由于本征函数功
。的正交归一性

,

方程 (3
.

4 )式等价于
.

塑募生= 一 ‘
洲

“

(t)
“ ‘

(3
.

5 )

上式立刻可以积出
,

即

A 。
(t) = A 。

(t
。)e x p〔一i口(t一 t。)]

因而
, t= t。时功(x

。,

t)可知
,

由(3
.

3 )和(3
.

6 )即可求得任意时间 t 的解
‘’. ,

。(二
‘,

t)= 乙月。
(t

。

)e x p
卜

i日(f‘ t。)〕协
。(二。) 1

(3
.

6 )

, ·(, 。)一

I二
: (·: ), (· ;

,

,
.

)、·
:、、

}

? (二
‘,

,
卜{

:
弓, : (二 : ),

。
(二

,

,一p
卜

‘““一‘
。

, ,切‘“ ,
,

‘。, d “! d、

(3
.

7 )

(3
.

8 )

从而整个问题的关键现在成为求总频率算符的本征值和本征函数
.

四
、

弹性基上的板在侧向动载荷
、

中面力和

外场联合作用下的弯曲

在方程组 (2
.

1 6) 式中
,

令

A 。= o ,

B = B (t)

则描述弹性基上的板在侧向动载荷
、

中面力和外场联合作用下的弯曲的方程应为

谧a
。À a ‘口一‘〔a

: À a s

(一占V 昌+ B ) + 粉a : 因a 。口。+ 止] }切 = 0 (存= 1 , 2 )

方程 (4
.

2) 式可以求解
.

为此
,

设

功 ( 二。
, t ) = 乙 功。二 乙刀。 ( r) e x p [‘( ,

( 。) , : , + 、(。 ) :
、 ) z

口 g

式中k , (。二 l ,

2) 为 m 方向的波矢分量
,
口 为频率

,

吞抽
》= (k ‘。

, : ) 名+ ( k‘。》 :

)
2

由于方程( 4
.

2) 式是关于 口 的线性方程
,

可以先对某 一频率 (相当于某一 单个声子)

后迭加
,

因而暂时可以略去角标 (口 ) ‘ 将 (4
.

3) 式和 (4
.

4) 式代入 ( 4
.

2 )式
,

得

( 4
.

1)

(4
.

2)

(4
.

3)

( 4
.

4 )

求解然

「 _ d
.

~
, 。 , 。

.

。 、
.

, ~ , .

~

La , 四a’
一

石牙
一
一’几卿a , 气互佗

.

+ 刀 ) + ”叹a ,

四a , 付, 十 U ,四a , 拐‘) 一’‘“人= ”

令

A = 咖

( 4
. 5 )
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(4
.

6 )

c’几csc’
.....f..........

目C

人人人九

式中 c 。

(a 二 1
,

2
,

3
,

4) 为待定常数 , 矩阵 价的选择
,

必须使 (4
.

5) 式成为

f
, _

,

f
一

_ d _
, , 。

_

。
、

1
,

.

_
:

.

一
, 、 ‘

飞

谧犷
‘

l a sÀ a 4一景产一
:a : O a s

“存
2 + B ) !诱+ 刀(a

:À 口声
: + a : Q a沪

: )一‘》c = 0
t丫 L一 吕

灯 一 毛 d t
’

‘ 昌

甘, 吕、5 ” ’

一 声

」Y. ”
‘、一 ’

“一 ’
‘

” ’ 一 ’

“ 一 ’
‘’1 ‘ ”J

-

入。几必~ 如
:

自价
, 。: À几功二扣

:
公口:

满足方程 ( 4 8 )式的踌必须具有形式

(4
.

7 )

( 4
.

8 )

价二

功
, O 一人

0 人 O

人 0 必
:

0 功
, 0

(4
.

匀)

毛1.ee..
..

es
�

ee
.

J。

--d.
。人

方程 ( 4
.

7) 式要成立的充分条件是

, 一 〔
口 a
。口屯

-

式中N 为某一个 4 x 4 常数矩阵
,

d

刁万一一

由此
,

, a : À a 3( : , + B )
〕,
一N ( 4

.

10 )

方程 ( 4
.

7 )式可以分解成如下两个方程

「 _ d _
, _ . 。 , 、 、

1
,

La “

囚a ‘

习「一
’a , 凶a ,

‘互招
‘

+ 万 ) 严= 中‘v 。 (4
.

1 1)

‘

、.了、.了J任户0宜1确es

及

[N + 刀(几因a ,九: + a : O a :
气) 一 i乙] c , 0

常数矩阵N不是任意的
,

它必须使

d e t [ N + 冲(。 : O a l掩, + a :

公。:
壳

: ) 一‘乙1二 o

否则 c 二 0 是没有意义的平凡解 ; 再者它又必须使方程组 (4
.

t l) 式相容
.

简单形式是

N 二加
; 0 叽

不难验证

诱(加
4À。 : ) , (加

‘

因a s )诱

式中 几为任意常数
。

将 (4
.

14 )式代入 (4
.

13 )式 ,

得

d e t [几a
;

À a : + 叮( a : À a ,寿, + a : À 。:

气)一烤] = 0

从中决定 久的取值
, _ : , 、 _ 二

‘_ : ‘: ‘_ 户: 、去几= f六。,
几。, 土( 刀1

存
2 + 乙

昌

) 蕊

方程 (4
.

12 )式的解为

(4 12 )

(4
.

13)

研究表明
, N 的最

( 4

( 4

( 4 16 )

(4
.

17 )

一
彩瓷碧

‘1 ,

一 丛

书兴
:

( 4
J

LS )

并且
。
系数之间有下列关系

:

C ac 心= 一c , C ,

因而
‘
矢量的独立分量只有两个

.

(4
.

19 )
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将方程(4
.

1 1) 式等号两端左乘y‘二内Q a’
,

得

d _
, _ . 。 一

、

1

⋯
_

.

-
.

函厂一内囚叭少 十川」月 , ‘

切
, 凶aa 刁

‘、

一 ~
,

。 _ 一一 d _ _ _
,

_

然后冉作用异十
一

丽
一 ,

最后 叫得

少
J

「 _ d刀
. , , . 。 _

~
、 。 . _

1
.

石砂
一
刁 = Lol 卿

口‘份万r 十
娜

‘

十习
“

一 几弓月 (4
.

2 0)

引入变换

A , 脚

式中
“是四维函数列矢量

,

刀二【a’O a’一 i口: À a’〕

将 (4
.

21 )式及 (4
.

22) 式代入( 4
.

20) 式
,

并在方程两边左乘广
’ ,

( 4
.

21)

( 4
.

22 )

夕
一 ‘ = 冬〔a’o a’ + ‘a : À a’ ]

自
( 4

.

23)

利用关系
.

口
一 ’a , o a 。

刀二a so a 。

可以得到矢量
“
所满足的方程

( 4
.

24 )

带
一

〔
ae o a 3

半
+ (“ : + B ,

’一“
〕
·

(4
.

25 )

现在联立方程组( s
。

25 )式中的:。。 (d 二 1 , 2 , 3 , 4 )分离 T ,

变成
。、 , : : , 。。 , u ‘

分别满足的四个

独立的二阶齐次线性方程
,

而这 四个方程均可以归结为下面一种形式的微分方程

。,, + r, 卜 (必 , + 。) “一
尊1

。一。

L “‘ J
( 4

.

2 6 )

其中
。: , “‘ 满足上述方程

,

而 碗
, “。

满足上述方程的共辆方程
。

下面
,

我们分两种情况来讨论方程( 4
.

26) 式的解
.

(一 ) 外场与时间成正比

B = i 口t

式中
。
为场常量

。

此时
,

方程 ( 4
.

26) 式成为
u 扩 + [几孟一“寿

吕+ ia t ) 一 ia ]“二0

引入新的自变量
T 和参数川可以使方程( 4

.

28 )式无量纲化

(4
.

27 )

( 4
.

28 )

一以
, +

等)
, m

一勺一 ia 一音‘
( 4

.

29 )

。 的无量纲方程为

芳
+ (一

m : 一‘,〕一
。

(4
.

30 )

其解为

!
,,.!J

、

、..产
2,

r

、.口/一
。:

一
,

「母
一
」M(李

‘,

合
, 一‘一

、

一
p

叶
r

习
M转

+

手
‘

,

参
(4

.

31a )
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其共辘解为
·

卜
·
却卜尹 ]、(

一

手
‘

,

“ : 一。zP卜护」可合
一

手

奋哟
‘,

备“)
(峨

.

3 1 b )

式中M为 K o m m e r 函数
‘, . , -

最后的解可写为
‘” ,

‘。 , 咖
ex p [i(k

, 二 : + 气气)]

价
, O 一人

0 人 0

功, 0 人

O 人 O

r...........L

一一
口

功
.

功
,
,
。 : + d二

, ,

人二
u r+

(4
.

3 2 )

m 二sa 一舍孟.
,

。一丛韶晋‘
1’

之。二士(。铸
“+ ‘,

)音

d , 一落

几=

待定的常数只有 cl
, c Z

两个
.

在要求(4
.

8) 式成立时
,

必须有 de t功袭。
,

根据K u m m er 函数的性质
,

可知 d et 功二 4衬此涟O
,

符合上述要求
。

(二) 外场与时间成反比
~

.

b
B 二一万一二二-

一
一

t

式中 b 为场常量
。

现在
,

方程(4
.

2幻式成为

现在得到的功
,
和人

,

(4
.

3 3 )

。· +

【
‘

将(4
.

34 )式展开
,

得
。· +

〔
‘

,
‘ , 。

访 、:
.

吞 ,
‘~ 瓜g R

.

一一1 一 , 一卜二丁一 !“= O
、 ‘ I 召一 J

(4
.

3 4 )

:一卵
十

一

缪互+

‘

b(b一i)
产 }

一。
(4

.

3 5 )

引入新的自变量
T 和参数

n ,

l使方程(4
.

3 5) 式无量纲化

=
、

可弄两刁呀蔽乃于
, ”=

塔护

(梦k’ + 价护 + 护)音

: 、音
b. 矛二I护一功 + 今 ,

、 4 1
(4

.

3 6 )

“ 的无量纲方程是标准的超几何微分方程W hitt ak er 方程“ . ,

1 .
,

气
~

一‘~
、

。“ + (一粤 + 一竺一一生T 一、
“二。

、 4 r 了. ,

(4
.

3 7 )

其解为
·】

一
’·x p

卜晋}M
(。

,

,
, : )

。:

一1- 备
e

呵
一
合]

M (。一 , + 1
,

卜 ,
,

(4
.

5 8 )

、......户I..J

、.J
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其共辘解可由(4 38 )式求出
,

式中

1
. , . _ .

_ ,

q = 万一
n 十 ‘, p = 互十 乙‘ (4

.

39 )

M为 K u

~ er 函数
.

最后的解与前述(4
.

32 )式相似
,

只是 u 的表式有所不同
。

我们用 (4
.

4 0) 式标记
。

一般性评述

(A ) 上述精确解是某一频率的解
,

即单色挠度波解
.

它相当于单个声子的行为
.

完整

的解应对所有频率 习求和
.

如果仅研究波谱的分裂
,

则可直接应用(4
。

32 )式或(4
.

4 0) 式
.

(B ) 当外场 B = 0
,

即
a 二 O或 b二 0 时

,

(4
.

3 2) 式或 (4
.

4 0) 式所给出的解还原为频率

没有分裂时的情况
,

实际上就是方程(2
.

7) 式的解
,

因为此时方程(2
.

12) 式还原为方程(2
.

7)

式
。

(C ) 当外场B不仅仅与时间成正比或反比时
,

方程 (4
.

2) 式的解的形式更为复杂
.

在一

些情况中
,

它可以用广义超比级数来表示
.

(D ) 当 亡二 o ,

即不考虑弹性基的作用时
,

方程 (4
.

2) 式可用方程(2
.

17 )式来代替
.

这

时所得到的一组共扼解是

材== e X P

(4
.

4 1 )
u 份= e x P

!“
‘“

·

士·“) , + ‘

介
d ,

〕
·

}
一 ‘(‘k

名

士·“)‘一‘

{
·

“d ‘

〕1
(E ) 当存在复杂中面力

,

即 方 程 (2
。

4 )式 不能简单地化成 (2
.

5) 式时
,

(4
.

3 2 )式或

(4
.

40 )式中的 只
。

和 ‘
系数要进行修正

.

一般来说
,

应作如下代换

刀(k
: + i棍)
一

刀, kl + 落叮: k
z

刀(一k ; + 公棍)
一

一刀l吞, + i勺: k
:

价护

一
川鱿十时就

} (4
.

4 2 )

式中 叭铸叭
·

(F ) 考虑到我们在解题过程中已将挠度功 的定义域解析延拓到复平面
,

因此实际上的

解应取 (4
.

3幻式或 (4
.

4 0) 式的实部
。

[ 1 1」

[ 12」
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