
应用数学和力学
,

第 5 卷第 0 期 (1托4年1 1月)

一人p pli石d M
a t五e in a tie s a n d M e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编

四川科学技术出版社出版

(互)型三角剖分下带边界条件

的二元二次样条插值
’

李 稚 娴

(中山大学力学系
,

19 83年 1 1月23 日收到)

摘 要

木文研究 (I ) 型三角剖分下带边界条件的二元二次样条插值问题的存在唯一性与插值 节 点

分布的关系
.

并且在证明了中心插值
、

角点插值和偏心插值问题解的存在唯一性的基础 上
,

给出

了这三种插值函数的构造方法
.

一
、

引 言

,

给定矩形区域G
,

分别以L
,
T 表示G 的长和宽

.

对 G 如图 1 所示建立直角坐标系
,

并做

(I )型三角剖分△盅
,

其中二‘= ih
,

夕, 二介
,

h = L加
, : = T /n

.

记

矶 (△霖) = {s( 二
,

的
:

在△默剖分下每个小三角形域上
,

s( 二
,

刃是二次 完 全 多 项 式
,

那么
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B (二
,

的是具有支集如图2的分片二次多项式
,

其分片表达式在〔1 」中已给出
.

本文研究 义 ” (△掇)中的插值问题的提法
,

插值问题的存在唯一性及插值函数的构造
.

二
、

任意节点插值问题解存在唯一的必要性和充分性

我们先来考虑下面的问题
,

给定一点组(二
。,

, ,
)(G (“ 1

,

2
,

一
,

m 一2 ; j= 1
,

2
,

⋯
,

卜2)
,

如果关于硬(x ‘
,
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*
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,
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,

2
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⋯
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,
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⋯
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的解存在且唯一
,

点组笼(二
‘,

夕,
)}应该如何分布

.

定理 1 对于一点组 {(为
,

功)卜含专界万
2

擂值问题(2
.

1 )的解存在唯一
,

那么

(二
‘,

g ,
)(G

. , (云= 1
,

2
,

⋯
,

m 一 2 ; j = 1
,

2
,

⋯
, n 一 2 )

其中 G ‘,

为 B 杯如
, +

蚤(气川的支集
·

证明 用反证法
.

设有“
。,
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)使得 V (x ‘
,
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, 。 , , 。 那么
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, , 。,
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, ,
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也就是说
,

确定线性组合
:

(p 二 1
,

2
,

⋯
,
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,
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,

。) == 艺 艺 c
‘, B

‘,

去
, , 十

去(“
,

夕)

的系数C
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的系数矩阵第(J
。一 1 )(m 一2) 十‘。列的元素全为零

。

因此线性方程组的解不唯一存在
,

这与假

设矛盾
.

定理2 任取 X
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,

夕,
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一卜 ,
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,
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,
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由插值条件又2
‘

l) 可得关于c’
, 的线性方程组的系数矩阵
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.

且对角线上的元素为
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由假定知对角线上的全部元素均大于零
,

药
,
(X

‘

刁> o (‘= 飞
,

⋯
,

m 一 2 ; j~ 1
,

⋯
, n 一 2) 因此

det 月 > 0. 即关于 谧X ‘, }二式当
,

的插值问题 (2
.

1 )的解存在且唯一 证毕
L

定理 l和定理 2的结果可以推广到由B样条张成的样条函数空间的插值问题上
。

三
、

三种插值问题解的存在唯一性

设j( 二
,

川满足边界条件

r(二
,

, ) } = 。
( 3

.

1 )
I J口

我们提出如下三种插值问题
:

( 1 ) 中心插值

寻找 S ( 二
,

夕) ( S羞
, 几(△器 )

,

使得

S (劣 . +

蚤
,

。, +

蚤) = f ( X. ,

玉
,

夕, +
告)

( I ) 角点插值

寻找 S ( 二
,

夕) ( S盈” (△书)使得
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口二 {

。。
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S (二‘
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夕, + : )= f(二
‘, , ,

, , , , ) (派, 1
,

2
, ,

二 ,

m 一2 , j= 1
,

2
,

⋯
,
”一 2 ) (3

.
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(l ) 偏心插值

寻找 夕(二
,

, )(S毛
, ’(△默)

,

使得
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, +

警 , , + 蚤) = 八
“‘+普
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定理 3 中心插值问题( I )
、

角点插值问题( I )和偏心插值问题( l )的解均存在唯一
汤 . 2 璐一 2

证明 令 S (二
,

g )= E E c ‘,B
‘+

丢
, , +

告 (“
,

v ) . )
夕. 1 ‘一 1

由于插值空间的维数等于插值条件的个数
,

所以仅需证 明齐问题仅有零解
,

也就是仅需证明

由插值条件和式 (
·

)导得的方程组的系数矩阵的非奇异性
。

以下称这种矩阵为插值矩阵
。

插值 问题( 1 )的插值矩阵为
.
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插值问题( I )的插值矩阵为
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插值问题 (I )的插值矩阵为
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矩阵A l严格对角占优
,

A , 是上三角阵且对角元均为1/ 4 ,

故A , ,

A :
非异

。

由归纳法和

拉普拉斯定理
,

可以证明A :
也为非异

.

证毕
.

四
、

插
‘

值 函 数
、

的 构 造

我们来构造中心插值
、

角点插值和偏心插值的L叱ra n ge 基函数
.
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定理4 中心插值问题( 1 )的解可表成
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: ,

妇 就是中心插值问题 ( I )
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.

类似定理4的证明
,

我们有

定理5 角点插值问题( I )的解可表成
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定理6 偏心插值问题(l )的解可表成
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现在 我们把定理 5中的 (4 8 )表为更具体的形式
,

有

定理 7 角点插值问题(皿)的解可表为
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证毕
,

对于中心插值问题
,

要构造类似于 ( 4
、

1 0) 的插值函数
,

需要求解形如月离 ~ 。的线性方程

组
、

注意到刁是对称正定矩阵
,

我们可以用平方根法把A 分解成

A 二S , S

其中

5 . (又
, )为上三角阵

,

把求解方程组

A x 二b

的问题转化为求解二个方程
:
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和 S 劣二g-
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