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摘 要

本文摘要叙述有关三维紧致光滑流形上结构稳定的微分同胚的一个特征性定理的证明
.

一 卫 l 岌全,

、
J . 厂习

在微分动力休系理论中
,

寻找
n
维紧致光滑流形M

,

(n 璧2) 上结构稳定的微分同胚的特

征性质是长时期以来的一个基本问题
,

我们说 j( D if f
‘

(肠
“

) 是结构稳定 的
,

如 果 f 有一在

Di ffl (M
”

)中的磷域犷使得每一 g (犷都与j拓扑同扼
.

多年前〔1 〕中推测过
,

仪 D iff ‘
(M

,

) 结

构稳定的一个充要条件是f满足公理A 及强横截条件
.

稍迟
,

这推测的充分性在 〔2 ]
,

〔3] 中

得证
·

可是
,

必要性部份尚待解决
,

只有近时在 【4 〕
,

【51
,

〔6] 中
,

在 di m M
,

= 2 的情况下

有过证 明
.

我们说八Di “
‘

(叮
“

)是一个K u p k a- S m al e
微分同胚

,

如果 f 的每个周期点都是双曲的
,

且这些周期点的稳定流形与非稳定流形都横截相交
.

本文提出下述当 di m M
,

= 3 时的一个特征性定理
,

并在第三节和第四节中给出证明它的

线索
.

定理 A 一个使j(D if r
‘

(M
只

)结构稳定的充要条件是了在 D iff
‘

(M
“

)中有一邻域班 使得每

一 g (牙都是KuP ka 一S m a le 微分同胚
.

附带地
,

我们也验证了
,

当di m M
“
= 3时的上述推测

.

我们指出
,

定理 A对于f( D iff
‘

(M
“

)仍然成立
.

可是
,

这容易从一些以前已有的 (包括

[4 ]
,

〔6〕在内的 ) 结果推出
.

较多的细节见下面第四节
,

二
、

预备 阻碍集与极小歧变集

我们打算在略有限制的情祝下先建立一个与上述定理相类似的
,

有关向量场的结果
.

然

后通常的扭扩办法即可导出上述定理
.

记劣(M
,

)为M
.

上所有的Cl 切向量场 (即常微系统) X 作成的线性空间
.

就M
“

上一任给

定的 C OO R iem a n n
度量赋义(M

.

)以C
‘

模 {!X }}
:
后

,

劣(从
.

)即成为一 B a o a eh 空间
.

命

. 叶开沉推荐
.

7了1
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曾= U
二 。 ,

”

省
二

为几尹的切空间丛
,

其中曾
二

表M
”

在劣处的切空间
.

考虑一任给的S (劣(M
”

)
.

5 导出一Cl 单参变换群 咖
,
M

”

”M
”

(一co < t< “ )
,

由是导

出
一
单参变换群

巾
。
= d功

: :
留 , 曾 (一oo < t< co )

记M为S所有常点作成的集合
,

并考虑S 的共扼丛

勿= U
二 。,

,

勿
二

这丛以M为底空间
,

在二处的纤维为勿
二
= {u( 曾

二

}<S (幼
,

价= o }
.

对帐勿
二

取功
:

(u) 为 巾
‘

(u)

在勿价
,

(x )上的垂直投影
,

即给出一单参变换群

劝
‘: 勿 , 勿 (一 co < 才< oo )

砂
。

把勿
二

线性变换至勿 功
,

(劝上
·

我们尚需另外一个变换群

岁
: : 勿 , 勿 (一co < t< oo )

它是这样来定义使得功
。

(u) 一梦
:

(u) (沪
。

(À 。 )且岁
: (u) 与功. (À 们正交 ,

这里

À u = {。( 勿二

{( u , v夕= 0 } 对于
u ( 勿 二

这个变换群可自然且唯一地扩充到勿在曾中的闭包勿
肠上

,

仍记作

梦
. : 勿 赞, 勿粉 (一 oo < t< OO )

按照 [8 ] , [ 9〕我们定义S的阻碍集O b (S )作为

O b (S ) = {二( M
.

旧
u ( 勿 价

门省
二

使得 】lu }1= = in f
‘〔‘~ 璐 , . 、

!!梦
‘(。 ) 1!}

按照【10 〕
,

M
”

的一子集刀将叫作S 的一个歧变集
,

如果过在 M
”

中闭
,

在 功
。 ( 一 oo < t<

二 )下不变
,

且 过门0 b( S )斗 0
.

一个歧变集将叫作极小的
,

如果它不包含有真歧变子集
.

用

Br o u w er 约化定理可看出每一歧变集都至少包含一个极小歧变集
.

S的一极小歧变集过将叫作简单的
,

如果或 ( i) 刀不含有S 的常点
,

或 ( ii) 效 门O b (S ) 至

少含有S 的一常点
c
使得轨线 {必

:

(c) }t (( 一co
, oo ) }的 。一极限集合与 a 一极限集合都是 刁 的真

子集
.

否则
,

这极小歧变集将叫作非简单的
.

极小歧变集这概念在我们的工作中将几乎到处出现一
我们也将用下面的一些记号

:

对于《<0
,

co ) , x ( M 及 勿
二

中一个维数> 0 的子线性空间

A ,

写

呀一 ( t ,

A )二

呀,

( t
,

刁)二

S U P
. 〔通 , 11“ 11一 生

10 9 !!功. ( u ) !}

in f
. 任通 , l二“ l卜 l

10 9 }!p
:

(。 ) }}

如同S这情况一样
,

每一 X (交 (M
.

)也将导出M
“

的切空间丛留上一单参变换群 (将记作)

中x ‘,
曾 , 曾 ( 一co < t< oo )

显然中 x . = 巾
.

对于 X ‘5
.

若 K 是 M
,

中一非空的连通闭子集
,

且是X 的一双曲不变集 (例

如
, K 是X 的一双曲周期轨道 ) ,

我们写

In d x K = d im { u ( 留
二

} li m }1巾 x . ( u ) 11= 0全

其中
二( 兀

.

In d x K 的定义 与K 中的点 二的选取光关
.
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三
、

关 键 步 骤

考虑劣(M
”

)中所有具有下述性质的X 作成的族劣权M
”

)
。

这性质是
:

X 在劣 (M
”

)中有

一磷域 牙 使得每一 Y (牙 的所有奇点和周期轨道都是双曲的
.

我们曾经在 〔1 1〕
,

〔1 0] 中对

劣权M
.

)作过较广泛的讨论 (关于微分同胚的相应的讨论
,

可参考〔5〕)
.

设S (买
铸(M

”

)
.

对于一整数p (<0
, 。一 1>

,

由X ‘
(劣

份
(M

.

)及X
‘的周期轨道 P’ 作成的叙

列王X ‘,
尸‘}将叫作S的一基本P- 叙列

,

如果

lim !}X ‘一 S }!, 二 0 且 In d X
、

P ‘= P (i= 1 ,
2

,
3

,

一 )

定理B 设S (劣气M
”

)且设A是S 的一非简单极小歧变集c= M
.

下面 (0 及脚)成立
.

(i) 存在S的一基本力一叙列 {X
‘,

尸。圣
,

其中P不同于O和n 一 1 ,

使得周期轨道叙列 诬P
‘} 收

敛到刁
。

由是存在数刀> O及T > o使得在每一劣(效处
,

勿
二

可唯一地分解成直和

勿
二

二△
_

(劣 )0 △
+

(二 )
,

di m △
一

(劣)= 户

满足

护
‘

(△
一

(, )) = A 一

(功
.

(二) )及功
,

(△
十

(二 ))~ △
十

(功
:

(x )) t((一oo
,

OO )

刀,

(t
,

△
,

(
二
))一水 (t

,

八
一

(二) )基2” t((T
,

oo )

(ii) 如果有S 的一基本介叙列{X 。,
尸
‘

卜以及刀
,
T 满足(i) 中要求

,

且如果

”,

(t
,

△,

(劝 )鑫刀对所有 (t声)(<T
,

OO ) X A
,

则存在数舀> 0及d > 0及点勺(对 以及负整数

川 1> m :
> 拼

。
> ⋯

使得对千点句= 功m
, d (c

二)我们有

斋冲
一

‘“
,

么
_

(价
。‘(c ,

)) )基 一占 (拼= i ,
2

,

⋯
,
一二, ; j== 1 ,

2
,

3
,

⋯

且使得S过勺的轨线的。一极限集合厂是S的一双曲不变集具有

0 < In d s厂< P

这里
,

(i )的一部份是〔10 〕中一些结果的重述‘ 从一些与〔10
, p p

.

3 3一34 1相类似的论据

可看出P斗 O , 。一 1
.

明显地
,

厂是A 中非空的连通闭子集一

(ii) 是新的
,

且是证 明上述定理 A 这类定理的关键步骤
.

对于所给的非简单极小歧变集

作较细致的分析并应用如同〔1幻中所述的定理可导至定理B 的证明
.

现在
,

记 宪
落 (M

”

)为所有具有下述性质的 X (劣
价 (M

”

)作成的 族
.

这 性 质 是
:

X 在

劣气M
“

)中有一磷域 U 使得
,

如果Q ,及口
:

是 Y (U 的奇点或周期轨道
,

则就y来说
,

Q : 的稳定

流形与Q
:

的非稳定流形总横截相交
.

简单地说
,

每一Y (U 都是一 K o p k a
一 m al e系统

.

定理C 设S (劣
,
(M

”

)且设五是S 的一非简单极小歧变集C= M
.

则 S 不能有基本 P- 叙列

{X ‘,
尸‘}使得定理B的结论(ii )成立

.

定理D 如果S (劣
. (M

”

)
,

则S不能有简单极小歧变集
·

最后的这个定理可以下述方式来证
.

设相反地有一如此的极小歧变集 刀
.

则按照 [1 0,

p
.

10 〕中一个定理
,
刁含有S的一常点

c
使得仲

:

(c) }t((一OO
,

OO )} 的 。一极限集合与 a 一极限集

合都是S的双曲不变集
,

且有戏勿
。 ,

}1司= 1 ,

使得
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lim l}梦
,

(。)}}= co = lim }l梦
.

(u )!}
~ ) 。 弓叫卜 一 .

且实际上
,

当亡, 士的时
,

l!梦
. (“)ll 像指数般增长

.

由是适当的口小扰动将破坏 S (免
* (M

”

)

的K u p k a一S m a le特性
。

四
、

应 用

考虑
, = 4及S (劣

, (M
‘
)无奇点这情况

.

用定理C及 [ 2 0
, p

.

2 7 ]
,

〔4
, p

.

1 1 ] 中的定理
,

我们易导出

定理E 设S (劣
莽(M

召

)无奇点
.

则S不能有非简单极小歧变集
.

定理F 设S (免
井(M

4

)无奇点
.

则下面的叙述(i)、 (iv) 是等价的
.

(1) 5 结构稳定
。

(11) S (宾
落
(M

‘
)

.

(11五) Ob (S )= 0
。

(iv ) S满足公理A及强横截条件
。

这里 (i)今 (11 )易从 K u p k a 一S m a le 定理 「7 ’及结构稳定定义推出
.

(11)今 (111)是上面定理

D 及E 的结论
,

因为否则
,

S就会有极小歧变集
.

(111)今 (i
v
)给在[ 9 ]及〔1 2

, p
.

1 5 ]中
。

(i
v
)今

(i)给在R o bin s o n [ 1 3〕中
.

我们指出
,

上述定理对于 S (劣(妒)仍成立
,

且可以同法得证
.

可是
,

这样一个三维定

理也易从以前巳有的结果推出
.

这些结果包括如下的一 个
,

即 〔10
,

马61
:

要使 无 奇 点 的

S (凭 (M
“

) 口一稳定的充要条件是S (义气M
,

)
,

也是S 满足公理 A 及无环性条件
.

从Pei x ot 。

〔14 〕
,

定理F对于无奇点的S (宾(M
Z

)显然仍成立
.

通过扭扩
,

我们得出类似的

定理G 对于f(D iff’(M
s

)
,

下面的叙述(i)~ (111)是等价的
:

(仆 f结构稳定
.

(11) f在D iff
’

(M
S

)中有一邻域犷债得每一夕(犷都是 K u Pk a一Sm a le 微分同胚
。

(ili ) f满足公理A及强横截条件
.

同样
,

这定理对于了(D 计fl (妒)仍成立
‘

但这也容易从以前已有的结果 (包括 L41 及 〔51

中关于习~ 稳定的特征性质) 来导出
。
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