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摘 要

根据一个引理和一个假设
,

本文给出集中力作用于泊桑比 , 为常数和剪切模量G 沿深度线性变

化的半空间的公式
.

当用积分方程法分析桩和其它地学工程问题时
,

这些公式可以用作一近 似 的

基本解
。

一
、

概 述

应用弹性力学研究的趋势之一将是从均匀介质到非均匀介质
.

因为这样 的非均匀介质模

型是更精确地反映许多情形的本质
。

例如
,

在地学工程 中
,

近 期 发 表 的 实 测 结 果 (P
a n

Ful a n[
‘’) 表明许多土壤的剪切模量 G

,

杨 氏 模量 E 等皆随深度增加而增加
.

已有的许多联

系到非均匀介质的地学工程问题的研究
,

如〔2 ]至〔5 ]
,

但都较少采用积分方程法
.

虽然如

所周知
,

对半空间问题用积分方程法较之有限元分析精确且经济
,

但它需要一基本解
.

不幸

的是至今仍未在已发表的文章中找到适合于非均匀半空间的基本 解
〔“’.

D av ies 和 Ban
e r jee ‘“’

指出集中力作用于三维弹性体中只有三种封闭型式的解答是知道的
,

那就 是
:

K el vi n( 18 4 6 )

的点力作用于全空间的解
; M in d lin (1 9 3 e) 的点力作用于半空间的解和 Ple v a k o (2 9 6 9 )

的点力作用于两个不同弹性性质的连接在一起的半空间的交界面 的 解
.

D av ie s 和 B an
e r jee

给出了点力作用于有两层介质交界面的半空间的位移场
〔“’.

利用这一位移解
,

他们构造了一

个近似的点力解
,

然后用边界元算法分析嵌在非均匀土壤中的桩
汇“’·

不过
,

使用他们的方法

有许多不便
.

首先
,

他们在文献〔5 〕并没有列出用〔6 」的位移解构造出来的近似 的点力解
,

只是写在一个未发表的算法中
.

因此人们不知道这个近似的点力解是怎样的
,

更谈不
_

上应用

它们
.

其次
,

〔6 〕中的位移函数以包括指数和 Bes se l函数的无限积分为项来表达
,

而其中有

的是不能精确地积出
.

因此
,

这些 函数的计算是既费力又不能精确积出
.

最后
,

许多实际情

形不满足载荷要作用于两层之间的交界面这一要求
,

因此这方法很难适用于一般情形
.

另一极端是建议的适用于非均匀半空间的集中力的公式太简单了
,

例如
,

只是将M in dl in

公式改为以 G (约代替 G (如〔7 〕等)
,

因而其它点的G 的影响没能够考虑进去
.

本文企图克服这些缺点
.

根据一个引理及一个假设
,

给出集中力作用于
,
为常数和 G 为



G
。

+ m z 的非均匀半空间的公式
.

云 天 锉

这些公式作者在另一文章中已用来作桩的分析
.

二
、

一个引理及一个假设

引理
。

(组合定理 )

令 “红
,
。舒

,
为第 寿个 (k 二 1 ,

‘

2) 均匀
、

各向同性的弹性静力问题的解
,

假定每个这些

弹性体有同样 的边界
,

不同的弹性常数
,

不同的载荷及边界条件
.

恤U
“

组合的
”

弹性静力问

题的解是
:

a . , = a 吞
‘, + a 言‘, , 。‘二 a u

告
. + b“吞

‘

(2
.

2 )

式中诸常数
a 、

b
、

元
、

G 满足
:

a 二之丫几二 G 丫G
,

b二之
2

/ 几= G
Z

/ G (2
.

2)

其中 护
,

G 总,

之
,

G 分别为第 左个弹性体及组合体的 L a m 。 系数; 体积力 F ‘,

给定的边界力

T
。,

给定的位移 反‘满足
:

户
’
‘
= F 圣+ F 蓄

,

T = T : + T {
, 叮‘三 a ‘聋

‘
+ b叮己

‘

(2
.

3 )

式 中F 令
,

T 令
,

心
‘分别为第 舟个弹性体的体积力

,

给定的边界力和位移
.

证明
:

(2
.

1) 式满足平衡微分方程
:

a ‘, , , + F ‘二 。吞, , , , + a 二‘, , , + F 圣+ j尹番= o

(2
.

1) 式也满足位移
一
应变和应力

一
应变关系式

:

a ‘, = a 孟‘, + a 二‘,

= 占‘, 凡
‘e
吞
、、+ ZG

‘e 孟‘, + 舀‘, 之
Ze 孟*。+ 2 G

2 。二‘j

= 占‘, 几e 、* + ZG e ‘,

故 (2
.

1) 式满足弹性力学基本方程式
.

而 (2
.

3) 式表明组合问题的边界条件也是满足的
.

特 例
:

若 G 二口 + 夕
,

则 (2
.

2) 式 给 出
: , 二沪 = 沪

,

几二刀 十 护
.

或 者
,

如 G = G
‘
十

G
Z ,

几二几
,
+ 兄

2 , , = v ,
= v
气 则 (2

.

2 ) 式成立
.

(2
.

4 )

现在我们考虑一特殊的组合
.

如第 2 个弹性体是不受力的 (即零应力 ) 与第 1 个弹性体

同形状大小
,

同 , ,

但其剪切模量为G气 以及组合 体 的 G
, ,
服从 (2

.

4) 式
,

即 (2
.

2) 式

成立
,

则据引理有
:

。‘, = a 乙‘, , u ‘= a u 去‘
, a 二召,

/ (G
,
+ G

Z

) (2
.

5 )

应用这一引理分析一受载的二层介质的半空间
,

让我们考虑带二水平层 的 半 空 间
.

令

,,,

;1
’’

{{{
““

... ZZZ

图 1

月(二
, 夕

,

九) 和 B (二
, 夕,

勺
十

l) 分别为位于上层和两层交 界面上

的两 点 (图 1 )
.

令 犷:
为受载的带

, ,

G l 的均匀的半空间 , 厂
2

为一零应力的带
v ,

G
:

的与下层具有同样 的 边 界的半空 间
.

则

据引理
,

组合部份 (厂 ;
门叽 ) 或者是下层的解 (略 去 上标 1 )

为
:

a ‘, 二a 。。, , “‘= a “。 ‘, a = G l
/ (G

, + G
Z

) (2
.

6 )

但是
,

怎样计算上层部份 (价\( 厂
1
门 犷

:

)) 的位 移 呢? 我

们需要一假设
.

假设
:

圣维南原理用于条件相同但弹性常数分别是均匀的和

非均匀的两个问题
,

给出同样的结果
.

或者
,

我们用图来把这一假设表达得更清楚一些
.
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G I + G Z

图 2 的(a
) 和 (b) 分别表示一均匀的和一层状

的半空间
.

令反
‘
(C ; G l

)和 衅 (C
; G l + G 户 分别表

示一对单位力作用于刀(二
, 夕, t,

)和B (二
, g , 才, + ,

)

(月点位于上层
,

B 点在上层或两层之间的交界面 )

时
,

两个半空间中的点 C (0
,

O
,

c) 的位移
.

则 这 个

假设的意思是
:

当 △才= t , 十 ; 一 t , 、 0 时
,

有

跪‘(C
; G :

)=
u李(C , G ; + G

Z

) (2
.

7 )

据互易定 理 (r e e ip r o e a l th e o r em )
,

系 统 1

(图 2 的 (
a
)和 (b )) 的外力在 相 应 的系统 2 (图

2 的(
。
)和 (d )) 的位移上所作的功等于系统 2 的外

力在相应的系统 1 的位移所作的功
,

我们有
:

P
·

论‘(C ; G l
) = 1

·

[ u
。‘
(刀 , G ,

)一
。。‘

(B ; G l
)〕

P
·

u节(C ; G : + G
:

)= i
·

[ u ‘(A ; G : + G
:

)

一 u ‘
(B

; G l + G
:

)〕

1
1

!\
气飞

12
子一一犷

一一少
一川一

IljG.一

CCC 月月

}}}
””

BBBBB

}}}
‘ 1 ‘“ ’’

�.,1

1
1
‘

!
广宁 ) 一气一 , 一 , . ,

.

,
.
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、

l少

�一一

一
一一

l一仃一

图 艺

由 ( 2
.

7 ) 式
,

我们得
:

u ‘
(刀 ; G , + G

Z

) 一
u ‘
(B

; G : + G Z
)二 u 。‘

(月 , G ;
)一

u 。‘
(B ; G l )

’

( 2
.

5 )

这一方程意味着一个层状半空间的任意两个很近的点 的相对位移等于均匀半空间的同样情况

的两点的相对位移
.

将 ( 2
.

6 ) 式代入 ( 2
.

5 ) 式的 u ‘(B ; G : + G
:
)

,

我们得
:

u 。
(A

; G , + G
Z

) =
u 。‘(刀 ; G ,

) + G l〔1 / (G
; + G

Z

)一 i / G
: ] u

。 ‘( B ; G ;
) ( 2

.

9 )

( 2
.

6 ) 式和 (2
.

的 式分别适用于
“

组合
”

体的闭包之内和闭包之外的点
.

三
、

G 连续地变化的情形的积分关系式的推导

一个G (z) 连续地变化的非均匀半空间可以用一个受载的均匀半空间犷
。

(带 G
口

) 和一系

列的零应力半空间 V ,
(带 △G , = G , * , 一G ,

) 在不同的水平层 t , 二 j
·

△t ( j= 1
,

2
,

一 ) 的组

合
,

当 八to o 和 j* co
,

来逼近 (图 3 )
.

由受集中力作用的半空间 G
。

和零应力半空间 G , 的组合引起点 月 (二
,

夕
,

t , ) 的位移根据

( 2
.

6 ) 式为
:

u 。‘

(二
,

梦
,

才, ; G
口

+ G ,
) = ( G

。

/ (G
。

+ G j ) ) u 。 。

( 二
,

夕
,

t , ; G
。

) (3
.

1 )

由半空间 G
。
十 G , 和零应力半空间 么G , = G , 十 : 一 G , 引起 月( 二

,

,
,

t , ) 的位移根据 ( 2
.

的式

和 ( 3
.

1) 式为
:

u ‘(二
,

g
,

t J ; G
。
+ G , 十 :

) =
u 。‘

(二
,

夕
,

t j; G
。

+ G , ) + G
。
么( i / G

, )
·

:‘。 ‘
( 二

,

夕
,

才, + : ; G
。

) (3
.

2 )

式中 △( 1 / G ,
)一 1 / (G

。

+ G , + l
) 一 i / (G

。

+ G , ) (3
.

3 )

将 G , * :

代替 G , 十 : 并利用 (3
.

2) 式
,

得
:

u ‘
(二

,

梦
,

t , ; G
。

+ G , + 2
) = u 。‘

(二
,

,
,

t , ; G 。
+ G , ) + G

。

〔么( 1 / G ,
)
。。 ‘

(二
,

,
,

t , + 1 ; G
。

)

+ 么( i / G
, + 1

)
u 。 ‘( 二

,

g
,

t , + 2 ; G
。

) 〕 ( 3
.

4 )

递推可得
: “‘

(
% ,

,
,

t , , G
。

+ G , + 。

) =
u 。‘

(劣
,

g
,

t , , G
。
+ G , )
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+ G
。

{乙 △(l/ G
, 十 。

)
·

“。 ‘
(二

,

夕
,

‘, + 。 ;
G

·

)
} (3

.

5 )

当 △t= t、十 ,
一 t * * o , n , 二

, t, = z ,

则 (3
.

5 ) 式变成
:

u ‘
(劣

,

夕
,

·

卜G
·

{一 (X
,

、
, · ; G

。

)/ (G
·

+ G
·

卜丁:
〔d (1 /昼(‘))/ d ‘〕一(%

,

、
,

‘; G
·

)d

号 (3
.

6 )

式 中
u ‘
(二

,

封
, z ) = :“(二

,

g
,

t , ; G
。

+ G 一 )
,

G
:

= G , , 。。 ‘

(
* ,

g
, : ; G

。

) 是 M in d lin 的 解
〔”’,

C (t)= G
。
+ G (t)

.

对线性情形G = G
。
+ m Z ,

我们有
:

。‘
(X

,

,
, ·

卜 G
·

{一
(二

,

。
, · , G

。

)/ ‘G
。

+ m ·

卜
m

丁:
〔。一 (%

,

。
,

‘; G
。

) / (G
。
+ 。‘)

2

〕
,

d

号 (3
·

7 )

(3
.

7 ) 式是集中力作用于
v
为常数和G 为 G

。
+ 。 : 的半空间内引起的位移分量 “= 1

,

2
,

3 ) 的公式
.

利用积分表
,

可 以将 (3
.

7 ) 式的大多数项的积分积出
.

但是
,

有几项积分是任

何一本积分表都查不出其积分公式的
,

诸如这些积分

{曹
(。+ , )一 (R

Z
+ ‘+ ·

)一 d ‘
,

{:
(, + ‘, 一 “

2 一 ‘

(R
Z
+ ‘

+ ·)一 d ,
,

丁:
(, + ‘)一R

Z一 (R
Z
+ ‘+ ·

)
一“
d ‘

等
.

求这些积分的解的关键是作一变换
,

也 就 是 在 相

应的被积函数的分子和分母中同乘以 〔R
:
一 (t + c) 〕或

〔R
Z
一 (t+ c) 〕

2 ,

然后 (3
.

7 ) 式就可以积出
,

得到的公

式表达为封闭的型式
.

一旦求得位移
,

应力可以通过应

力
一
应变和应变

一位移的关系式求得
.

今将 (3
.

7) 式的结果列出如下
.

月月 , J 产 ,,

二二
}}}
尸尸尸

lll 11111
AAA ’’

BBBBB

而二妈

匕土一匕」

四
、

铅垂和水平集中力作用于v为常数和G 为

G
。 + m z

半空 间内的公式

(4
.

1 )

(4
.

2 )

、.少
qO

.

月任
了.、

、fl...se、
产才

ee

i
甲

、、.少J休�J任f
、

、...下|、

‘
.

!

铅垂集中力尸作用于 (0
,

O
,

c) 的公式
:

U (二
,

夕
, z
) = G

。

{U
l

(二
,

夕
, z
) / (m

v ) 一U :

( 二
,

夕
, z ) }

W (
二 ,

,
, :
) = G

。

笼研
1

(%
,

梦
, z
) / (。v

) 一W
Z
( % ,

,
, z
) }

式中 U l ,

U
,

班
1 ,

研 分别为均匀和非均匀情形下的径向和铅垂方向的位移
.

U
l
( 二

,

夕
, 之 ) = P

,

{ (
z 一 e ) / R 星+ ( 3 一 4 v ) ( z 一 e ) / R 卜 4 ( 1一

v ) ( z 一 2 ,
) / [R

Z

( R
Z

+ : + c
) 〕+ 6 e z

(
二 + c ) / R

2 5

}/ [ 1 6 二G
。

( 1 一
v ) 〕

U
:

(二
,

夕
, z

) = P
,

笼K
Z
一 ( e + P)K

3 + ( 3 一 4 ,
) [K

。
一 ( c + P ) K

。

j

一 4 ( 1 一 v
) ( z一 Zv

) El /
: 一f

:
一 (

e 一 p )F
:

〕/
r Z

+ 6 e

[K
。
+ (

c 一 ZP )K
。
+ P (P一

c ) K
l。
〕}/ [ 1 6二m G

。

(一
, ) l

班
1

(
二 ,

夕
, z ) = P { ( 3 一 4 , ) / R

, + [s ( z一
v )

“
一 ( 3 一 4 , ) ] / R

:
+ ( : 一 c

)
“

/ R 呈

+ [ (
二 + c

)
“

( 3 一 4 v
)一 Z c z 〕/ R 孟+ 6 e : ( z + c )

2

/ R ; }/ 〔1 6 二G
。

( i 一 v
) 〕

附
:

(
% ,

g
, z
) = P { ( 3 一 4 v

)F
l
+ 〔s ( i 一 v

)
“
一 ( 3 一 4 v

) ]F
:
+ (C

I
K

I
+ C Z

K
Z

+ C
3

K
3

) + ( C
‘g ‘+ C

o
K

。
+ C 6

K
6
) + (C

7
K

?
+ C 。K 。

+ C
o
K

。

+ C、。K , 。
) }/〔1 6二m G 。

( i 一
v ) 〕
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式中
:

r = (x
Z + , 2

)
‘/ 么

R , = [ 戈
2
+ , 2

+ (
z 一 c

)
“

」“
么
= R ;

(
:
)

R
Z
= [二

2
+ 夕

2
+ (

: + c
)
么]

’‘2 = R
Z

(
二
)

F
l
一

{; 一
R

l

(‘,
一 ’
d ‘一‘R

l‘1一 ‘一〔“1‘(2“
! , “‘

1
““

!

F
Z
一

{: 一
R Z

(‘)
一 ‘
d ‘一‘R

Z‘1一 ‘一〔“
2

/ (2 0
2
, 〕f

Z

““
2

C
l
= i

,

C
Z
== 一 2 (c + P)

,

C : 二 c : 一P Z一 C : P
,

C
4
= 3 一 4 v ,

C
。
= 4 c

(i一 Zv
)一 ZC

‘
P

,

C。二 c 么
(3 一 4 v

)一 C
一
P
么
一 q P

9 1一

I:
R l
“, 一d ‘一〔‘一‘

一
’‘R

l〕‘
·“

K
4
一

!:
R

Z

“,
一 3

d‘一〔‘一‘
· + “

,‘R
Z

〕‘
·“

K
Z
一

{二一
R l

(‘,
一“
d ‘一 〔一“R

l
一 (”

1

‘2 , K
l
+ ‘

1 ’‘“
1

K
。
一

{二一
R

Z

(‘,
一 3
d ‘一〔一“R

Z
一 ‘“

2

/ 2 , K
4 + ‘

2

〕‘“
2

K 3一

{二
。一R l

(‘)一d ‘一〔“‘
·R

l

, 一 (5“
1
/ 2 , K

Z
一‘K

l

,‘”
1

K 。一

{: 一
R Z
“)

一 3
d ‘一〔“‘

·R
Z

, 一 (5“
2

‘2 , K
S
一 ‘K

4

〕‘y
么

C
?
= 6c ,

C
s
= rZe Z

一 3C
7
P

C
。
= 6 e 3

一 3C
、
P

Z
一 ZC

o
P

,

C
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