
应用数学和力学
,

第 6 卷第 1 期 (1 98与年 1月)
A PPlie d M a the m a tie s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

四川科学技术出版社出版

多套函数有限元逼近与拟协调板元
‘

张鸿庆 王 鸣

(大连工学院应用数学系
,

19 84年 3 月 15 日收到)

摘 要

继【l〕
、

【2〕的工作
,

本文根据多套函数有限元逼近的思想
,

建立了唐立 民等人〔3 , 、 〔“提出的拟

协调板元的数学基础
.

一
、

引 言

本文企图建立拟协调元的数学基础
,

为此我们以周边固定的薄板弯曲问题为例叙述我们

的结果
.

这些结果可推广到更一般 的情形
.

熟知
,

周边固定的薄板弯曲问题有下述三个等价的描述 (见 [司
、

「6 」)
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3 )的等价性是指若 u0 是其中一个问题的解
,

那么u0 也是另外两个问题

的解
.

对问题(1
.

2) 或 (1
.

3 )有限元方法是一个有力的求解工具
.

最初人 们 用 H 孟(口)的一个

有限维子空间 (通常为分片多项式空间) 厂
.
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,
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香 本文曾在全国第四次数学代表大会上宣读
.
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u :

做为 (1
.

1) 的近似解
,

这个方法叫做协调方法
.

但是要求厂
.
仁H 舌(日)

给实际计算带来麻烦
.

例如
,

在三角形剖分的情形下
,

要 使 犷.
c= H 台(口)需取完整的分片五

次多项式
.

为避免这一问题出现了非协调
、

杂交
、

混合及拟协调等许多方法
.

设K
,

是口的一个有限元剖分
,

K 是剖分 K
,

的 一个单元
,

在早期的有限元方法中
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在K 上用 H 二 u 逼近 u ,

则分别用a
二

刀二“ , 口, 刀二“, a启汀
二u , 口卉H ‘u , 口,z, 刀

二u 逼近a二 u ,

a , u ,

口启“ , a卉“ ,

a六“ .

只要 汀洲 一确定 氏汀xu
,

⋯
,

也随之确定
,

因此我们把这种逼近 叫 做

一套函数逼近
.
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.

我们把这种逼近叫做多套 函数逼近
.

显然一套函数逼近是多套

函数逼近的特例
.

为此本文作者之一在〔2 」中引入了多套函数有限元逼近的思想
.
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3 )的多套函数有限元逼近
.

U
,

称为 H 孟(口)的 逼 近 空 间
.

当 (h 10 )有唯一解

时
,
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.
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值得指出的是
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。

二
、

拟协调板元的构造方法

本节叙述唐立民等人
〔“’、 〔峪’提出的构造拟协调板元的逼近空 间 的 方法

.

这里我们的叙述

较为一般一些
.
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这时拟协调方法就是熟知的协调或非协调方法
.

我们 以几个例子结束本节
.

它们均为三角形单元
.
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N 罗= 尹 3

朽参元
〔毛’

给定
“的十五个节点参 数 如 图 3

.
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。
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· 的 参数值且在三边的中点处的

法向导数值等 H 轰
“
在该点的值的五次多项式

.

5
.

21 参元
〔41

.

给定
u 的 21 个参数如图5

.

取 N r = N 梦二 N梦= 尹
:

(K )
,

N 梦= N 罗二

,
‘

(K ) ,
H ,

“
为在K 的节点处取。的参数值的五次多项式

;

二。工“一H :
·
}
。f ,

aas
H &0u ,

。二

一 二叙
“ ,

二轰
。

一晶
H :

·

阮
.

这就是熟知的五次协调元
·

在上面五个例子中
,

因为 汀
。
刘 = 刀罗

“
}
。工以及 N 梦

、

N 罗的取法
,

都有Il r
“= 再11 罗u,

刀罗
。= a , H 罗

“ .

u o 〔u x )o
,

( u , ) o
、

(u
二, ) 。

.

众
u ·,

, 。
.

‘u , ,
)
。

l)U

戈万沁

(u,v)o
生匀

止。
,

( u : :

)
o ,

(￡玄:

) 。
,
l

(u ,

户
。

,

图 4 图 5

三
、

主 要 结 果

本节给出有关多套函数有限元逼近和拟协调板元的一 些结果
.

首先为了保证 (1
.

1。)的解存在 唯一
,

假定下述条件 (A )成立
.

(A )
:

存在与
:
无关的常数刀

; ,
叭

,

使得不等式
:

‘ , U C

,

u P
U r 一

}
a
(
。 , v

)1
n云l

: : , : (。) }。 !}: : , 2 (

句
一

《爪 (3
.

1 )

111 1 S U P
‘〔 U r 一 (o } u C U t 一 咬0 }

}
a
(
“ , 口

) }

l
“I!: z , z 、。 )

l}
v !!: 2 , : 。。) > 刀: > 0 (3

.

2)

对任意
: = 1 , 2 ,

·

一致成立
.
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在我们考虑的问题中
,

a(
·

,
·

)是满足 (3
.

1) 式 的
,

但 (3
.

2) 式却需要验证
。

对此验证工作

我们将另文讨论
.

在本文我们总是假定逼近空间 诬U
,

}T 满足 (3
.

2 )式
.

如果在 (1
.

1 1) 中
,

我

们选择的基底为在 户
, 2

(口) 意义下的标准正交基
,

则月
,

的最小特征值之
,

满 足 inf 几
,

> o时
,

(3
.

2 )式成立
.

由L a x 一M ilg r a m 定理
‘“’,

条件(A )成立时 (1
.

。)及 (1
.

1 0)对 V f((尸
, 2
(口))

朴
总

有唯一解
.

定理1 假设条件(A )成立
,

则对任意 了以 L1 人口))气 (1
.

1 0) 的解
。 ,

收 敛于(1
.

3 )
尹

的解
“。,

即块 l
“。一“·

佃
, , (功一”等价于下面两个条件成立

:
.

z ) 对任意
u
(U

O,
lim

, 州
争 .

2 ) 如果
。r

(U
,

(: = i ,

in fl
。一 v l: s , , (。) = 0 ,

. 〔盯 r

,

⋯
,

)且
s u p l

v ,

l
: : , , (。) < oo

,

则当
r , co 时

,

有

T 。, 1

‘*
,

二卜J
。〔”

·* ·:
。
+ , ·

护〕‘咔。
,

T
。 , :

‘,
,

二 , 一

{
。〔”, , ·

,
。 + , ·‘

1

〕d“今。

T l , 1

(, ,

二 )一
I
。〔a

·
, · : + 。。:

。

: d“峥。
,

T ! , !
(, ,

二 )一

丁
。〔, , , ·

, + , ·
:
: 〕d“今。

T
: , 1

(, ,

二 )一

{
。〔”

· , ·
:
1 + , ·

:
1

〕‘兮。
,

T
: , :

(, ,

二 )一

丁
。〔”, , ·:

1
+ , ·

:
2 」d“今。

其中* 是 c丁(R
’

)中的任意函数
·

定理 1 完全类似于〔7 〕的结果
,

差别是我们引进了多套函数的概念
,

按【7 」的说法
,

当

{U
,

}满足条件l) 时称为具有逼近性
,

满足条件2) 时称为通过广义分片检验
.

在条件 (A )成立

的前提下
,

由定理 1 可知
,

要证 明多套函数有限元逼近解的收敛性只须证明{U
,

}具 有 逼 近

性且通过广义分片检验
.

下面给出 QF E 方 法 构造的逼近空间具有逼近性及通过广义分片检

验的条件
.

设。为在尸上的有界多边形域
,

{K
,

}了是。的三角形 (或矩形 ) 剖分族
,

满足条件 B1
,

BZ ,
B3

.

Bl
.

K (K
,

为闭集
,

叮= UK
,

(: = 1 , 2 ,
⋯ )

K 〔K r

B2
.

任意两个不同的单元K
,

K
‘

(K
, ,

K n K
‘

或是空集或是K 及K
/

的一条完整的公共

边
,

或是一个点 ,

B3
.

记 p K 是K 的最大内含圆直径
,

服是K 的外径
,

h
,

= s u p服 (
: =

K 〔‘丁

,

2
,
⋯ )

,

则存在

占> O使得勃
,

《P K
对任意K (K

,

(
: = 1 , 2 ,

⋯ )一致成立
,
而 1im h

,

= 0
.

在这样的假设下我们有

定理2. 设 q , r 》2为整数
.

若在QFE方法 中
,

N梦
,

N 罗均包 含尹卜
1

(K )
,

N 罗
,

N 毖
,

N 蟹均包 含尹卜
2
(K )

,

而且N r
,

N罗
,

N 10, N 扩
,

N 梦c 尹 , (K )
,

则存在常数
c > o 使 得不

等式
;
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1。
!

卜 (刀
, 。)

‘。

}若
, 。 + !a

, u 一 (H
二u
)
。‘
l乞

, 。
《

c {h篡
’

1
u
l拿

* 1 , 。 + h、
2

冗 }
u 一刀罗

“
I后

, 二

K 〔 K r

+ h;
’

E !
u 一汀

。二u
!
。 , 。‘ } (3

。

3 )
K 〔 K 丫

{a篡
二

卜 (刀
·“)

2。

l若
, 。 + }a岌

, u 一 (H
·“
)” l急

, 。 + la丢
, u 一 (汀

· u
)
。,

!合
, 。

、
·

{
“:

(

一 ,
·
‘, 一

, · + ”J
‘

乙 f
u 一 刀罗

。
l后

, 二 + h; 3

乙 }
u 一 H o x “

}忘
, 。x

K C K 丁 K ‘K r

+ 公
’ 二

K ‘ K 丁 (1爵
一““

·

1
“

, 。· +

言登
一 17 “二1

;
, 。二

)} (3
.

4 )

,,E 一 H 二 ,,1
2 , 2 (。 )

(
·

{
”愁‘

’ 一
” ,

·
,“一

, · + “石
‘ 二

艺 I卜刀10u 18,
二 + 公

,

艺 !
。

K a K 丁

一 H J
二 ,”

, J · + ”、
1 二

开
二

(⋯鑫
‘

一 H “
·

{
;

, J· +

1霏
一二 :

‘ ·

{
;

, 。二

)} (3
.

5 )

对V 叹H
r + ‘

(口) n H 后(口)
,

V 二一 1 , 2 ,

⋯
,

一致成立
.

其中 !
·

1
‘, 。 ,

!
·

1
: , 二分别是H

‘
(口)

,

H
‘
(K )上的S o b o le v

半范
,

卜}
。 , 。二 = 11

·

l
一

: 2 (。二 ) .

定理 2 实际上已经给出用 QFE 方法构造的逼近空间具是逼近性的 条 件
.

大 致
4

说 来
,

~
. , . ,

~
,

! 口u ~
,

1
.

! a u ~
.0

1
.

_
_ .

_

l“一 ” 艺 “ {
。, K , l“一’1 ”K u l。

, ‘K ,

」西万 一 J l 万K u

}
。 , 。二 + 1。万 一 了1 石K “

1
。 , 。二分另lJ足 O L” ; )

,

_ ‘ :
.

号
、 _ : : 蚤

、

、、
, 、 ,

* 口 :。 : 。、 , 需
、

、 二 ,

二 厅
. 。一 rT 二 二 , 胜二一

:、 , 、 *
:

, 浦 、
o( 岭 )

,

o( 护 )就可以满足逼近条件
.

而这只要刀瞥
。,

H 。
科为不 低于二次的插 值

2

多 项 式
,

刀轰
。 ,

刀乳
u
为 不 低于一次的插值多项式就能办到

.

严格地我们有如下推论
.

推论3. 设 q , rl , r Z , : 3 ,

r’
, r 。
均为不小于 2 的整数

,

如果在QFE方法中
,

有

1 ) N 梦
,

N 梦均包含少
·, 一 ,

(K )
,

N 梦
,

N 扮
,

N 罗均包 含尹
·1 一 2

(K )
,

且N梦
,

N毖
,

N 梦
,

N 梦
,

N 梦C 尹
。(K )

;

2 ) 刀罗
,

H 。K ,

刀言
K 分别是不低于

: 2 , : 3 , r ‘一 1阶多项式插值算子
,

且对 V 尸(尹
, :

(K )

‘

一
_ _

一 一
.

一
,

_
, _ _ L .

_ 一
,
_

,
.

, 、 ,

_
, _ ,

、 ,

_ 。 ~ a 一 _ ~
, 。 , 卜

有万罗p = 尸
,

v 尸(尹f3 (K )有11 ‘K尸 = 尸 }
。二 ,

v 尸(尹、 (K )有H 介尸= 命 尸 !“
;
若H 罗 (或

刀。二 ,

H g
K
)有I阶导数插值点则要求

r Z
(或

r 。, r 4

)》l+ i , {17 罗}
,

{17 。二}
,

{17 拿
K }均具有仿

射等价性 (见【8」)
.

3) 在aK 的每一边 F 上
,

H 晋
‘是用 r ; (> 1) 个法向导数插值 点

、 : 笠个法向导数的切向导

数插值点构造的
r 。一 1阶法向导数插值算子

,

这里
r 。一 , ; + r 曹

,

吐斗O时
r 6

》3 ; 插值点在 F 上

的相对位置不随F和 K 而变
.

则存在常数
c > 0 ,

使得

11E
u 一H

, 。
11
: 2 , : : 。 )

(
c

乙 h
, ‘

l
“
}

, , 十 1 , 。
(3

.

6 )
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对V u (H
f

(口)门H 落(口)
,

V 二 = 1 , 2 ,

这一推论说明
,

当其条件满足时
,

检验的条件
.

定理4
.

假设在QFE方法中
,

有

庆 王 鸣

⋯
,

一致成立
. , = m a x (

r ‘+ 1 )
.

‘

U
,

二刀
二

H 丢(口)具有逼近性
.

下面讨论通过广义分片

l) 对三角形 (或矩形 ) 剖分
,

N梦
,

N罗
,

N 罗
,

N 彭
,

N 罗均包 含尹
,

(K )(或 笑
,

(K ))
,

这里兄
:

(K )二 {尸}尸是戈
、

夕的次数不高于 1 的多项式 } ;

2) 当F 是不同的单元K
,

K
声

的一条共同边时
,

对 V 成 H 毛(口)有

p ‘,
1

(F )
,

{
, p d : 二

’

【尸
决 ,

H 。了 , “

一 H 轰
, 。

一刀言会
, 。

(3
。

7 )Sd

、

l
浏伽知

HIIH

a) 当F = K n 。口是K 的一条边时
,

对 V “
(H 洁(口)有

p 。, 1
(F )

,

}
, p “ 。

二“一}
, p H “

·“一 }
, p I7 “二d一 。

则U
,

= H
,

H 盖(口)通过广义分片检验
.

综合上面的讨论可以给出QFE方法收敛 的条件
.

定理 5
.

设口的剖分族 {K
,

} (三角形剖分 或 矩 形 剖 分) 满足 Bl
,

BZ ,
B 3 , 设 U

,

=

17
,

H 抓口) (
: = 1

,

2
,

⋯ )满足条件(A ); q ,
rl

, r Z ,
rs

,
r’为不小于 2 的整数

.

如果在QF E方

法中有
:

1) 对三角形 (或矩形) 剖分
,

N梦
,

N 梦
,

N 梦
,

N F
,

N 梦均包 含 尹
1

(K )(或 兄
,

(K ))
,

且N 梦
,

N 梦
,

N 瞥
,

N 瑟
,

N 梦c= 尹
。
(K ),

2) H 罗
,

几
二 ,

川
二分别是不低于rl

, r Z , r 3
一 1阶的多项式插值算子

,

对v p (尹
, l

(K )

一
。 。

。 n
、

。
,

~
, , ,

、 ,
_

~ 。 。
. 、

。
,

~
, 二 , 、 , _

a尸 {
、

_
。 _ 二

_

_ 二
,

有H 罗尸 = 尸
,

V 尸(尹
, 。

(K )有H o K尸 = 尸 }
。x ,

V 尸(尹
, .

(K )有 苍冬 1 = 刀乳尸
;
若 H 罗 (或『J

一 ‘ - 一

”
、 ‘

’

2 、

一
’ ‘J

一
’ - - 一

”“

”
一 、 ‘

’

3 、

一
产 ’J

口万 」。二 一
。五 一 ’

叫 一 么 “

~

汀。二 ,

刀穿
二
)有l阶导数插值点则

r ,
(或

r Z , r 3

)> l+ l ;

{刀罗}
,

笼万。二 }
,

{刀拿
‘ }均具有 仿 射 等

价性 ;

3 ) 在aK 的每一边 F 上
,

刀乳是用
: 汉) l) 个法向导数

、 r 竺个法向导数的切向导数插值

点构造的
r ‘一 1阶法向导数插值算子

,

这里
r ‘= r : + : 笠

, r公今 。时r’》 3 ;
插值点 在 尸 上的相对

位置不随F
,

K 变 ,

4 ) 当F是两个不同单元K
,

K
/

的公共边时
,

对V 成H 名(口)有

尸。,
:

(·)
,

I
, ·

[井篆]
J一J

, ·

〔竺芳凳
, ·

]
J·

当尸一 K 门”“是K 的一条边时
,

对‘
·
(H “(“,

,

‘尸‘, 1
‘F )

,

有
{

, 尸“ 。K ““S一

{
, 尸H 、

““

一

{
, 尸二 :

K “d ; 一 。
.

则当U
,

二 H
,

H 活(口) (
: = 1 , 2 ,

⋯ )时
,

(1
.

1 0) 的
“ ,

收敛于 (1
.

3 )
尹

的解
u 。.

容易验证
,

第二节中的五个例子均具有遏近性且通过广义分片检验
。

例如 9 参元
,

由于H 罗的构造只用切向导数和函数插值点
,

所以具有仿射等价性
,

而且
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显然有刀罗尸 = 尸
,
尸(尹

2

(K )
.

所以定理 5的 l) ~ 3) 满足
.

由于H 罗
“ ,

H 10,
“
在 F 上的值完全由节点 1

、

2的函数值
、

切 向导数值确定
,

所以

万
。

。 }
; = H

。二 , “
!
; ,

刀乳
。
I

,
= 一H g妥

I。
!

, .

再注 意K
,

K
‘

在边F 上

的外法向反向
,

所以有万轰
。
}

, = 一刀轰
, “
}
; ;
而当节点在a口时节点

参数均为零
,

所以 万
。
户 }

, = 刀拿户 }
, = H 轰川

, = o当F 一K n a口时
,

这说明定理 5 的条件4 )成立
.

因而 9 参元具有逼近性且通过广义分片

检验
。

四
、

主 要 结 果 的 证 明

本节我们证明第三节的结果
.

定理 1 的证明类似于【7 〕文的结果
.

其它结论的证明需要

如下几个引理
.

假定第三节中关于{K
,

}的假设成立
.

引理1 设 r > 1为整数
,

线性连续算子刀
K :

H
, + ’

(K ) ”H
价 (K ) (O< fn (

r 十 l) 满足

H K 尸== 尸
,

V 尸(尹
,

(K )
,

且 {刀朴具有仿射等价性
,

则存在常数
c > O使得

}
u 一 H 二“

I
: , 、
《

e h二
+ ‘一‘

l
。
}

, + 1 , 二
(o《l( 二) (4

.

1 )

l
。一刀 x 。

l
。 , 。二

(
c h军

+

告l
u
j

, + , , x
(4

.

2 )

l a 二

(卜刀
二u
) }

。 , 。二 + la
,
(
u 一刀‘。

) 1
。 , 。x

(
c人

·

;丢1
u
l

, + 1 , 二
(4

.

3 )

对 V 成H
, 斗 ‘

(K )
,

V K (K
,

(
: = 1 , 2 ,

⋯ )一致成立
.

特别地 令万
K 二尸萝

:

尸 (K ) , 尹
,

(K )

是正交投影算子
,

则 (4
.

1) ~ (4
.

3 )成立
。

引理2
.

设
r
> 1为整数

,

下面两个结论成立
.

l) 如果线性连续算子万
。K :

H
, + ‘

(K )”尸(口K )满足 V 尸(尹
,

(K )
,

H
。K 尸二 尸l

。K ,

且

{11 。
对具有仿射等价性

,

则存在常数
c > o使得

l
。一刀 。二u

l
。 , 。二

《
ch忿

+

蚤l
。
}

, + : , 二
(4

.

4 )

对V 峡万
’ + ‘

(K )
,

V K (K
,

(
T = 1 , 2 ,

⋯ )一致成立
.

- · -

一
, - -

一
- - - · ,

一 “
.

- -

一
_

一
, _ , ‘

_
。 _ a尸 {

“) 如果线性连续算子侧
二 :

H
’ ‘ ’

(K )”Lz(
”
K) 满足 v 尸(叭(K )

,

刀介尸一 云引
。二 ,

{汀九}具有仿射等价性
,

则存在常数
。> 0使得

雪芸
一二 :

二 ·

{
。 , 。二

、
·

“ !
·
卜一 (4

.

5 )

对V “
(万

, + ‘

(K )
,

V K (K
,

(
: 二 1 , 2 ,

⋯ )一致成立
.

艾
月

友
爹

引理 3
。

对任意整数q ,

存在勺> 0使得

m x a
}P (二)1(

c o h石’!P }
。 , 二 (4

.

6 )

}P }
: 十 : , 二

《c o h于工}P }
. , x

(t (4
.
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对V 尸(尹
。
(K )

,

V K (K
,

(
r 二 1

,

2
,

⋯ )
,

一致成立
.



张 鸿 庆 王 鸣

引理 1
、

2可 以利用 B r a m bl * H ilb er t引理
〔“’及仿射变换的技巧

〔8 ’
得到

,

而引理 3 可 以利

用有限维空间各范数等价及仿射变换的技巧得到
.

定理 2 的证明
:

记 。二尸知
,

则

}
u二 一 (汀

, u
)
’“

!
。 , 二

( }
u 二一 。

二

l
。 , 二 + l。

二
一 (厅

, 。
)
’“

!
。 , 、

利 用引理 1 ,

注意(11 声)
‘。

}
K = H 梦

u ,

有

l
。二一 (H

, 。
)
‘”
1
。 , 二
成

c h下!
。
1

, 十 : , 二 + 1。
二
一刀梦

u
}
。, 二

(4
.

8 )

而利用(2
.

6) 式
, 。二 一刀r

“
(N 梦及(2

.

1) 式有

一。
二
一二r

。
10

.

二一
{

_

(。
二
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。
)(。

二
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。
)J。
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一
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·
)(。一H 。
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·
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·
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·
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二
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。
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I
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二
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u
l
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u
l
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《
。
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。
f
。 , 二〔,万告l。一刀

。二。
I
。 , 。二+ *;

,

一。一刀罗
。
!
。 , 二〕

这里我们利用了引理 3 ,

再利用引理1
、

(4
.

5) 式及

l。一H 。二u
!
。 , 。二
《 1。一

u
!
。, 。二 + !卜H 。二 u
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u
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《
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。
一
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1

一
。一刀罗

。
一
。 , 二 + *万蚤一

。一汀。x 。
!
。 , 二 }

类似地可得

!
。, 一 (刀

, 。
)
。‘

}
。 , 二

《
e {* ; r

。
1

, 十 , , 二 + *、
‘

}
。一刀梦

。
一
。 , 二 + *万告一

。一刀 。二。
!
。 , 二}

注意到

l
u

一 (H
·“)

’。

l忿
, 。 + }

u

广 (刀
· u
)
。‘

}合
, 。 == 乙 [ l

u 二一 (万
, u
)
‘。

}急
, 二 + l

u ,
一 (刀

了

刃
。’

1苦
, ‘ ]

于是得到 (3
.

3) 式
.

类似地可以得到 (3
.

4) 式
.

(3
.

5 )不过是 (3
.

3)
、

(3
.

4) 的推论
.

定理 2 得证
.

推论 3 的证明
:

由定理 2 及引理 1
、

2 ,

我们只须证明对aK 的每一边 F
,

有与 K
、

F 无

关的常数
c > O使得

! a竺
1 aN

对 V “
(H

r s + ’(K )成立
.

一刀曹
K 。

f s一
蚤

。 , ,
簇

C h
·

1
u
l
·。 十 、 , 二

(4
.

9 )

对固定的 K (K
,

的每一边F
,

定义线性连续算子刀 ;
K :

H : (K )、尸 (口K )满足刀护在 F

上为取F 上法向导数插值点
、

法向导数的切向导数插值点分别为函数插值点
、

切向导数插值

点的
, 。一 1 阶函数插值多项式算子

,

而H ;
K

么}
。二 _ , 一 。

!
。二 _ , ,

v 。
(H

f 。
(K )

,

显 然
,

v 尸(

叭
。一 1

(K )
,

衅, = 尸阮
,

由于 11 护只用函数及切 向导数插值点
,

所 以{H ;
了}具有仿 射等

价性
,

因而存在常数
c > O使
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l。一刀 ;
K o l
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《

eh
· 5一告}。 1

, 。 , 、

(4
.

1 0 )

对 V F 〔aK
,

K (K
,

(: = 1
,

2
,

⋯ )
,

及。(H
’ 5 (K )一致成立

.

特别地取 。 -

的外法向方向
,

就得 (4
.

的式
.

推论 3 得证
.

a “

口N
夕 N ; 是 F

定理 4 的 证明
:
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,

H 丢(口)(
: = i

,

2
,

⋯)
, s u p llv

,

11: 2 , 2 ‘。 ) < 。
, 甲(C节(R

”

)
,

为得

定理 4 的结论要证明

1im T
‘, ,

(甲
, v ,

) = 0 (i= 0
,

i
,
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,
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.
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的原 象
:

H
, “ ,

= v , ,
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,
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,
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,
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.
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将上式代入 (4
.

17 )
,

利用Sch w ar z
不等式及引理 1 可得 (4

.

1 5 )
.

结论成立
.

定理 4 得证
.

至于定理 5 完全是前几个结论的推论
.

至此
,

主要结果证毕
.

鸣

由于 li m h
,

~ O ,

所以定理 4
节 一> .

最后我们对唐立 民教授的热情支持和鼓励表示谢意
。

[ 11

参 考 文 献

Z h a n g H o n g 一q in g
,

T he g e n e ra liz e d p a te h t e s t a n d g 一p a r a m e t e r q u a s i一e o n fo r m in g

e le m e n t
,

P ro
ee o d in g s o f s‘抢。一F r a n e e S 夕m P o s i”阴 o n F in ite E le川 e n才 M e th o dS

,

E d it e d

b y F e n g K a n g a n d J
.

L
.

L io n s
,

S e ie n e e p r e s s
,

G o r do n a n d B r e a eh
,

S e ie n e e Pu b lish e rs ,

(198 3)
,

5 66一 58 3
.

张鸿庆
,

多套函数广义分片检验与12 参数拟协调元
,

大连工学院学报
,

21
,

3(19 82 )
,

11 一19
.

唐立民
、

陈万吉
、

刘迎曦
,

有限元分析中的拟协调元
,

大连工学院学报
,

19
,

2 (1马的)
,

19 一3 5
.

蒋和洋
,

用拟协调元法推导高精度三角形板弯曲单元
,

大连工 学 院 学 报
,

20
,

增 刊 2 (19 8 1)
,

2 1一2 8
.

钱伟长
,

《变分法与有限元》
,

上册
.

科学出版社
.

(198的
.

O d e n ,

J
.

T
.

a n d J
.

N
.

R e dd y
. ,

A ” I n tro d u e t fo n 才。 才h e M
a the 川a tie a l T h e o r g o f F fn ite

E le o e n ts
,

W ile y一In t e rs e ie n e e ,

N e , Y o r k
,

(197 6)
.

S tu m m e l
,

F
. ,

T h e g e n e r a liz e d p a te h te s t
,

S I A M J
.

N o n
.

A n a l
. ,

16 (1 97 6)
,

4 4 9一4 vl
.

C ia r le t
,

P
.

C
. ,

T h e F ‘n i te E le阴 e n t M
e th o d fo r E llfP才ie Pro b le协s ,

N o r th一H o lla n d
.

A m s t e rd a m
,

N ew Y o r k
,

O 二 fo r d (lsvs)
.

,门曰二JlesJq‘,dJ任
尸IJFLL.J

[ 5 ]

[ 6〕

[ 7〕

〔8〕

Fin ite E le m e n t APpro x im a tio n s w ith Mu ltiPIe Sets o f

F u n c tio n s a n d Q u a si
一

C o n fo rm in g E le m e n ts fo r

P1a te B e n d in g Pr o ble m s

Z h a n g H o n g 一 q in g

(D
e 夕a rto e o t o f A 夕户I‘e d M

a the m a tie s ,

W
a n g M in g

D a l‘a n I n s ti to te o f T e e hn o lo 夕g )

Abs t ra e t

C o n tin u in g pa p e r s [ 1]
,

[ 2〕
,

w e tr y to e s ta b lis h he r e th e m a th e m a tie a l fo u n da t io n

o f q u a s i一e o n fo r m in g e le m e n ts s u g g e s t e d b y P r o f
.

T a n g L im in a n d his e o lle a g u e s fo r p la t e

b e n d in g p r o b le m s [3 , 4〕
.

T he m a in th e m e u s e d in this p a p e r 15 th e fin it e e le m e n t a p p ro
·

x im a t io n s w ith m u lt ip le s e ts o f fu n e t io n s
.


