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摘 要

本文利用匹配法和配置法求出了粘性流体从半无穷平面到半无穷长圆管的 Stok es 流动的无穷

级数形式的解
.

结果表明
,

经过圆柱半径的一半路程之后
,

速度剖面和Po iseu il le 剖面只差 1呱
.

初

始段长度比 D a

ga n 的有限长圆管情形显著缩短
,

在孔 口外的半无穷空间内
,

孔口右边的边界只对

孔口附近一倍管径的 区域有强烈影响
.

在此 以外的区域内几乎没有影响
.

此外
,

本 文还对压力和

流量的关系进行了研究
.

一
、

引 言

最近
,

D ag
a n , ” 等人成功地利用匹配法处理了粘性流体经过有限长小孔的S tok

es
流动

.

将一个复杂的流场分解为两个简单的流动区域
,

在每一个简单的流动区域 内都找出合适的级

数展式
,

然后让这两组解在交接面上满足运动学和动力学匹配条件
,

由此确定出级数展式中

的待定系数
。

D ag
a n 的解对于了解生物膜和人造膜的输运及渗滤过程很有帮助

,

对于了解毛

细血管中的 F a h rae 二 效应也有一定的参考价值
.

但是
,

由于在低雷诺数流动中
,

有限长圆

管和无限长圆管的解在数量上存在着显著的差 别 (参看吴望一和Ska lak
『2 ’
)

,

因此要确切地

了解比半径长得多的毛细血管内的流动特性
,

应该研究半无穷空间经过小孔到半无穷圆管的

Sto kes 流
.

本文在文献【1 〕
,

〔2 〕的基础上
,

应用文〔1 〕中发展起来的匹配法求得了上述问

题的解
.

结果表明
,

和入口流间题一样
,

入 口段的长度比有限长圆管情形显著地缩短
.

应该

指出
,

在处理的技巧上
,

本文和文【1 〕略有不同
.

D ag
a n 等人在交接面满足的条件中利用了

反演法
,

而在本文中则利用配置法
.

由于在不少较复杂的问题中不能得到反演后的分析表达

式
,

因此使用配置法解方程组具有更大的适用范围
.

二
、

数 学 提 法

考虑粘性流体自半无穷空间通过小孔流入半无穷长圆管的低雷诺数运动
.

利用轴对称运
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动的流函数
,

并引进 a,
拼U

佗一 J

,

U 扩 为长度
,

速 度
,

压

力和流函数的特征值
,

则无量纲流函数满足下列方程

D
Z

(D
Z

沪)二 0 (2
.

2 )

其中
a
为圆柱的半径

,

U 是圆管内的平均流速
, 拼为 流体

的动力学粘性系数
,

D Z 是推广轴对称st
o k es 算 子

,

它在

图 1 所示的柱坐标系中具有以下表达式

D
:
二

_ _

_
_

丫
1 口

.

口2

一 尺 a尺 十石
: “

图 1 从半无穷平面到半无穷长圆

管的st ok es 流动的几何图形

劝与无量纲轴向速度vz
,

无量纲径向速度枷

力P之间的关系为

(2
.

2 )

以及无量纲压

(2
.

3 )
功之a口lR

一一一刀
V即叔1R

一一

口P

口R

1 口

R 口z
(D

Z

劝)
,

口P

口之

1 口

一R 口R
(D

Z

功) (2
.

4 )

将整个流场划分为两个区域
:

小孔外的半无穷空间 I 和小孔内被半无穷长圆管所包围的区域

和 I
。

Pa r m e t 和 S e ibe l〔
“’
给出了区域 I内的解

,

其形式为

, !
(R

, ·

卜丁:
R J I
‘。R )〔A (。卜

·B ‘。 , 」一
“
d 。 ‘

·簇0 ,
(2

.

5 )

其中Jl 为
t

一阶 B es sel 函数
,
A (。 )

,

B (。)是待定的函数
.

利用 (2
.

3) 式及 (2
.

4) 式
,

区域

内的速度及压力表达式为
:

·
; (R

, ·
)一

{;
。J

。

‘口R , 〔“(。 , +
·B (。, 〕二

‘
d。

·
, (R

, · )
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。J
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(。R )B (。 )一 d 。
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.

6 a )

(2
.

6 b )

(2
.

6 c )

其中P
一 。是负无穷远处的压力

.

引进

F 苦 (0
, :
)= 「A (。 ) +

: B (。 )」
e “ ’

G 关
(。

, 之
) =

-

〔。A (。) + (1 + 。
: )B (。)〕

e “ ’

(2
.

7 a )

(2
.

7b )

于是A (。 )和B (。)可通过F 关 (。
,

o)
, .

G
苦

(。
,

0 )表出
,

它们之间的关系为
:

A (0 ) = F 补
(。

, o)
,

B (。)二。 [G
关 (。

, 0 )一F
芳
(。

,

o) ]

利用 (2
.

7 )式可得到F
关(。

, z
)

,

G 釜(。
, z )与F 关

(。
, 0 )

,

G 关
(。

, 0 )之间的关系
:

F 釜
(。

, z
) = 笼F

签
(。

, o) + 。
z 〔G

汁

(。
, o)一F 苦

(。
,

o )」}e
‘ “

G 肠
(。

, z
)= {一。z F 关

(。
,

o) + (i + 。
z
)G

补
(。

,

o) }
e “ ‘

将(2
.

5)
,

(2
.

6 )式 中的A (。)
,
B (。 )用F 气 G 并代替

,

我们有
:

(2
‘

8 )

(2
.

g a )

(2
.

g b )
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设孔 口截面上的速度为

11

(2
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1 0 b )
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.

1 0 e )
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1 0 d )

v
要(R

,

o)二f(R )/ R = 乙
a ,

J
。

(壳
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尸) (2

.

1 1 a )

v
姜(R

,

o )= 一夕(R )/ R = 一 乙 b
o

J I
(。

。

R ) (2
.

1 1 b )

其中f(R )
, g (R )为待求的函数

,

k
, , g

。

是零阶和一阶B e ss e l函数的
n 级零点

. a , ,

b
。

是f (R )
,

g (R )的B
e s s el展式中的待定系数

.

现在F 关
(。

,

o )
,

G 关(。
,

o)可通过 f(R )
, g (R )或

a 。 ,
b
。

表

出
。

为此令 (2
.

6 a)
,

(2
.

6 b) 满足
之 = 0上的下列边界条件

“
‘(“

,

“, 一{ (2
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1 2 a )

·
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,

”, 一{

0

f(R )/R

0

一 g (R )/ R
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由此得
:
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一
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将上述 H a n
ke l变换反演之

,

并考虑到 (2
.

1 1a) 及 (2
.

l lb )式我们有
:
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.

13 )式代入 (2
.

9 )式及(2
.

1 0) 式中去
,

经过整理后得
:

v
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.
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b
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区域 I内的解已由吴望一及S k al
a k 〔2 ’给出

,

它们是
:
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其中Pc 是参考压力
,

而
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。
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。
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。
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。
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;
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(2. 14 )式和 (2
.

1 6) 中有四套系数‘
,

纵
,
E 功

,

E
Z 。 ,

需要补充四组方程
,

它们 由区域 I

内的解和区域 I 内的解在孔 口满足运动学和动力学匹配条件给出
.

运动学匹配等价于 (2
.

1 6 a) 及(2
.

1 6b) 满足边界条件
。
若(R

,

0 )= f(R )/ R
, v
要(R

,

0 )= g (R )/ R (0< R < i )

由此推出
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R )二 o

动力学匹配要求满足

:

石 = :
.’,

其中 T ‘,
为应力张量

,
D ag en 等人在文 [

P ’= P互 (0 < R < 1 , : 二 0 )
,

(z = 0 , 0 < R < 1 ) (2
.

2 0 )

1 〕中已证明满足 (2
.

2 0) 等价于满足下列两个式子

考虑到 (2
.

1 4 d )及 (2
.

1 6 d )
,

并满足 (2
.

2 1 )后
,

口P l

一 a z
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.

2 1 )
P址
、卜Ja口砚

弓
E
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。

N 盖
5 ,
(R

,

o)= s

(2
.

2 2 b )

其中 △歹二 P
一 。一P

。 .

由于表达式 (2
.

22 )中的无穷积分在R = 1 时发散
,

为了消除此奇性
,

我们按照 D a
ga

n 的

方法
,

将 (2
.

2 2) 式对半径为R 的圆进行平均
,

(2
.

2 2a) 平均一次
,

(2
.

2 2 b) 平 均 二 次
,

于是

得
:
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这里
,

H
,

是 v
阶 S tr u v e 函数

,

公式 (2
.

2 4 e )~ (2
.

2 4h )的推导见附录
.

(2
.

2 3) 式表示力及其梯度在交接面上匹配以代替压力及压力梯度的匹配
.

方程(2
.

2 2 a )(2
.

2 2b )及 (2
.

2 3 a )(2
.

2 3 b )组成 T 确定E
: , ,

E
: , , a , ,

b
,

的方程组
.

这是一

个无限阶的线性代数方程组
,

我们采用配置法求它的解
.

将级数(2
.

1 4) 及(2
.

16 )在
n
项的地

方截断
,

然后在孔 口截面上适当地选取
。 + 1个点 (包括 R = 0 )

,

令方程组 (2
.

19 )
,

(2
.

2 5) 在

这
。 + 1个点上满足

.

由于 R 二 。上有三个方程自动满足
,

因此将得到4 n + 1 个方程确定 4n + 1

个未知系数 E
l , ,

E ,
,

‘
,

b
。

及 △歹
.

解出这组线性代数方程组后代入 (2
.

1 4 )及 (2
.

16 )就得

到区域 工和区域 I内的
n
阶近似解

.

显然
,

如果解是收敛的
,

则增加截断级数的项数和配置

点的个数
,

可以改善解的精度
.

三
、

数 值 结 果

一
一 尹、一 P (O

,

0)

一-
引:

(0
,

0 )

衬
】1 13

N 取不同值时。二

(O
,

O)及P
一 。。

一P(0
,

O)的收敛性试验

首先检验配置法的收敛性
.

在孔口截 面上取 等 距 的

n + 1个点 (包括 R = 0 ,

但不包括 R = 1 )
.

比较不同
。 时

,

孔 口截面中心线上的 轴 向 速 度
, 。 :

(0
,

0) 和 压 力 P
一 。一

P( 0 ,

0) 结果表示在图 2 上
.

可以看出
,

配置法具有很好的

收敛性
.

从
, = 9 到

n = 1 1
,

相对误差分别为 0
.

56 肠及1肠 :

因此一般说来取
n = 9就可以得到相当精度的结果

.

其次计算速度分布
,

流函数和压力分布
.

取
。= 9

.

将

1 中的正方形 区 域 0(
: 《 1 , 0( R ( 1和 I中的正方形区

域一 2
.

5《
z
( 0 , o《R 《 2

.

5都划分成 lo x 10 的等距网格
.

利 用咚
.

14 )式及 (2
.

1 6) 式计算了节点上的物理量
.

表 1 和

表 2 列出了区域 I和区域 I 内的计算结果
.

不同截面上的

P一一

⋯
丫l、eseseswe百r
l
lllsesel卜les‘Ieeee,、十j
weee
.

,‘P建目习
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速度分布和压力分布表示在图3 , 4和 6 中
.

图 5 画出了流线图
.

流线是利用节点上的流函数

值通过插值的方法求出的
.

可以看 出
,

在区域 I中
,

解很快地趋 于 Poi s e时n e
剖 面

.

当: ~

0
.

5 ,

即从孔 口向下游方向走过圆管半径一半的距离后
,

轴向速度和 Poi s eu ille 剖 面 只相差

1肠左右
.

按照初始段长度的定义
, 。

.

5就是初始段长度
.

和 D ag
a n
等人的有限长圆管的结果

相比较 (2 = 0
.

5时相差 1
.

5肠)
,

初始段长度显著地缩短
,

这和文【2 〕的结果是一致的
.

我们将区域 I内的计算结果和S a m Ps
o n 〔‘’的准确解 (通过平面上一圆形孔 口的S to ke

s流

动) 进行了详细的比较
.

结果表示在图 7 , 8 , 9 ,

10 上
.

这些图形清楚地说明
,

不管是速度

分布
,

流函数还是压力分布
,

离孔 口一倍管径以外的地方
,

本文的结果已和S a m p s o n 的结果

基本上相等
,

说明孔口右边的边界 (垂直壁面或者是圆管壁面) 离孔口一倍管径以外的地方

几乎没有什么影响
.

它的影响集中在孔口附近一倍管径的区域内
.

此时两者的结果有显著的

差别
。

耳
.

‘
.扩卜

、、\\\ 、、、、、、

\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\

丁!
!

卜||||卜土--0.50

一

|叶|11||||||叶!l||||||

2
.

0 0 一 1
.

5 0

图 3

一 1
。

00 0 0
.

20 0
.

40 0
.

60

不同横截面上的v 二

剖面

一各勺 一 1
.

5 一 1
.

0

图4

0
.

2 0
。

4 0
.

6

不同横截面上的。左剖面
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p 二 0

. 0

图 5 流线图

, 一夕~ (刁吼外)

p 唯
. + s x (刁讯泊 )

�|||l
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.

一 2
.

5 一 2
.

0 一 1
.

5 一 0
.
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.

6

图 6 横截面上的压力剖面

—
S a m 脚泊n

文本

、t了声
5onU

00.
里二

X匀0.

2 二 O

互验

: 二 0
.

5

z = l
。

0

0
。

5

艺 二 2
。

0

0

一
-

—一
-

一一一 i了污一
一一

—
一

一万布 1
。

5 2
.

0

图 7 本文的 。 ,

和 s a m p so n
的

。 二

的比较



吴 望 一 R
.

斯加拉克

图 8 本文的 。R 和 Sa m ps o n 的 ”R 的比较

砂= 0
.

5

砂= 0
.

4 22
—

S a m 娜。n

O 本文

%曦级

一 2
.

0

图 9 本文的流线图和 Sa m ps o n 的流线图的比较

从一 co 远处到孔 口的压力降落可以通过体积流量Q表出
,

它的表达式为

, 二。 一 , 产
(。

,
。)一 e

平 (3
.

1 )

其中带
“ ‘ ”

的都是有量纲量
,

P’ (O
,

0) 为孔口处中心轴线上的压力
,

C为比例常数
.

化成无量

纲形式则为
:

P
一 二一 P(0

, 0 )= C二 (3
.

2 )

S a m p s o n
得ylJ C = 1

.

5 ,

于是 P
-

一 P(o
, o )= 4

.

7 1 2
.

我们的结果为 P
一 co 一P(o

, 0 ) = 4
.

9 5 8(参

看表 1)
,

如果将 P(o
,

0) 换成孔口处的平均压力
,

则S a m Ps
o n 的结果为 4

.

7 12
,

而我们的结

果为4
.

7 5左右
.

说明孔口接无穷长圆管比孔 口接半无穷空间
,

能量损失稍大些
.

在孔口内的区域 1 中
,

压力降落的主要部分 8 二是 Poi s
eu ill e

流动引起的
.

初始段中压力

降落和8z 的偏离只占8 : 的很小一部分
.

例如
,

当R 从 0 变到 1 时
,
Poi s

eu il le 压力降落为8 ,

而初始段平均压力偏离部分只有0
.

30 左右
,

只 占Poi
s
eu il le压力降落的 3

.

75 肠
.

无量纲形式
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只. 一 夕

Sa m p 引 , n

黔 { 飞本文

Z 二 Z
。

O 声

一。0.

z 二 2
.

0

/

卜惫一一4 一
图 10 本文的压力分布和 Sa m ps o n 的结果的比较

压力降从一 co 到任一
: 值的结果可归纳为下式

:

P
一。 一P(0

, z
)= 5

.

0 + 5 2 (z > 0
.

5 ) (3
.

3 )

当: > 。
.

5时
,

方程臼
.

3) 的精度在 0
.

5肠以内
,
D ag

a n
等人

’‘’
对穿过有限长小孔的压力隆给出

过类似的公式
,

但是 (3
.

3) 中的常数被 1
.

5二二 4
.

7 12 所替代
.

这是 S a m p s o n
关于长度为零的小

孔的结果
,

对任意有限长的小孔其精度在 1肠以内
.

附 录

本附录详细地描述如何用分析方法求(2
.

24 e )~ (2
.

24 h)中的无穷积分的值
.

根据E r d e lyi〔5 3等人和O b e r h e ttin g e r 仁‘J的结果我们有
:

l厂可嘿穿
,

一 d 。

一 飞
, ·(*

·* ) , . (、
。

) (。< * 、 1)

l厂
。工‘裂穿些

一d 。

一毛
2 1

(、
·R ) :一(、

。

) (。< * 、, )

(厂糕漂
, ‘。一

今 H 一 (。、
, :

卜卜争
, ,

(。。
,

)

\0co么驾扣
。一 二

号
一二 。(、n)

犷梦皱卜
。

一 毛蛛
!

二。(*
, 。)

其中H
,

是
,

阶
s t r u v e 函数

.

Y
,

是 v 阶第二类 B es sel 函数
,

b 是参数
.

考虑到 (A
.

l)
,

(A
.

2)及(A
.

4)
,

不难推出

N 留
, (R )一。

· J · (。
·

)
}厂

。:

兰
、;

一

‘1

(。,‘
1

(。 R , d ·

一号
一、·J . (。

·

)
/ ‘ :
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·

)‘
:

(、
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· ‘“,
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.
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(A
.

2 )

(A
.

3)

(A
.
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(A
.
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表 1 区 域 五 内 的 流 场

{l

二一0
.

0

1
.

7 90 6

1
.

7 7 6 2

1
.

7 3 3 9

1
.

6 6 2 4

1
.

5 6 1 8

1
.

4 2 9 5

1
.

2 6 5 1

1
.

0 6 1 1

0
.

8 1石2
0

.

4 7 61

一 0
.

1
.

8 5 9 5

.

4 0 8 7

2 = 0
.

2
1

.

牙11 2

1
.

8 9 5 0

1
.

8 4 6 1
1

.

7 6 3 7

1
.

6 4 6 3

1
.

4 9 1 4

1
.

2 94 8

1
.

0 4 9 9
0

.

7 4 7 9

0
.

3 8 8 0

之 ~ 0
.

3

1
.

9 4 7 5

1
.

9 30 2

1
.

8 7 80
1

.

7 90 1

1
.

6 649

1
.

4 998
1

。

2 917

1
,

0 36 3

0
.

7 3 1 4

0
.

3 8 17

z 二 0 4

1
.

9 7 14

1
.

9 53 1

1
.

8 98 2
1

.

8 0 5 7

1
.

6 7 4 4

1
.

6 0 2 3

1
.

2 8 74

1
.

0 2 7 9
0

.

7 2飞0
0

.

3 7 95

2 = 0
.

5

1
.

9 8 6 0

1
.

9 6了1

1
.

9 10 0
1

.

8 14 3

1
.

6 7 88

1
.

5 0 2 5

1
.

2 8 4 2

1
.

0 2 3 3
0

.

7 2 0 8

0
.

3 7 8 8

孟‘O甘no丹nnonll�.no�只2298招70906480
OUt‘叮丹已n�J叹,‘一“一�百

211
孟
l
门1,LI,人rn甘ntl

nn��“�n“n一n�六“�nll�11n�Un“�,几n‘介JJ性�勺几Ot‘OUO口

R0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.

口R

之一 0
.

0

0
.

0 0 0 0

一 0
.

0 3 8 7
一 0

.

0 7 6 1

一 0
.

1 1 0 6

一 0
.

14 0 9

一 0
.

16 4 6

一 0
.

1 7 9 9

一 0
.

1 8 1 8
一 0

.

1 6 69
一 0

.

1 0 90

z 一 0
.

1

0
.

00 0 0

一 0
.

0 2 9 8
一 0

.

0 5 80

一 0
.

0 82 9

一 0
.

1 02 4

一 0
.

1 1 4 1

一 0
.

1 1 4 7

一 0
.

0 9 9 8
一 0

.

062 7

一 0
。

0 12 5

之一 0
.

2

0
.

0 0 0 0

z 一 0
.

3

0
.

0 0 0 0

一 0
.

0 14 5

一 0
.

0 2 7 4
一 0

.

0 3 7 3

一 0
.

0 4 2 6

一 0
.

0 4 2 1

一 0
.

0 3 5 0

一 0
.

0 2 2 5
一 0

.

0 0 8 8

一 0
.

00 0 9

2 ~ 0
.

4

0
.

0 0 0 0

一 0
.

0 0 9 1
一 0

.

0 1 7 0

一 0
.

0 2 2 5

一 0
.

0 2 4 7

一 0
.

0 2 3 0

一 0
.

0 1 7 6

一 D
.

0 1 0 1
一 0

.

0 0 3 4

一 0
.

00 0 2

之 = 0
.

5

0
.

0 00 0

一 0
.

0 0 5 3
一 0

.

0 0 9 8

一 0
.

0 12 7

一 0
.

0 1 3 4

一 0
.

0 1 1 7

一 0
.

00 8 3

一 0
.

0 0 4 2
一 0

.

0 0 1 1

0
。

0 00 0

几UnonD丹I)nUtlUq丹O九0,l门11渡OCO‘一匕R甘,‘几‘,‘通�民U八Dt‘九nJ性,�nn UUCUn”�n盯一“甘nn�nUnUnll
...

⋯⋯
n“nnllUnllCUnlj�11�一“一翻U

一一一一一一一一一

nUnllnll�nUnUnllnll�九nU仙八Un目Jl勺‘nOJ性民U介D工Jn6o甘
R0.0.0.氏0.0.0.0.D.0.

R

z 一 0
.

。

⋯
二一 。

.

1

0
.

0 0 0 0 0
.

ODDO

0
.

0 0 8 9 一 0
.

0 0 9 2

0
.

0 3 5 2 0
.

0 3 6 5

0
,

0 7了7 一 0
.

0 8 D6

0
.

13 4 1
.

0
.

13 8 9
0

.

2 0 1 4 0
.

2 0 8 4

0
·

2了6 5 一 0
.

2 8 4 3
0

.

3 6 1 2 0
.

3 6 0 9

0
.

4 2 1 6 0
.

4 3 0 3

0
.

4 7了3 0 4 8 1 2

之 = 0
.

2

0 一0 0 0
0

.

0 D9 5

0
.

0 3 7 5

0
.

0 8 2了

0
.

1 4 2 3
0

.

2 13 0

0
.

2 89 6

0
.

3 6 5 9

0
.

4 3 3 5

0
.

4 8 1 8

z ~ 0
.

3

0
.

0 00 0

D
.

0 0 96
0

.

0 38 2

D
.

0 8 4 1

0
.

1 4 45

0
.

2 1 58
0

.

2马2 6

0
.

3 6 83

0
.

4 3 46

0
.

4 8 19

之一 0
.

4

0
.

6 0 0 0
0

.

0 0 9 8

0
.

0 3 8 6

0
.

0 8 5 0

0
.

14 5 9

0
.

2 17 4
0

.

2 9 4 1

0
.

3 6 9 4

0
.

4 3 5 1

0
.

4 8 2 0

z = 0
.

5

0
.

0 0 0 0

0
.

0 0 9 8
0

.

0 3 8 9

0
.

0 8 5 5

0
.

14 6 6
0

。

2 1 8 2

0
.

2 9 4 8

0
.

3 6 9 9

0
.

4 3 5 3

0
.

4 e 2 0

一⋯
nUon�nUn�11�nll一nll�nnU八“沼人,曰,UJ怪�勺内n�一‘QUO甘

....

⋯⋯
nnllUnllnUn曰lln一llnll八Unll
�

之 二

一 4
一 4

0
.

5
9 8 4

9 8 5
J口........叭

晰
牡r阳.-月‘‘勺�H�UQUnll�,1钻O臼nnU.

⋯
飞J叹��Ul卜甘一 4 9 8

一 4

一 6

5
·

0 4 2 1
5

.

。了3 1
5

.

1 0 6 !
6

.

1 2 0
.

}

孟�J,月任J性OU的J八11�
J.上OUQ甘n几

-八O内O丹D几匕一了O助,‘丹n价乙一f

n”0.0即0.0甘O甘O即n爪”“�,‘Jr二
一一4.4.4.4.5.4.4.5.乐5.之一一一一一一一一一一

心d比O泣二n翻
‘4,自,曰.0odC乙通‘

-

通�通几nJnJ勺U通‘片‘J性�勺几O
nU0.0臼n刃Od0UO甘O八口UJgi曰

一一4.4.4.4.生4.5.4.丘5.之一一一一一一一�一一.’1433611巧25743048此肠nUO公0.0。n乃R�门‘�‘�‘Otl片‘一一4.4.生4.4.4.玄4.4.5.z一一一一一一一一一一
之一 0

.

0

一 4
.

9 5 8

一 4
.

9 8 4

一 4
.

9 2 2
一 4

.

8 9 2

一 4
,

7 7 0

一 4
.

7 0 8

一 4
.

4 9 6

一 4
.

4 6 4

一 4
.

0 0 2
一 6

.

3 8 3

之一 0
.

2
一 4

.

93 5

一 4
.

9 3 1

一 4
.

9 1 8

一 4
.

90 0

一4
.

8 8 0
一 4

.

86 9

一 4
.

8 8 4

一 4
.

9 5 9

一 5
.

14 3

一 5
.

42 3

R0.0.0.0.D.0.0.0.0.0.



半无穷平面到半无穷长圆管的低雷诺数流动 21

表 2 区 域 I 内 的 流 场

11

⋯
11
."⋯:
!

⋯
!.
!!
!!
l召仇�11

之= 一 0
.

5 0

1
.

2 5 1 9

1
.

18 4 8

0
.

9 8 5 6

0
.

6 7 3 5

0
.

3 4 0下
0

.

1 3 3 3

0
.

0 5 0 8

0
.

0 2 16
0

.

0 1 0 1

0
.

0 0 5 9

0
.

0 0 0 8

2 - 一 1
.

0 0

0
.

7 4 9 7

0
.

7 1 3 3

0
.

6 1 2 0
0

.

4 69 0
0

.

3 20 5
0

.

1 9 90
0

.

116 8

0
.

0 6 76
0

.

0 396
0

.

0 2 39
0

.

0 1 4 9

2 ~ 一 1
.

5 0

0
.

4 6 5 4
0

.

4 3 9 0

0
.

3 9 3 4

0
.

32 8 1

0
.

2 5 6 1
0

.

1 8 8 9

0
.

1 3 3 6

0
.

0 9 2 1

0
.

0 6 2 8
0

.

0 4 2 9

0
.

02 9 5

之- 一 2
.

0 0

0
.

2 9 60

0
.

2 8 7 4

0
.

2 6 5 9

0
.

2 34 1

0
.

1 97 0
0

‘

1 59 4

0
.

12 49

0
.

0 9 5 5

0
.

0 7 19
0

。

0 53 7

0
.

0 40 0

2 - 一 2
.

60

0
.

2 D3 4

0
.

1 9 9 5

0
.

1 8 86

0
.

1 72 0

0
.

1 5 17
0

.

1 29 9

0
.

1 0 84

0
.

0 88 7

0
.

0 7 14
0

.

0 66 8

0
.

0 44 9

R加.25.50.75.D0
⋯25⋯00九Un�nllnUJIJr工,立,孟勺山,曰,曰

心刀

之- 一 0
.

5 0

0
.

0 0 0 0

一 0
.

14 4 7
一 0

.

2 66 7

一 D
.

32 8了

一 D
.

2 84 2

一 0
.

1 76 0
一 0

.

09 5 2

一0
.

0 5 2 5
一 0

.

0 3 0 0
一 D

.

0 19 8

一0
.

0 1 12

z - 一 1
.

0 0

0
.

0 0 0 0

一0
.

0 9 4 4
一0

.

16 8 6

一 0
.

20 6 1

一 0
.

20 2 1

一 0
.

16 9 0
一 0

.

12 7 2
一 0

.

0 9 0 7

一 0
.

0 6 3 4

一 0
.

0 4 4 4

一 0
.

0 3 15

z - 一 1
.

6 0

0
.

0 0 0 0

一 0
.

0 5 16
一 0

.

0 9 39

一 0
.

12 0 3

一0
.

12 8 7

一 0
.

12 2 4

一 0
.

10了0

一 0
.

0 8 8 4
一 D

.

0 7 0 6

一0
.

0 55 3

一 0
.

0 43 0

之 - 一 2
.

0 0

0
.

0 0 0 0

一 0
.

0 2 8 9

一 0
.

0 5 3 8

一 0
.

0 7 1 8
一 0

.

0 8 16

一 0
.

0 8 3 7

一 0
.

0 7 9 9

一 0
.

0 7 2 3
一 0

.

0 6 3 1

z 二 一 2
.

5 0

0
.

0 0 0 0

一0
.

D 17 2

一 0
.

0 3 2 6

一 0
.

0 4 4 8
一 0

.

0 5 3 1

一 0
.

0 5了2

一 0
.

0 5 7 8

一 0
.

0 5 5 6
一 0

.

0 5 ! 5

一 0
.

0 4 6 5

一 0
.

0 4 1 1

n”只d八Ul�曰nU民CUU只nllUl卜d六U

R

⋯0⋯7
石

⋯7
j

nUnll�nU一11
J.1刁.1,IJ, .,曰,�q‘

劝

{ 一 0
.

0 6 3 6 }

}
一。

·

。4 4 6

{

z 二 一 1
.

0 0

0
.

0 0 0 0

0
.

0 2 2 9
0

.

0 84 9

0
.

16 8 9

0
.

2 5 4 3

0
.

3 2 5 8
0

.

3 78 6

0
.

4 14 8

0
.

4 39 2

D
.

4 55 6

0
.

4 6 6 8

z - 一 1
.

6 0 之= 一 2
.

0 0

0
.

0 0D0

0
.

0 0 9 1

0
.

0 3 5 0

0
.

0 7 4 0

0
.

12 1 0

0
.

17 0 9
0

.

2 19 5

0
.

2 T3 9

0
.

30 2 8

0
.

3 3 5 8

0
.

36 3 4

之- 一 2
.

50

0
.

0 0 0 0

0
.

0 0 6 3

0
.

0 2 4 5

0
.

0 5 2 6

0
.

0 8 8 0

0
.

12 7 5
0

.

16 8 3

0
.

2 0 8 1

0
.

2 4 5 4

0
.

2 7 9 3

0
.

3 0 9 3

一Unll八11‘一心了附‘月怪内0odCUnUJ性叮叼OUg�月性O臼‘住nllnnU o门IJ�Unllt‘勺CUOO目�了OUn�nUnUI
门191,山叹UnodO

....

⋯⋯

.

4 19 1

一“�nlnflnUnnnUnU一11�nnU

一n“一片UnU
J.上八行n”.“�R�内。q‘i止勺U�11�一

.n甘六丹�O甘O一甘J�匕行‘刁月��匕,曰J任一nU介�.J勺U内nutl,U内0叭6叭no.o幼一1nU�IIM确qi‘od通�月怪月性力压J任J,

nnlln“�n“八U一“nljnnUUnUnllnU工勺八们��勺nUJ卜Un�哎nllUJ匕nll
R.0.2.5.T

⋯0⋯T
j

�“�n�nnll
J.11止,‘
闷
l几乙q山,勾

P

R

0
.

00

0
.

2 5

0
.

5 0

0
.

了5

1
.

0 0

1
.

2 5
1

.

5 0

1
.

7 5
2

.

0 0

2
.

2 5

2
,

5 0

一 0
.

6 0

0 96 2

9 8 4 6

6 3 2 8

0 23 3

3 3 2 0
0 5 0 9

1 3 5 3

1 2 2了

0 9 6 8

0 7 1 5

0 6 3 6

z - 一 1
.

0 0

一0
.

8 2 8 3

一 0
.

7 8 20

一 0
.

6 5 2 2
一 0

.

46 8 6

一 0
.

2 8 0 3

一 0
.

1 3 3 4

一 0
.

D4 3 5

0
.

00 1 5
0

,

0 20 3

之 - 一土
.

5 0

一 0
.

3 6 5了

一 0
.

3 50 1
一 0

.

3 0 6 9

一 0
.

2 4 55

一 0
.

1 7 8 9

一 0
.

1 1 86

一 0
.

0 7 12

一 0
.

0 3 80
一 0

.

0 166
一 0

.

0 0 3 9

0
.

0 0 3 2

2 = 一 2
.

0 0

一 0
.

1 8 4 4

一 0
.

1 7 8 7
一 0

.

1 6 2 7

一 0
.

1 3 9 3

一 0
.

1 1 2 4

一 0
.

0 8 5 6

一 0
.

0 6 1 7

一 0
.

0 4 2 1
一 0

.

0 2 7 1

一 0
.

0 1 6 2

一 0
.

0 0 8 7

之 ~ 一 2
.

50

一 0
.

10 36

一 0
.

10 1 3

一 0
.

0 9 4 7
一 0

.

0 8 46

一 0
.

D7 2 5

一 0
.

0 5 9 7

一 0
.

0 4 7 3

一 0
.

03 6 1
一 0

.

0 2 6 7

一 0
.

D1 9 1

一 0
.

0 1 3 1

�--2--l月--1 0000000



22 吴 望 R
.

斯加拉克

M 分
, (R )= 一 k , J ,

(k
,

)
口

。, 一份莞
J。(。)[ J。(。R )一 l ] d 。

一
“。 J :

(“
·

)
卜飞

一

J 。(“
·R , ,

厂 。

(“
·

, + 飞
y 。

(“
·

,
〕

= J 。(九
。R )一 1

根据加法定理[参看W a ts o n 〔, ) ]
,

可以得到

J ·(。 )J·(。R )一真l;
J·〔。“ 1+ R : 一Z R 。。S“, d “ (A

.

6)

J ‘(。 )J
:

(。R )=
。 : R

兀

J i

[ 。斌l + R
,

死天co
s口〕

。 双I千左云死天亡os 夕
s in Z口d o (A

.

7)

考虑到(A
.

6)
,

(A
.

7) 以及 (A
.

3)
,

(A
.

5)
,

经过一定的推导后
.

可得
:

M牙
, ‘R , 一“

, ZJ !

‘“
·

)
l 。 , 一 k 若

J 。(。)J
:

(。 R )d 。

= 一 九
: , J : (k

, :

)
J

d R

‘ J 。(。 )J
。

(。 R )
。t 一 儿蕊

d 。

主寿
, J 了,

(”
n

) 「
, 一 一 。

2
1 1 1 、尺 , ‘

V l + 式 Z 一 2九 c o s口一元
I R 一 eo s o

」讥+ 刀
: 一动

e o s ea 口

(A
.

8 )

刀分
, (刀)二 一 g , , J。(g

。

)
口

。1 一 g

一

J :

(。)[J
。

(。 R )一 1〕d 。

一
。: ‘。(、

·

)
{美鑫[

R

I;
“

“(

黔霎
“’d 。

〕
一

l卜百
“

1

(、
·

,
〕}

si n 2 0
。
双 1 + R l一 Z R 七玩0

·

二 叮。R (R 一
e o s 口)

2 材 1+ R , 一 ZR e o s 夕长
g 。 J。(g

。

)

r

llLH
·

(“
·

v , 下”
: 一 2”一”, +

(
一l

幸异尤器乳
、。

)

一 H
l

(
。·、 i+ ”

: 一 2* 一。

)〕}
d “+ 、· J。(。

·

)
〔卜曹

H
!

(。
, !

)
〕

(A
·

”)

(A
.

8)
,

(A
.

9) 中的定积分可采用 S ; m p so 。 公式或高斯求积公式求出
.

参 考 文 献

仁门 D a g a n ,

2
. ,

5
.

W e in b a u m a n d R
.

Pfef fe r ,

J
.

F I。‘d M e eh
. ,

115。9 8 2)
,

5 05一 523
.

〔2 〕 吴望一
,

R
.

S k a la k
,

应用数学和力学
,

4
,

6 (138 3)
,

7 43一7 5 6
.

〔3 1 Pa r也e t
,

1
.

L
.

a n d E
.

S e ib e l
,

C o 。。
.

p “re A 户PI
.

M a 才h
. ,

18 (19 G5 )
,

17
.

〔4 〕 Sa m p s o n
,

R
.

A
. ,

p h‘1
.

T ra o s
.

R o g
.

S o e
.

L o o d
. ,

A 18 2(189 1)
.

4 4马
.

〔5 〕 E r d 己ly i
,

A
. ,

W
.

M a g n u s ,

F
.

o b e r h e t tin g e n a n d F
.

G
.

T r ie o m i
,

T a b le s o j l”公e夕阳I

T ra o sfo r o s ,

M e G r a w 一H ill
,

N e w Yo r k
,

(一9 54)
.

仁G 〕 O b e r he t tin g e r
,

F
. ,

T a b le s o f B o ss e l T r a o sfor o s ,

S p r in g e r ,

(19 72 )
.

〔7 〕 W a t so n ,

G
.

M
. ,

A T re a “s e o 。 才he T h eor u o f B e s s el F 。。e常10 0 5 ,

Zn d e d
. ,

C a m b r id g e

U n iv e r s ity p r e ss ,

(195 8)
.



半无穷平面到半无穷长圆管的低雷诺数流动 23

T he St o ke s Flo w fro m H a lf
一

SPa c e t o Se m i
一
In fin ite

C irc u la r Cylin d e r

W
u
W

a n g 一 y i

(D ePa r tm e n t o f M e e ha n i。
,

P e 寿宕”夕 U o iv e叮 it, )

R ie ha r d S k a la k

(D eP a r‘。e n t o f C i u fl E 月9 1. ‘e r‘。夕 a o d E 。夕‘。e e r蓄。夕

M e e ha n ie :
,

C o l。。b‘a U o io e rs ‘t, )

Ab : tr a c t

T h e in fin ite 一s e r ie s so lu t io n s fo r th e e re e p in g m o tio n o f a v is e o u s im e o m Pe r s s ib le

fl住id fr o m h a lf一 sp a e e to s e m i一in fin it e e ir e u la r e ylin d e r a r e p r e s e n t e d
.

T h e r e s u lt s sho w

th a t in sid e the e ylin d e r b e y o n d a d is ta n e e e q u a l t o 0
.

5 t im e s th e r a d iu s o f t u b e fr o m

th e p o r e o p e n in g
,

th e d e v ia t io n o f the v e lo e ity p r o file fr o m th e Po ise u ille o n e b e e o m e s

e q tt a l to o r Ie s s tha n l肠
.

T li e in le t le n g th in this e a s e 15 e o n s id e ra b ly s h o r t e r th a n

D a g a n ‘5 fin ite e ir e u la r ey l王n d e r o n e
.

In th e h a lf一 s p a e e o u t s id e th e e ylin d e r p o r e th e

re g io n
, s t ro n g ly a ffe e te d by the t u b e w a ll

,

15 r e s t r ie t e d w ithin a n a r r o w lim it n o m o r e

t h a n o n e ra d iu s o f th e t u b e fro m th e o r ifie e
.

B e y o n d this r e g io n th e s o lu t io n s m a te h

a lm o s t e x a e tly th e S a m ps o n ‘5 o n e fo r a flo w th r o u g h a n o r ifie e o f z e r o th ie k n e s s ,

T h e

r e la t io n s h ip b e tw e o n th e p re s s u r e d r o p a n d th e v o lu m e tr ie flo 下 r a te 15 als o e o n s id e r e d

in this Pa Pe r
.


