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摘 要

本文从虎克定律与平衡方程出发
,

利用复变函数映象的理论
.

将裂纹发生的矩形区域保角变

换到乙平面的上半平面去
.

再根据H
.

H
.

穆斯黑里什维利
〔幻的理论

,

对非均匀双周期裂纹场的反

平面问题
,

我们求得闭合解
,

并推出了应力强度因子
。

一
、

引 言

断裂力学自本世纪二十年代开始
,

迄今已有六十年的历史
.

但到 目前为止
,

人们都集中

注意力于有限个裂纹的问题
,

而很少注意到双周期裂纹和双周期非均匀裂纹场的 反 平 面 问

题
。

H
.

H
.

穆斯黑里什维利 “ ’
解决了当物体所 占的域为一些直的裂纹的全平面的基本边 界

问题以及某些其他问题
.

对于这些问题
,

根据文献〔1 〕可 以假设弹性体所 占之域 S, 为沿O 二轴

上的n
个线段L * = 吸b。 (介= 1

,

2
,

⋯
,

n) 而割开的全平面
,

此诸线段的集合我们表为L
。

于是下列函数少(z) 与少(z) 在 S, 内全纯
,

包含无穷远点在 内
,

对于充分大的 }zI
,

则有
:

中 (
: )= 厂一

X + ‘Y

2二 (1 + 、)

少 (
2
)二厂

/
十

衬
(X 一 iy )

2二(1 + 、
)

二
+ 。

(争
一

)

告
+ 。

(争
一

)
.

(1
.

1 )

其中 (X
,

y )表示作用于裂纹L全体的边缘上的外力的合力 ;

厂 == B + 泣C
,

厂
,
= B

,
+ iC

,

为常数量
,

并由下式确定
:

(1
.

2 )

。一粤(二
:
+ 、

2

)
,

c一乡华些巴
,

r
‘
= 一乏

一

(、
,
一万 : )e x P (一 2‘a )

任 i 一 K ‘

(1
.

3 )

其中N , ,

N
:

为主应力在无穷远之值
, a 为对应于N

:

的主轴与O 二轴所成之角
,

而。 为回转在

_
、 _

_
、

E 一
.

_
_

, _ , 、 ,

~
_ .

_ _ 、 , , ,

一 ~

无穷远之 值
。 K = 3 一 4a , 拼二

。 ,

厂
二、 ; a ,

百分别为泊桑比和弹性模量
.

四刀 ~ ~ 以”
‘

“ ’一 ’
尸 2( 1 + a )

’ 一 ’

一
“ ‘ 月 ” / “ ’

目 刁、 卜“ , ”

一
’

一俩一
’

引入 函数
:
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口(:
)二币(

:
) + :

必
‘

(
:
)+ 梦(

之
)

不难证明此函数在S, 内也是全纯的
.

同样对于充分大的】川
,

具有如下形状
:

(1
.

4 )

口(习 = 厂 + 厂
产
+ 以 X 十 泣犷)

2二(i + 、
) 乒

。

(
一

幼 (1
.

5 )

另一函数梦 (习
,

可以 由式 (1
.

4 )直接求出
:

岁(z
) = 石2 (

z
)一巾(

z
)一百中

,

(
z
)

由此
,

应力的表达式可以写成
:

Y
,
一 fX

,
二巾(

z
)+ 口(万)一 (z 二 至)中

,

(
z
)

位移的表达式可以写成
:

2户(
u + ‘v ) = 、甲(

之
)一 。(牙)一 (

: 一 万)少 (
:
) + e o n s t

(1
.

6 )

(1
.

7 )

(1
.

8 )

其中山(
·
)一

丁
“‘

·
)d一 , ‘

·
, 可由, ‘

·
,来精确地确定

·

利用上述方法
,

对于
:

(l) 已给定作用于域 S的边界L 上的外力求物体平衡的第一基本问题
;

(2 ) 已给定边界L上各点的位移
,

求物体平衡的第二基本问题
;

(3 ) 在边界的一部分上给出位移
,

而在 另一部分上给出作用的力等混合间题 ;

都可得出解答
.

然而在实际工程中
,

例如在岩石力学
‘“, 、 混凝土结构力学

〔“’和固体力学
【‘’
中

,

我们常常

遇到双周期裂纹问题
,

这是一个特别困难的问题
.

B
.

B
.

n a o
ac o K等人在他们的著作〔5 」中

研究过
,

他们把问题化归为一个带椭圆函数的奇异积分方程
,

在假定缝距甚大的情况下得到

了解答
.

实际上这种缝距甚大的假定
,

一般遇到较少
,

因而他们的解答在应用上受到一定的

限制
.

有鉴于此
,

文献【6 〕利用函数边值条件求得了双周期裂纹场反平面问题的闭合解
.

本文

的第二作者研究了文献〔6 〕
,

并与第一作者讨论
,

进而求出了双周期非均匀裂纹场的反平面

问题的闭合解及应力强度因子
。

二
、

问题的提出及其考虑方法

设位移
u ,
二 。, = 。

, “二

二f(二
,

的
,

则由虎克定律与平衡方程
,

我们有
:

(2
.

1 )一一
丫犷口日

+
丫尹口口

所以 u :

= j(二
,

妇是一个调和函数
,

设 其共辆函数为f
l

(二
,

妇
,

则F (二 + ‘妇 = f(二
,

妇 十

汀
,

(x
,

刃是一个在弹性平面内解析的函数
〔7 ’,

且有
:

尸
‘

(“十‘“, 一

豁一
‘

豁 = (几
:

一行
, :

)/ 拼 (2
.

2 )

式中拼如前式所表达
,

是剪切模量
,

几
: ,

与
:

分别为垂直 O二
,

O , 轴线的平面上
z 方向的

剪应力
.

现在提出的问题
,

是假设在图 1所示的O 二 , 平面上
,

当无裂纹时作用着均布的 介
, = 9

.

并

设弹性平面上出现如图 1 所示的双周期非均匀裂纹场
,

我们来研究 由裂纹出现而扰动了的应

力场
。

在这种情况下
,

由于对称性
,

我们有
:

(1) 在任何一根通过裂纹中心且垂直于裂纹的直线 (如O Q) 上‘
:

= O
,

于是
:
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势
一“; R eF

‘

(“ , 一 ”

其中复变数
: , “ + 匆

(2) 位于裂纹 同一直线但又不在裂纹边上的点 (如C) 、
:

= 0 ,

于是有

口u z

口夕

(3) 沿裂纹边缘 ; 介
二
= 0,

a“
:

口劣

= 0 ; Im F
,

(z
)= 0

于是有
:

二 0 ; R e F
,

(z )二 0

�丫上丁||l

⋯
土

一一一
一C,尸!!

.

1
C

- 一一-
‘

,

}

一
二 + ‘,

}
}

{尸

业_
Q

乙= 占+ i刀

‘
,

:
,

甲
尹

} ? : : :
.

一 ( i + △
x ,

) 一 1 0 1 ( i + △
x
)

三
、

保 角 映 象

考虑到问题的双周期性
,

我们取一个矩形 QQ, C, C 来研究 (图2 )
.

正如前面所述
,

沿QQ,
,

R e F
,

(
z
) 二 0 ; 沿 Q

,
R

,

和 QR
,

则R e F 产

(
:
) = 0 ; 沿CC , ,

则 Im F ,

( : ) = 0
.

由于在矩形区域上研究不很方便
,

我们将此矩形区域保角变换到亡平 面的上半平面去
.

因

此我们有以下关系
:

/ 之

= s n
气直

“)
,

一 A

l ( 3
.

1 )

其中
: 与雪在两平面上的对应关系

,

若设QQ
, = b ,

Q
, C , = QC = e ,

d t

双硕哥芍n 二矿内
参见图2

.

则有
:

ZK (怠)
K (k

,

) ( 3
.

2 )一一

‘

口一e

其中 K ( k) =
。

澎 ( i 一 才
2

) ( i 一掩
: tZ )

k
, 2 = 1一 k

Z

( 3
.

3 )
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由此即可求出K (k) 和K (剐 )
.

再由月 ~
b

ZK (k ) K (k
,
)
的关系

,

可求出且
.

在本文中有关椭圆 函数一些简单性质
,

我们认为是大家所熟悉的
,

因此不作任何解释与

证明
,

椭圆函数基本理论的研究
,

可参考文献〔8 〕
.

现在我们来研究 1 + △二和 1 + △尸的求法
.

设R 口= g ,

R, Q
尹
二了则尺点的坐标为

:

b
之二 厄

一

+ ’g

同时
,

我们有
:

b
. 」

r

「
, + △,

‘ 十 忿g 二 丑 ,
‘ J O

d t

斌瓦万呱1可平了
考虑到 ZA K (k) = b

,

我们有
:

b
. ,

了(i

之 = 石 十 , g , 月日
‘ \ J O

d 亡

斌 (z一 t念)(i 一 k甲

.

(1 + △忿 d t 、

了 + ’

J
,

斌 (t“一 i )(i‘研‘))

一“K (“, + A ‘

丁:
“

‘

d t

扩石
江二巧丈正不呀琢

.

r l + 么公

g 二A
)

,
d t

斌(t
Z
一 l )(i 一寿

2 t2 )

令
1

双1 一 k , Zt
k, = 斌 1 一k

Z

于是有
:

从而

故

同理

。一 “

{
d ti

o

材(l一 t雯)(1一 k
, Z t孟)

。二材亘不吞劝
么

于
吞

,

(1 + △x )
。 = s n (g /姓

,
k ,

)=
s n [ g K (k

,

)/
e ,

k‘]

i + △* = [ d n
(夕K (掩

,
)/

e ,
k
‘

〕
一 ‘

i + △二
,
= [ d n

(g
, K (k

,

)/
e ,

益, 〕
一 ‘

(3
.

4 )

(3
.

5 )

我们再来求F 尸
(
:
)

,

我们知道
:

= F
l

(约 (3
.

6 )
一皿lesJ

、一.,了�2

雪 d t

。

斌 ( i 一 t么) ( i 一几
Zt

故F
I

(约在上半平面解析
,

且沿O雪
,

有
:

在 [一 ( 1 + △
, ,

)
,
一 1 ]

,

〔1
,

( i + 八
二
) 1上

,
R e F i

(舀) = 0

在O雪的其余部分上 (个别点除外)
,
Im F ;

(约 = 。
.

四
、

解 折 延 拓

现在
,

我们把尸
1
(亡)延拓到全平面上去

,

为此
,

我们定义在下半平面 F尸
’
(亡) 二了双页

.

故 沿 O占
, F {‘,

(占) 二F 介
,
(约

.

在 Im F 钾 (豹 = 。的线段上
,

我们有关系式
:

F {
“ ,
(豹二刃

, ,
(劝

一

= F f‘’(约

故沿这些线 段
,

F {
“’(约就延拓到下半平面了

,

在 R e F f
‘’
(豹 = 。的线段上

,

我们有
:

F f
“ ’
(雪) = 一F护

,
(占)
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由于雪= 二与 z 平面上的 B 点对应
,

而在该处 与
:

~ 0 ,

几
:

~ c ,

此处 c
为未 知 常 数

,

故

Li m F
:

(豹 = c/ 拼
雪- ) 。。

在: 平面的QQ, 处
,

即亡= 士 1处
,

介
: ,

询
:

显然有界
,

由此可知F , (约亦必有 界
.

如果我们再研究函数 F
l

(约〔(1 + △劝 一雪〕音[ (1 十 △丫 ) + 亡〕音(l 一雪
2

)
一
音

,

我们就 会发现

它沿整个实轴 O抓除个别点外)虚部为零
,

且此函数除个别点外在整个平面解析
.

在亡一 士 ] 处
,

由于F
:

(约在这里有界
,

故它最多是 1/ 2阶奇性
,

不难证明它有两个可去奇点
.

在亡“ 1 + △x,

亡= 一 (1 + △尸 )处
,

若设F
,

(约 (

则此函数最多也只有1/ 2阶奇性
,

后
:

A

!亡一
c
}
“ ’

A > 0 , 0 < 拼( 1 , c
为 (1 + A 二 )或为一 (l + A % ,

)
,

同样可证明它也有两个可去奇点
.

故在O占上适当定义函数

F
,

(豹〔(1 + △劝一亡〕音〔(1 + △尸) + 亡〕音〔1 一梦〕
一

音在全平面全纯且在co 为一常数
,

故

尸
,

(雪) [ (i + △二)一乙〕音 [ (i + △二 ,
) + 亡〕奇 [ i一乙, 〕

一
音 = 。。

F l
(“, 一

。。

了
一 -

-

一
- 一
一I碗

“

一
[( i千入牙歹二互丁氏环嘛勺干如

(4
.

1 )

在式(4
.

1) 中
,

c0 必须确定
,

现在来讨论它
.

如前所述
,

当无裂纹时O 二, 平面有强度为q的

剪流
,

即‘
:

= q
.

出现裂纹后
,

它只能沿尸五
,

R, L, 通过 (见图1)
,

故

I卜
““一 g “

我们在雪平面上计算
:

。

I几
△二 “

1

(占’ A d占

斌(雪
2
一 1 )(1 一k

Z

舀
“

)

10一‘

q 仑

拼K (九夏)A

qK (k
,
)

拼K (k盆)

一
l
.

seJ一�.
.

!Jc n

l
一

瞥K (“”
,

d n

!笋
(“‘,

,

1 0
一s

尹 , 、

O

之 1 0
一‘

日

岁 10
一 ,

翘
假 10

一‘.

圳
藤 10一 ,

F I
(约 =

q K (分) /
拼K ( k夏) 勺

一
~

飞
2
一 1

-
-

一
[亡一 ( 1 + A 二) 〕[亡+ (1 + 八义

,

) ]

( 4
.

2 )

1 0J o

1 0
一 1 1

同时
,

我们不难求出应力强度因子如下
:

令
一

誓
一

K (寿
‘
’-

(k
,
) = L

0
.

3 0
.

4 0
.

5 0
.

6

应力强度因子 (MN / m 对勺
K

g一eL,

q

K (k夏)

则应力强度因子为
:

丫
Z e K (k

,

) d
n
(L

,
几

,

) d
n
(L

, ,

k
,

)
d n
(L

,
k

,

) + d n
(L

, ,
k ,
)

‘ ,

一叮{鲁汾爵
,

‘ l

一M
‘

Z三可不二亘工
’

v e n (乙
, ,

k
,

)

式中R
,
R ,
为裂纹端 (参见图D

。

应力强度因子与裂纹速度之间存在图 3 所示的关系
〔g ’.
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为校验公式的正确性
,

我们取极限 ; 令k二 1
,

k, 二 0 ,

K (k, )二
, g 二 g , ,

于是
汀O自

K I = q

件
tg

兀g

2 仑

与熟知的公式相同
。

【1 〕H
.

H
.

穆斯黑里什维利
,

[ 2 〕L a w n ,

B
.

R
.

a n d T
.

R

p r e s s (1 97 5)
.

[ 3 〕N a v s ,

D
.

J
.

a n d L o t t
,
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.
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J
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Abs t ra e t

O r ig in a tin g fr o rn R o b e rt H o o k e ‘5 la w a n d e q u ilib r io u s e q u a tio n s , a n d u s in g th e th e o r y

o f th e e o m p le x v a r ia b le fu n e tio n ,
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