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摘 要

根据 Fre dho lm 定理
,

本文证明了由满足边界条件的分布于弹性 体所 占的区域之外的虚的基

本载荷引起的弹性体所占的区域之内的位移和应力场是唯一的
.

本定理 为线载荷积分方程法的应

用奠定理论基础
.

线载荷积分方程法是一种积分方程法
,

它将虚的基本载荷沿弹性空间(或半空间)内
、

在

弹性体所 占的区域之外的一线段上分布
,

使得问题的边界条件得到满足(弹性静力基本方程显

然是满足的 )
,

从而把问题归结为一维的
、

非奇异的积分方程
.

这方法已经用于若干问题
〔’一 5 ’

并由于一维性和非奇异性而具有简单易算的优点
.

但是
,

因为虚的基本载荷可以分布在弹性

空间 (或半空间) 内
,

弹性体所 占区域之外的任一区域
,

方法的本身是灵活的
.

因此
,

产生

一个问题
:

如果虚载荷的两种不同的分布都满足问题的边界条件
,

则 由它们引起的位移 (或

应力) 场是不是相同的 ? 下面
,

我们来回答这一重要问题
。

令 万为弹性体所 占的弹性空间区域 R 的闭包
,

s 为 R 的边界
.

为简明起 见
,

设 在 s 上

给定位移 梦‘.

假设一虚的基本载荷带有未知集度 城Q)使它在物体外 口 上分布
,

令问题的边

界条件
:
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得到满足
.

式中 U ‘
(尸

,

Q)是已知的影响函数并代表单位虚的基本载荷作用于点Q引起点尸的

位移分量 (‘= 1
,

2
,

3 ), 万= R U s
,

万门。= 功
.

然后
,

由虚的基本载荷引起 的位移和应力场是
:
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I
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式中 从, (尸
,

Q ) 是应力影响函数 (i
,

j= I
J

2
,

3 ).

注意
:

我们的线载荷积分方程法特点之一是虚载荷作用点 Q 在弹性体之外
.

即Q〔习
,

口门尺= 娇
.

根据

这一特点
,

我们证明下面的引理
.

引理
:

若存在有非零函数 抓Q)与实的非 对称核 A (尸
,

Q) (尸(S c 左
,

Q(。
,

反n 。 = 句

正交
,

即

I
。A‘p

,

Q ,。(Q, dQ一” (P (s c= 刃
,

嚷。
,

万门。二们 ( 4 )
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则它与延拓的核 A (尸
,

Q) (尸(左
,

Q(。
,

万n 。= 句正交
,

即

I
。A (p

,

Q)。(Q)d Q一。 (p (“
,

Q(“
,

, n “一‘)
( 5 )

证明 :
在 F , d卜d 奥。 第二种积分方程的理论中

,

核 的 两 个 变量的定义域均需相同
.

现

在
,

核A (尸
,

O )的两个变量的定义域前者为 万
,

后者为 。
,

且万n 。= 功
.

为了 能 应 用 Fr e -

dh
o

lm 的理论
,

我们将两个变量的定义域改写成相同的材 = 产O。
,

(4 )式改写为
:

I
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其中
:
“ (一, 一
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刁(P

,

Q)
,

0 ,

(
u , v
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当u
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, v
(习

当:
在S或。聋口{ ( 6 )

也就是当核的任一 变 量不在其定义域时
,

核函数不存在 (即取零 )
.

同样
,

(5) 式也可类似地

改写
。

据下述定理
〔. ’:
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即和核A 正交的函数 夕的充要条件是 , 和核A 朴A 的所有的特 征 函数 势
。

正 交
.

式中机

齐次积分方程

( 7 )

满足
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式中 心 是特征值
,
月气尸

,

Q )= 月(Q
,

尸)是A 的伴核
.

如令

则( 8 )式写成
:
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因为若对以
“
(厄为第一变量的A 有定义

,

则对以 “
(万为第二变量的A 就没有定义

,

于是(1 1) 式中

A(尸
, “
)= 。, 同样

,

若对以
“
(习为第二变量的A 有定义

,

则对以 “
(口 为第一变量的A 就没有

定义
,

即A (
“,

尸)二 0
.

同样可证
:

若( 9 )式的 K (Q
,

t) 存在
,

则 K (t
,

Q )= O
。

因为
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I
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若( 9 )式中A (尸
,

t) 对 悦口 有定义
,

则 A (t
,

尸)= 0 (因以 《口 为第一变量的A没定义)

(12 )式为零
.

反之
,

若 K (t
,

Q)存在
,

则 K (Q
,

t) = 0
.

于是写成
:

K (Q
, t)K (t

,

Q)= 0 (Q
,

t(M )

据(1 1 )
,

(1 3 )式
,

F r e d h o lm 行列式
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。

故

(1 3 )
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同理
,

类推得
;
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据 Fre d五ol m 第一定理〔7 ’,

齐次积分方程 (1 0 ) 只有零解
.

即
、

,
、

,
,

污‘00d.占1占
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功
。
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·
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(1 9 )式可写成
:

{
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,

Q)。(Q )d Q一 。 (p (‘
,

Q‘“
,
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定理
:

满足边界条件 ( 1 ) 的虚的基本载荷的分布引起的位移场 ( 2 )

是唯一的
。

( 5 )

(证完 )

和应力场 ( 3 )

证明
:

假设虚的基本载荷有两种不同的分布函数 、 , 和 二 :

均满足边界条 件 (1
.

)
.

由 (2)
,

(3 )式算得的相应的位移和应力场分别是 叭
‘,

a lf, 和 “21, a川
·

令 g 二劣l
一劣 : ,

代入(2 )
,

(3 )式得
:
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因为 男1
和 二:

均满足边界条件 ( 1 )
,

代入 ( l) 式
,

得
:

据引理
,

有

I
。U

。

( p
,

Q )。(Q )、Q一 。

I
。U ‘

(p
,

Q )。(。)、口一 。
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,

Q ( 口 )

( P ( R
,

Q ( 口 )

于是 ( 2 0) 式给出
:

u , ‘
(P )二

u : ‘

(P ) (P ( R )

即位移场是唯一的
.

据弹性力学唯一性原理
,

位移场唯一
,

应力场也唯一
。

(证完 )

若给出的是应力边界条件代替位移边界条件 ( 1 )
,

也可用同样方法证明上述定理
.
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