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摘 要

对 Poi seu ill e 流问题的 O r r ,
So m m er fe ld 方程严格求解

.

得到的正规解不含外来奇点
.

从而

谱方程可作解析的显式分析
.

本文结果可以进一步讨论分岔解
.

一
、

问 题 的 提 法

近年来
,

流体力学中稳定性问题和分岔问题引起了广泛的探讨
,

由于 N a v ier 一S to k es 方

程 的完善的非线性分析 目前尚未建立
,

人们只能从线化理论出发进行一些讨论
.

.

关于 Poi s
eu il le 流的数学研究

,

作为流体力学中最重要的
、

最典型问题之一
,

文献极 为

丰富
〔“’.

就动力稳定性讨论而言
,

最著称的贡献是 H ei se n ber g L‘’所提出的渐近解方法
.

大家

知道
,

渐近解法引进高度非正则性的外来奇点
,

这些奇点并不是原始方程所固有的
.

因此
,

引起了所谓数学上进退两难和物理上矛盾
,

这些林
‘“’已进行了研究

.

这里试图不用渐近解法
,

而从导出
一

的严格解来讨论稳定性问题
,

解 在 流 动 域内是正则

的
,

不含任何外加的奇点
,

根据微扰理论
,

Poi se u

ill
e 流的动力稳定性问题导致讨论 o rr 书

。 m m er fe ld 方程 及其 相

应边界条件的复特征值问题
.

因此需要对以下方程
〔2 ’求出临界特征值和 相应的特征函数的严

格显示表式
:
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〕甲(r
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,

而一下
‘
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_
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.

,
,

一

穿
是正则的

l: , 一

奈
一 。

式中 R 是 R e yn o ld 数
,

几一沿管的轴向波数
, o, ~ 。 :

十 i。 , 是微扰势
, e x p(。t + i几: )甲(

r
)的复

特征值
. ; 、

、 . ’

引进新变量

r = e ‘

上述方程可写成以下标准形式
:

.
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相应的边界条件是

:

一
:

。奈
是正则的

0一一
中一rd一d

一一甲雪= 0 :

为了求基本解系
,

必须区分下列情况(a 气a ‘

)

口
。
一刀

。 ‘

今。
,

1
,
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,

⋯

刀
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标标指指常常正非

这里几是非常指标
,

相应的解式将出现对数项 (I
n ; )‘

二
、

严 烙 解

(k = 1
,

2
,

3 )
。

法

我们将不讨论严格解法的一些数学问题
,

如 收敛性证明
,

适用范围等等
.

这些问题在更

加一般的非 Fuc h s
型方程中

‘们已有阐述
.

以下只列出本法的主要步骤和结果
.

由子一般解可表为

甲(
r
)= 乙 C

。甲,

(右) (2
.

1 )

其中 C
。

是任意常数
.

利用 G re en 函数 G (雪一梦 ) 上 节 方程可以分解为四个变系数微分积分

方程
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这些方程结构相似
,

但互相独立
.

应用 L a p la ce 变换
,

基本解系可 以表为
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式中司 (
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)是衅 (豹的 L a p la c e

变换映象
,

厂 是标准积分迥道
.
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因此
,

C a
uc hy 留数定理 自动给出基本解的解析结构

.

将此结果写成 由川 (约 映 照 为

切 ,

(幻形式较为简洁
:

切。
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,
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映照函数 D
。

(约的严格显式将在下节给出
。

三
、

正 规 解 的 显 式

考虑到正常指标和非常指标的实质性区别
, 切。

(约与 刀
,

相对应
,

简单的留数计算给出下

列结果
:
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注意
,

D
3

(
, )和D

‘

(
:
)的展开系数也由留数计算给出

.

此处从简略去
,

因为 仇 (
:
)和叭(

r
)

在管的中心处不满足正则性要求
.

四
、

特 征 值 方 程

因此
,

上述Poi seu il le 问题的一般解是
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。
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,
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,
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.

显然
,
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,

C
‘
二

从管壁的条件得到特征值方程
,

L

少、
‘

、
产了.、

、产矛.、

日(几
,

R ;

0

即谱方程

J功
。 , ,

口‘) = }功;
功

: (1 )

协;(1 )
二 0 (4

.

2 )

其中

功
1

(i ) = 乙
a 全。

几

功;(i ) = 乙 (3 + 2九)
a
旦

h

a
全
* == R e {召

: 、}



Po iseu 主11e 流的谱问题 2 17
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.
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比较进一步的公式是
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因此
,

得到 Poi se ui lle 问题的特征值和特征函数的严格解析表式
。

这 些结果可用来讨论

分岔解
。
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