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摘 要

本文详细分析了掷硬币的动力学过程
,

通过计算研究了最终位形 (即正
、

反面 ) 究 竟 如何敏

感地依赖于初始条件以及造成这种敏感性的原因
.

结果也表明
,

随着硬币质心初始高度 h的增加
,

最终位形对于初始参数 (初始方位
.

初始角速度等 )
、

桌面的能量吸收因子以及空气阻力系 数等

变得越来越敏感
.

如果我们在初始时刻保持
“

正面
”

向上
.

但允许某些其它参数有一个微小的变化

范围
,

那么
,

当h小 (与硬币半径相比 ) 时
.

最终位形为
“

正面
”
的频率为1; 当h非常大时

,

该频

率接近于 1 / 2一个有趣的问题是
:

当h从零开始连续增加时
,

这个频率怎样从1连续地过渡到1/ 2?

仔细计算表明
,

这个
“

过渡
”

与从层流到湍流的过渡颇为相似
.

本文指出了
“

过渡阶段
”

与
“

完全

随机阶段
”

的基本区别
:

在
“

完全随机阶段
” ,

单个情形的决定性过程对初始条件和 动 力学参数

极端敏感
,

而系综的统计性质则对初始条件和动力学参数的微小变化不敏感 ; 与此 相 反
,

在
“

过

渡阶段
” ,

单个情形的决定性过程和系综的统计性质对初始条件和动力学参数都敏 感
.

造成过渡阶

段这一特点的机制是在参数空间中存在着
’‘

长链结构
” .

本文还讨论了这一分析对其它随机现象可

能具有的启示
.

一
、

引 言

所谓
“

敏感动力系统
” ,

我们指的是这样一类动力系统
:

当定解条件 (初始条件或边界

条件) 中的诸参数完全给定后
,

过程是完全确定的 (即决定性过程)
,

但当某些参数发生微

小改变时
,

过程会发生十分显著的变化 ‘这就使得过程的结果敏感地依赖于这些参数
。

在 自然界中
,

敏感动力系统是广泛存在的最典型的例子是湍流
。

其它的 例 子可举 出分子

热运动
、

布朗运动
、

N 体问题 (当N很大 ) 以及掷硬币等
。

通常人们所说的随机现象
,

究其原因
,

是由两方面造成的
:

第一
,

参数 (或信息) 不完

全确定 (由于无法精确地测量
,

或无法精确地控制 ) ;
第二

,

过程 (和结果 ) 对这 些参数极

其敏感
〔”

.

事实上
,

第二点是更本质的
,

因为实际过程中的参数永远也无法绝对精确地控制
.

倘若过程对这些参数不敏感
,

则在一定误差范围内可近似表现为决定性过程
.

我们称这种近

似意义下的决定性过程为表观决定过程
.

例如实际上的层流就是表观决定过程
.

如果精确测量

层流流场
,

会发现 也有脉动
,

不过这些脉动被局限在一定误差范围内
,

不发展而 已
。

敏感动力系统常常与非线性相联系
。

人们对非线性问题规律性的认识还远远不够
。

线性问
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题的解常常显现出比较简单的渐近性态
,

如周 期性
、

单调性等
,

而许多非线性问题的解并不

具有简单的渐近性态 (尽管是决定性问题 )
,

而显现出某些奇特的性质 (非周期性
、

奇吸引

子等)
.

自从 L or e n z ‘“’
发现这种奇特性质

,

特别是近十几年来
,

这方面的研究十分热烈
〔“’.

敏感动为过程中常常含有某一个与敏惑性有关的参数
.

例如湍流中的 R ey n o ld s 数
.

在有

入 口 (如管流 )或前缘 (如平板边界层) 的流动问题中
,

也可取离入口 (或 前 缘) 的 距 离“

(或基于二的R ey
n ol ds 数R *刃 作为敏感性参数

.

当x 或况‘越大
,

,

过程对来流条件和壁面条件

就越敏感
.

布朗运动中
,

布朗粒子质量m 与敏感性密切有关
.

m 越小
,

布朗运 动 对初始速度及

周 围介质的条件就越敏感
。

在N 体问题 中
,

N 越大
,

过程对初始条件越敏感
。

掷硬币问题 中
,

初始高度h (或初始机械能E O) 越大
,

、

则结果对初条件 (初始方位
、

角速度等) 和动 力 参数

(空气阻力参数
、

桌面的能量吸收率 ) 就越敏感
。

概括地说
,

对于一大类敏感动力系统
,

我们可以假定过程中存在一个控制其敏感性的参

数 ; ,

使得过程的敏感性随
: 增加而增强 〔对于前述诸例

,

可分别取
:
为R e或R e 二

(对于流体 )
,

m 一 ‘ (对于布朗运动)
,

N (对于N 体问题 )
,

人或E
。

(对于掷硬币) 〕
.

当 : 《 1
,

尽管仍不可

避免地存在某些未知 (或不能完全确定的) 信息
,

但实际上在一定误 差 范 围 内不显现随机

性
,

即为如前所述的表观决定过程 , 当 : 》 1 ,

信息的极小的不确定性便导致实际过程的极度

无规
,

使实际过程成为完全 (即充分发展的 ) 随机过程
。

于是
,

我们提出一个一般的问题
:

当控制敏感性的参数
s
从很小的值连续 增加 时

,

怎样

从表观决定过程过渡到完全随机过程 ? 这个过渡阶段与完全随机阶段相比有什么一般特点 ?

造成这些特点的一般原因是什么 ?

本文中我们将以掷硬币这一简单的敏感动力系统为例
,

对上述问题作一仔细的
、

动力学

的研究
。

二
、

间 题 的 提 法

我们略去硬 币的自旋
,

并假定桌面为绝对水平
、

光滑和刚性的
.

这样一来
,

在 碰 撞过程

中
,

桌面将不对硬 币施加水平方向的力
。

因此
,

只要初始时刻硬币质心速度只 有 铅直分量
,

则质心将永远处于同一铅直线上
.

再假定初始时刻硬币绕其直 径 旋 转 的 角 速度只有水平分

量
,

则硬币将只有两个自由度
:

质心到桌面的距离介和某一指定侧 (记为A 面) 的法向量 瓜

与铅直方向的夹角功 (图 1)
.

为方便
,

我们采用如下无量纲量
:

“一六/a,
‘一

心 !
介

犷

咖
一

丽
,

。

一心 {
(2

.

1 )

其中
a
为硬币半径

,

下标
“

护 表有量纲量
, 夕为重力加速度

,

而

图 1 硬币的两个自

由度 梦. = 0 0
‘

和价(元A 与 , ,

轴夹角)

八一

会
,

。
一半 (2

.

2 )

于是
,

计及空气阻力
,

在未发生碰撞期间之内
,

硬币满足如下动

力学方程
:
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下面我们来讨论碰撞的动力学
.

我们略去每次碰撞本身经历的时间
,

即认为碰撞是瞬 时完成
.

第
n
次碰撞前

、

后的质心速度
、

角速度和动能分 别 记 为 犷 ,
, 。,

,

T , 和 犷二
。 , o, 二

。 ,

而第 n 次碰撞过程中桌面给硬币的冲量记为尸
, 肠

.

(其方向铅直向上 )
。

引进无量纲量

的子

、.少

9
,上

.

‘勺
产..、

�.t..了,.J犷
。
= 犷, /研 百丁

,

犷二= 犷二
.

/ 澎 加
一

,

“。 = “ , . 材 a / 夕
,

。二= 。二
。

斌 a / 夕

T 。
二 T , /( mg a)

,

T 二= T 二
。

/ (m g a) , 尸
, = 尸, , / (m 斌丽

则由动量定理和角动量定理得到

犷二一犷
,

= 尸
,

。二一。
。 == 4 5

。

le o s价
,

}氏

其中

(2
.

2 0 )

( 2
.

2 1 )

若碰撞发生在 x > O一侧

若碰攫发生在戈< 。一侧

若碰撞发生在二 = O

(2
.

2 2) 式也可改写成¹

( 2
.

22 )

1占11n�

一

f
.、少..L

目月S

而人为第
n 次碰撞时的毋值

。

显然
,

S
。
二 s i g n ( 一

s i n Z必
。

)

( 2
.

2 0)
、

( 2
.

2 1) 的推导也在附录A 中给出
。

碰撞前后的动能 T . 和T 二
。

分别为

( 2
.

2 3 )
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一
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其中J为硬币绕其自身直径的转动惯量
‘

假定硬币为均匀的薄圆柱体
,

有

1
’
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~

”名O -

4
( 2

.

2 6 )

于是
,

(2
.
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厂 ( 2

.

2 7 )口
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十

犷“一

扣
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2

+
一
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:

由于碰搜本身可能产生耗散 (即硬币动能的一部分可能转化成桌内分子的热运动能)

有

T 二( T
.

等号对应于无碰撞耗散的情形
。

、

将 ( 2
.

2 0 )
,

( 2
.

2 1 )
,

( 2
.

2 7 )
,
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.
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、
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”

这一退化情形
,

因为卧碰时
,

硬

币的受力处不是一点
,

而至少是整个圆周
、

使碰撞的动力学过程复杂化
.

在我们将要讨论的成千上万种不同

初始系

围之外

件下的垮匆之心 卧碰出‘的机会是极其御
、

瞧 因此 我们舰淤
退烯利滁

于我们的统计范



关于敏感动力系统以及从表观决定过程向完全随机过程的过渡 会0 1

P
。

《一 2(犷
。
+ 。

。
S

。

!
e o s
功

,

】)
·

[ 1 + 4 5 器eo s盆功
。

]
一 ‘

(2
.

5 0 )

其中等号对应于无碰撞耗散的情形
。

我们现在来求出尸
,

的下限
。

碰撞点在碰撞后的速度的铅直向上的分量 (无量 纲 形式 ) 为

犷盖
二
= 犷二+ S

。。二I
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。
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其中下标m 表示碰撞点
, n
表示第

n 次碰撞
。

由于桌面是绝对刚性的
,
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其中亡= 2对应于无碰撞耗散的极限情形
,
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,
二 o 的另一极 限

,
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.
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第
。次碰撞过程中的能量耗散为
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(。自( 1 )
、

(2
.

48 )

则 T ; ~ 尸
”

关系可改写成

叮二1 一“一1丫 (1( 雪《2 )
.

(2
.

4 9 )

或

‘= 1 + 斌 1 一。
. _

(2. 50 )

由物理考虑易知
,

碰撞冲量尸
”

显然依赖于碰撞前的状态 (犷
。 ,

。 , ,

功。 以及桌面的性质 (。或

女)
.

由 (2
.

3 7 )
、

(2
.

3 5 )和 (2
.

5 0)
,

我们巳得到P
。

的如下表达式

p
。
二互[ 一(犷

。
+ S

。

i
。0 5
功
。

I。
。

)〕
·

[ i + 4 5 之e o s Z

功
。

〕
一 ,

(2
.

5 1 )

= (1 + 澎 飞而
~

)[ 一 (F
二
+ S

。

1
e o s
功

,

l。
。

)〕
·

[ 1 + 4 5 盖e o s Z

功
”

〕
一 ’

(2
.

5 2 )

此式已清楚体现了尸
。

对厂
。 , 。。 ,

人及桌面性质的依赖性
.

其中
,

桌面性质只体现在 刀 (或必

中
.

若桌面是完全弹性的 (即无碰撞耗散)
,

有刀= 0 (或雪= 2) ; 若桌面弹性差到 使 V 二
二
二 o

(即碰撞耗散达极大)
,

有刀= 1 让 = 1)
.

我们假定 刀只 与桌面性质 有关
,

与 厂
。 , 。

n ,

功
。

无

关
.

因此在硬 币整个运动过程中 刀 (或 0 为一给定常数
。

特别
,

如果我们考虑有空气阻力而

无碰撞耗散的情形
,

上述假定是精确成立的 (刀= 0
,

亡二 2)
,

于是尸
”

与犷
。 , 。。 ,

人关系完全已

知
。

进一步
,

我们也可指定刀的非零值来考察碰撞耗散的效应
.

杯

在完全弄清楚了硬 币在未碰期间及碰撞前后的动力学之后
,

只要指定一组初始条件
:

硬

币质心初始高度h, 初始方位人
,

质心初始速度犷0, 初始角速度。0’, 以 及空气阻力系数刀和桌

面的碰撞耗散因子刀
,

则过程被完全确定
。

我们特别关心的是最终方位

必
。 , lim 功(t)

‘
’

(2
.

5 3 )
t - ) .

只要在全过程中存在耗散 (由于刀> O 或刀> O,

或两者兼而有之)
,

则 当 t今 oo 时
,

硬币总要

最终平躺在桌面上
,

即诱
, 只能是二的整数倍

:

功
, = k万 认为整数) (2

.

5 4)

若几为偶数
,

表示最终A面向上 ; 若海为奇数
,

最终B面
’

(A 的反面 ) 向上
.

我们下面来指出
,

功
。
事实上被有限的才上的功值就决定了

.

硬 币的有量纲机械能为

E , = T , + 勿g U . (2
.

5 5 )

其中T . 和m 卯
, 分别为动能和重力势能

、

由于耗散的存在
,

E .
为亡的单调下降函数

.

当

E ,
(t )( m g a (2

.

5 6 )

时
,

硬币已不可能再翻过
,

因为硬 币每翻一次过必然经历一个直立的中间状态
,

而直立的中

间状态必有E , ) m ga
·

条件 (2
.

5 6) (可称为
“

不翻过条件
”

) 的无量纲形式为

E = T + g < 1 (2. 57 )

其中 E 二E ,
/( 。g a)

,

或

。 1 。彭
.

1
, .

,
‘

乙 , 百
犷 一

十了所十 , 气 l (2
.

5 8 )
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由于在碰撞的瞬间有

梦。
= 1

sin价
。

I (2
.

5 9 )

故若第N 次碰撞后有

1
十万 口付

己

么
+ }

sin 功
二
l< i

可简单地由功
二
推算出功

.
如下

:

(2
.

6 0 )
,NV

1一2
一一

,NE

则对于所有
n> N 的碰撞都是不翻过的碰撞

.

于是
,

,
一

; g 。(, N )
·

{告(}, ! } +

晋)」
二 ‘当马< ‘, (2

·

”‘,

其中函数【刘表示二的整数部分
, s ig n( 功

N
)表示功

N的符号 :

1

0

一 1

当功
, > O

当协
二 = O

当功二 < 0

(2
.

6 2 )

fes,.少、...t

一一
、、.产

N
孟W了

.、

ng;
占

S

(2
.

61 )式使我们能够只经过有限次的计算就将最终方位必
. 求出

.

这样
,

我们完成了动力学的提法
.

在下一节中我们将讨论单过程 (即给定初始条件下的

决定性过程) 及其对初始条件的敏感性
.

第4节中将讨论系综的统计性质
.

特别是
,

如果我们

保持协
。
一。而允许其它参数 (如 。。) 有一微小的不确定性

,

则结果 的统计性质怎样由 h《 1 的

表观决定性的性态 (协
co
~ 的 过渡到 h》 1 时的完全随机性的性态 (A

,
B 面约各占 1 / 2 )

.

在

下两节的具体计算中
,

对于未碰期间的动力方程
,

我们将采用近似方程 (2
.

4 )
/
来代替 (2

.

4 )
.

这只是为了节省机时
,

因为我们在研究系综的统计性质时
,

需计算成千上万个单过程
.

我们

要指出
,

在阻力系数小的情形下
,

用(2
.

4 )
产
代替 (2

.

4) 引起的误差是很小的
。

重要的是
,

这

一近似保留了问题 的本质性质
,
‘

因为该系统的敏感性主要是由于碰撞过程所致
.

碰撞过程是

非线性过程
,

因此
,

尽管用 (2
.

4)
/
代替 (2

.

4) 这 一简化使未碰期间的动力过程简化为线性

过程
,

但整个过程 (包括未碰期间与碰撞前后的动力学) 仍然是非线性的
.

三
、

单过程及其对初始条件的敏感依赖性

我们计算了成千上万个单过程 (即在给定初始条件和动力参数 刀
,

刀之下的决定性过程 )
。

为了给出单过程的具体特点并说明单过程如何以及为什么敏感地依赖于初始条件
,

我们挑选

了两个典型的情形
,

将计算结果画在图3
。

这两个情形的初始条件分别是
:

清形(i)
:

必
。
= o,

犷
。
= o

,
h== 2 0

.

0 5
, 。。= 0

.

0 02 6
,

刀= 0
.

1 , 刀= 0 , (3
.

1 )

情形(11)
:

功
。
= o ,

犷。= o
,

h = 2 0
.

0 5
,

。。= 0
.

0 0 2 5
,

刀= 0
.

1
,

刀= 0
。

(3
.

2 )

可见
,

两个情形下的初始条件和动力学参数中
,

除了初始角速 度 有 0
.

0 0 0 1 的微小差别

外
,

所有其它参数均相同
。

由图 3可见
,

两个情形下的机械能曲 线 E :
(约与 E Z

(t) 几乎始终重

合
,

质心高度随f变化的曲线夕
1

(t) 与夕
2

(t)
、

以及角度随t变化的曲线功
:
(t) 与功

:

(t) 在开始阶段

也几乎重合
,

但在某一次与桌面碰撞后开始明显地分离
,

最后导致不同结果
:

二 lim 协
i
(t )= 一5二

t
. 喇> .

== lim 功
2
(t) == 一 6二

卜今 .

(B面)

(A 面)

(3
.

3 )

(3
.

4 )

88
,二么

又势
声
p
.
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_

产 一 一 、 、

~

,
. . 一

J 了

(B 面 )

一
一 6 才

(A 面 )

图 3 两种相近条件下的硬币运动规律
.

这 两 种条件分别是
: h : ~ h: = 2 0

.

05
,

厂。
, 二犷。2 = 。

,

九
: ‘护

= 0
,

刀: = 刀
: = 0

.

1
,
刀: 二刀: = 0

,

唯一的区别是。。
: 二 0

.

0 02 6
,

。。: = 0
.

0 02 5
.

初始角速度的这一0
.

00 0 1 的微

小差别导致了不同的最终位形
.

两个情形下的机械能曲线E : (勺与E :

(今几乎始终重合
,

质心高度曲线夕:
(t) 与

g :

(t )以及角度曲线功
:

(t )与诱
:

(f)在开始阶段也几乎重合
,

只在某次碰撞后才明显分开
.

右上角为虚回所示局

部区域的放大图
.

为什么初始条件这样微小的差别 (叽
、
一。‘

2
= 0

.

0 0 0 1 ) 会最终导致不同的结果 ? 仔细 察看两

个单过程的全部数据
,

发现
:

对于使功
;
(约和诱

2

(t) 两条曲线开始发生明显偏 离的那一次碰撞
,

硬币的方位比较接近于直立¹
,

于是
,

微小的角度偏差么功
。

会使桌面在碰撞过程中给硬币的冲

量矩发生显著的相对差异
,

从而使碰撞后的角速度。二发生显著差异 (甚至反号) ! 这是掷硬

币的结果如此敏感地依赖于初始条件的重要原因
.

然而
,

即使对于固定的 h,

使某次碰撞时硬

币的方位较近于直立的可能性在参数空间 (如。。 ,

必
。) 中并不是均匀 分 布 的 (而且这种分布

也不具有简单的性态 )
,

、

因此也就使得敏感程度在参数空间中也不是均匀分布的
,

而且这种

分布也不具有简单的性态
,

从而使得结果对于初始参数的依赖性显示出高度的无规性 (尽管

是决定性过程 )
.

从连续性的考虑
,

应存在介于。
.

0 025和 0
.

0 026之间的击
。

0
.

0 0 25< 击。< 0 . 0 0 26 ( 3
.

5 )

使得在条件 h= 20
.

05
,

功
。= 厂 。= 叮= O

,

口二 0
.

1之下
,

有

功司 一5
0 0 . 击 O

( 3
.

6 )汀

J.工一,曰

这代表直立的终态 (不稳定平衡)

功
。 l。

。一。 。十 。 , = 一 5“

。

并且
,

(B 面 )
,

对于无论多么小的匀> 。和几> o ,

有

人 }咖
。。。比 : 二一 6二 (A面 ) ( 3

.

7 )

¹ 为给出一个定最的概念
,

我们可称与直立状态偏离‘ 30
.

为
“
近直立状态

”
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由图3还可看出
,

功
. 的确被E = 1处的必值所确定 (参看 (2

.

6 1) 式)
。

四
、

系综的统计性质的研究

我们来提出如下问题
:

如果我们保持功
。= 。 (即初始时刻A 面向上 )

,

但允许叭有一个微

小的不确定性
,

例如¹

l)则最0 ( 口。《e . 。 ( 4
.

其 中
。。。为一个远小于1的指定的正数

,

并设。
。
在此区间中是以均匀的概率分布的

,

那么
,

终结果中月面向上的概率尸是多少 ? 如果犷
。= 必

。= 0,

尸只应是初始高度h的函数
.

由于初始时刻机械能为

刀以及 (4
.

1) 式中的 ‘
。均给定

,

。 1
二, , .

乙 , = 百
犷 6 十

1 。 . ,

一
, .

1

百崛 十 “
、

”十
一

百 ( 4
.

2 )
0

,2.狱己

故知当
, _ 1

“又 1
一百

日
礼 ( 即E 。< l ) ( 4

.

3 )

时必有功
. 二0 (参看第2节中的

尸= 1

“

不翻过条件
, ,

( 2
.

58 ) )
,

即有

I 、 r , , , . 1 。

、

气白
“久 1一百

“
礼) ( 4

.

4 )

另一方面
,

当h非常大时
,

硬币必经过多次碰撞才使机械能 E 小于 1 .

这便使得初 始 不 对称性

(通面向上 ) 的后效性经过几次与桌面碰盆后便事实上消失
,

而应有

P ~ z / 2 ( 当h》 1 ) ( 4
.

5 )
当然h需多大才足以达到这种状态是与鲡大小有关的

. ’

一个有趣的问题是
:
当h从零开始连续增加时

,

尸 (h) 曲线怎样 连续 地 从 (4
.

4) 过渡到

( 4
,

5) ? 它是单调地从 1衰减到1/ 2吗 ? 我们将通过计算来回答这一问题
。

在图4中
,

我们给出功
。= 犷。二 O,

刀二 0
.

1,

是对于每一指定的h值
,

令

k
。 o“= 万

巴咖

来计算这N 个单情形 (令。。= 叭。,

秃= 1 ,

2
,

⋯

这N个结果中A面所占的百分比
,

即

刀= 0
, 。。.

二 0
.

1情形下的尸(h) 曲线
.

具体作法

( k = i ,

2
,

⋯
,

N )

N )
,

其中盯是一个大的正整数
.

尸 (h )则定义为

尸( h )一壳户
1

1

二
百气l 一 “0 5

怀
两 ) ( 4

.

6 )

在具体计算中
,

我们取N = 1 00
.

由图4可见
,

在h、 1
.

15 时
,

尸二 1这一表观决定性的性态突然消失而 开 始一个上 下剧 烈

振荡的过渡阶段
.

大约从 h~ 6开始
,

象过渡区那样的大幅度剧烈振荡基本消失
,
尸 ( h) 曲线开

始在1/ 2附近作小幅度的振荡
.

我们称此阶段为完全随机阶段
.

这里有两点应当指出
:

( i) 在完

全随机阶段
,

并不排除尸( h) 曲线在某一局部又发生稍大涨落的可能性
,

如图4在h== 12
.

4附近

的情形
.

但这种局部涨落无论从幅度还是从宽度上都无法同过渡区的剧烈涨落相比 , ( ii )过渡

¹ 由于已取定如= 犷。二 O
,

使得 诱(t
,
。0) = 一协口

,

一吻)
.

因此
,

研究系综 0《吻《鲡等价于研究系综
一气.《. 。《气二
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区与完全随机区之 间的界线不是截然的
,

而表观决定性区与过渡区之间的 界 线 是 几乎截然

的
。

在 图5(
a
)中

,

我们给出在条件 刀= 。
.

1 5 , 刀= o
,

功
。= 犷。= 。

,

切
。
= 0

.

1之下的尸(h) 曲线
.

与图4条件相比
,

唯一区别是空气阻力系数刀增大了
.

但这一点对尸(h) 曲线的效应是十 分明显

的
:

过渡区明显加长
,

大约到h~ 10 才开始进入完全随机区 (在完全随机区内16
.

2 < h< 1 7
.

1

处又出现一局部的较大涨落)
。

我们应着重指出的是
,

·

尸作为h的函数完全是通过决定性过程的计算而 得 到的
,

我们未

引进任何随机项
.

然而
,

尸(h) 曲线既不呈现任何周期性
,

也不呈现任何单 调 性
.

相反
,

它在

细节上表现出相当无规的性态 只是在 总体的趋势上显现出某些规律性来
.

五
、

过渡区与完全随机区的比较

除去涨落的幅度这一明显的区别外
,

我们要指出过渡区与完全随机区的如下区别
:

在完全随机区
,

单过程对参数极端敏感
,

使得系综的统计性质对干参数的变化相对地不

敏感(即呈现 出某些较为稳定的统计规律性 ), 相反
,

在过渡区
,

由于单过程对于参数尽管敏

感
,

但尚未充分敏感
,

使得系综的统计性质对午参数的变化也 是敏感的 (即不呈现较稳定的

统计规律性 ).

应强调
,

以上说法不只适用于本问题
,

而且也适用于一般的敏感动力系统
.

还应指出
,

上述
“

极端敏感
”

与
“

尚未充分敏感
”

是相对于参数的不确定程度 (如上节

中的
e吻) 而言的 (参看下面图7)

。

为更好说明统计规律性方面的上述差别
,

我们来考察
“

相邻
”

的十个单过程中
,

结果有
n 次A面向上的频率尸(10

,

n)
.

具体作法如下
:

为求某组给定参数 (h
. ,

刀
,

刀,

人
,

厂。,

勺
。

)之

下的函数P (1 0
, n
)

,

我们将h == h。
,

h。士0
.

0 5
,

h
。

士0
.

1 0 的 5 0 0 个 结果 (取 N == 1 0 0
,

每个h有

1 00 个单情形 ) 分成50 组 (同一h
,

按。
。
的增序为相邻的10 个归为一组 )

,

这样统计而得到的

尸(1 0
, n
) 显然以h。

,

刀
,

刀为参数 (取定必
。= 犷。= o , : 。= 0

.

1 )
.

我们在图6( a) 和 (b) 中分别对

于过渡区和完全随机区各给出五组不同参数下的尸(10
,

的
“

曲线
” .

易见
,

过渡区的尸 (1 0
,

的

曲线对参数 (h
。 ,

月
,

劝 极其敏感
,

而完全随机区的尸(10
,

n) 曲线已呈现出相当清楚的统计规

律性
,

并且已相当接近于假定各次投掷彼此独立且每次投掷月面向上概率 为 1 / 2 的结果 (按

照概率论)

凡 (1 0
, n
)= 2

一 ‘OC尝。= 1 0 1
·

[ 2 , o · ” ! (1 0一”)门
一 ‘

(5
.

1 )

下面我们来讨论过渡区与完全 随机区为什么有上述差别
。

在 图7 (a) 和 (b) 中我们分别给出过渡区和完全随机区的k ~ 。。/切
。

关系的典型图 示
,

其中

k = 功
.
/ 二为总共翻转的次数

.

图7 (a) 所示的过渡区k~ 。 。

/ 。. 图中存在着一些
“

长链 结构
” ,

这就是本节开头所说的
“

结果对参数虽然敏感
,

但尚不充分敏感
” .

与此相对照
,

在完全随

机区【图 7(b )〕
,

参数空间已充分
“

破碎
”

·

,

一般说来
,

已不存在使k不变的
“

长链结构
” .

这

是完全随机区的重要特征
。

在过渡区
,

当参数 (夕
,

刀
,

h等) 发生微 ,1’变化时
,

长链的位置
、

长度及其上 的 k 值均敏

感地跟着变化
.

这就是过渡区不存在稳定的统计规律性的原因
, 与 此 相 对 照

,

在 完全 随机

区
,

一般说来
,

长链结构已不存在
,

k~ 。。
/切

。

关系显现出极端的无规 性 质
,

这 使得统计性

质对其它参数 (如刀
,

刀
,

h) 的依赖性反而大大减弱了
,

从而呈现出较为稳定的统计规律性
.
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为了更清楚地看清这一点
,

我们在图5(b )中给出了在与图5 (
a
)相同条件下

、

k一。
。

/句
。

图

中使k不变的最长链的长度l作为h的函数图形
.

与图 5(a) 相对比
,

易见凡尸(/l) 曲线发生大的涨

落 (即显著偏离l/ 幻处都对应着图 5 (b) 中l(h) 图的峰值处
.

这清楚地表明了两者的相关性
。

还有一个有趣的问题是
:

如何解释完全随机区中又出现局部的较大涨落区 (如图 5 (a) 中

1 6. 2 < h< 1 7
.

1 的一段 ) 将它与图 5 (b) 对比
,

易知其原
·

因是这里又出现了较长的长链一般地

说
,

随着初始高度h的增加
,

硬币在达到E < 1之前经历的碰撞次数越来越多
,

因此 结果对于

初条件的敏感性也增强
.

然而
,

敏感性随h的增强并不是单调的
,

因为归根结底
,

单过程对初

条件的敏感性 与
“

近直立碰撞
”

(参看第 3节 ) 关系甚大
,

而碰撞方位本身又是高度无规的
.

如果我们来作掷硬币的实验
,

则出现 象图 5中 1 6
.

2< h< 1 7
.

1那样局部涨落的机会 是 很小的
.

这是因为在实验中
,

不确定参数不只。
。

一个
,

而是所有参数
.

并且动力学参数刀
,

刀在 同一个单

过程中也并非绝对保持不变
。

六
、

与流体力学的某些形式的类比

虽然本文只讨论了掷硬币这一简单的敏感动力系统
,

但所得结果对于理解更复杂的敏感

动力系统可能具有某些启示
。

为了看清这一点
,

我们在本节中将列举此问题与流体力学的某

些形式上的相似之处
:

(i) 此问题中h (或初始机械能E
。

) 增加对应于流体力学中雷诺数 R e 二 (或到
“

前缘
”

距离幼 增加
。

(抓) 此问题中
,

空气阻力系数刀越大
,

过渡区开始越晚
,

过渡区越 长
; 流体力学中

,

粘性系数
, 越大

,

层流失稳 (过渡区开始) 越晚
,

而湍流开始也越晚 (过渡区越长)
.

(iii ) 此问题 中
,

当E
。

< 1 ,

无论多大扰动
,

恒有 功
。 = 0 (尸二 l) , 流体力学中

,

当 R e

< R e 。
(临界雷诺数 )

,

无论多大扰动
,

保持为层流
。

(iv ) 此问题中
,

勿
。

越大
,

过渡开始越早
,

过渡区越短
; 流体力学中

,

来流的湍流度越

大
,

则过渡开始越早
,

过渡 区越短
。

(v
) 此问题中

,

完全随机区具有较为稳定的统计规律
,

而过渡区 的 统 计 性 质很 不稳

定 ;
在流体力学中

,

充分发展的湍流具有较为稳定的统计规律
,

而过渡区的统计性质则很不

稳定
。

七
、

推 广

为了简单起见
,

本文的计算中只选了一个不确定参数。
。。

在实际情形下
,

如 果我们作掷

硬币的实验
,

则所有参数都具有微小的不确定 性
,

例 如 万一
。。
( h( 万十

。。,

一 : v。

成厂
。

《
。。。 ,

一 : 、《。
。
《

。。。 ,

一。伽《如《哪
。

(刀和”仍假定是确定的 )
,

则参数空间成为四维的
.

代替本文

中。
。

一维空间中存在结果相同的
“

长链结构
”

这一过渡区特点的将是四维参数空间中存在结

果相同的
“

大块结构
” .

而完全随机性出现 的条件则是这种
“

大块
”

的
“

体积
”

比 四 维总体

积〔2以 )(2即
。

)(2哪
。

)(2勺
。

) 小得多
.

易知
,

不确定参数个数的增多使过渡区缩短
,

而完全 随

机区中统计性质出现局部大涨落的可能性则大为减少
.

这一想法可推广到其它敏感动力系统
.

设某一敏感动力系统敏感地依赖于 参 数
a ; ,

几
,

⋯
,

‘
.

在某种实验条件下
,

各参数有如下不确定度
:
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张 彬

(云二 1
,

⋯
, 。 (7

.

1 )‘协巴

1几19习

设过程的某一结果为

功二诱(
a : , a Z ,

⋯
, a 。 ; s

) (7
.

2 )

其中。为控制敏感性的参数
,

当 s增加时敏感性增强
.

当 s
大时

,

这是一个高 度 起伏
、

高度无

规但仍然确定的函数
.

我们将功关于
a 。的尺度记为刀

‘,

即当。‘
变化刁

。时
,

功发生显著变化
。

则过

渡区与完全随机区的特点分别是

刁、才
2

⋯刁
,

石。,刃: 一e .

(过渡区 )

和

刀 IJ
2
⋯刁

.

《匀e Z⋯。,

(完全随机区 )

八
、

结 束 语

敏感动力系统是联系决定性过程与随机过程的桥梁
.

仔细研究敏感动力系统有助于增进

对随机过程本质的了解
.

然而这种仔细研究并非容易
,

因此必须挑选简单的敏感动力系统作

为开始
,

象本文中所作的那样
.

对该系统以及其它敏感动力系统的更深入研究可能会揭示出

随机现象的更多的规律来
.

这种研究方式是与通常概率论方法不同的
.

后者是
“

宏观
”

的
,

不管敏感性的细节而由适当建立 的统计性假设来导出统计性结论
; 前者则是

“

微观
”

的
,

从

敏感性的细节来探讨统计性规律
.

在容易建立
“

适当的
”

统计性假设的情形
,

概率论方法显

示出简单的优点
;
在不容易建立统计假设的情形

,

敏感动力过程的研究会成为另一有益的途

径
。

附录 A 动力学方程的建立

我们假定
,

空气阻力方向与硬币质心速度护, 的方向相反
,

大小正比于犷. 及硬币的迎风面积
:

户, 二 一a 扩杯少 Ico s&l (A
.

1)

其中a为有量纲阻力系数
.

旋转角速度苗树阻力的净贡献为零
.

与此相反
,

平动速度护, 对阻力矩无贡献
,

只

有旋转角速度苗, 对阻力矩有贡献
:

M补二 一 a 二
‘ ·

。,
‘

·

2“砂、
‘
一

d 二
’

一番
。。 , a ‘

(A
.

2 )

于是
,

未碰期间的有量纲动力学方程组为
:

, 竺立 , V
扮

诸1 ‘

才”
二

(A
.

3)

d 犷朴

d t.
= 一a 汀a .

le o s沪{犷, 一协 g (A
.

4)

络一
‘

斋一

(A
.

5)

对

「 a o . a . (A
.

6 )

其中



关于敏感动力系统以及从表观决定过程向完全随机过程的过渡 2 11

1
_
_ _ _ .

J 二二二一丁
,

, 刀U .

4
(A

.

7)

为硬币绕自身直径旋转的转动惯量
.

如按正文 (2
.

1) 式引进无量纲量
,

便立即得 出 无 量 纲方程组 (2
.

3)

、(2
.

。)
.

一 ‘

如设第”次碰撞中桌面给硬币的冲量为尸.
,

则冲量矩为

M , 二又川C o s人l凡杯
‘

(A
.

8 )

其中5
.

由(2
.

22 )式定义
.

于是
.

由动量定理和角动量定理得出

, 犷林一 m气一尸二
,

(A 旧)

J“二* 一J。

一M
. , = S

o a Ic o s人1p
. ,

(A
.

1。)

如按照(2
.

19 )式引进无量纲量
、

则(A
.

的
,

(A
.

1的的无量纲形式即为(2
.

2 0)
,

(2. 2 1) 式
.

由(2
.

2的
,

(2
.

2 1) 式
,

易将碰撞后的动能T 石用P
。

表出
:

2,月

口
1�8十

2,翻犷1一2
盖T

一专(
犷

,

+ p ·

)
: +

音(
“

·

+ ‘S
·

,
cO S‘

·

, p .)
’

(A
.

11)

然而碰撞前动能为

T一古
厂 : +令

。“ (A
.

12)

因此

, 卜T. 一
(

一

扮
“: co 。。邪 +

火
+ 、S

.

Icos 、 )凡 (A
.

13)

T 二一T
.

《0 (A
.

14)

几> 0 (A
.

15 )

立即得到

P. 《一 2 (犷
。

+ 。
一

S
。

le o s价
一

1)
·

[ 1 + 45 盖co s ,协
一

]
一 i (A

.

I G )

即(2
.

30)式
.

[ 工」

[ 2 〕

[ 3 丁

L i n
,

C
.

N a t“ra l

L o r e n z ,
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