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在文〔l〕中
,

对如下所示的非平稳随机过程
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,

对于用如下线性方程所描述的线性动力系统
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劝 是系统的单位脉冲响应函数
.

本文是【1 〕的继续
,

我们对单自由度及多自由度系统给出若千结果
.

. 钱伟长推荐
.
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一
、

单自由度系统之非平稳随机振动

考虑如图 1 所示单自由度系统
.
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显然
,
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、.户�、,产n甘1上,1J
.

1

:
(m

; m Z 一 m 置)几
4
+ (

e : m Z
+ c : m :

)几
3
+ ( m

:掩
2 + m Z

儿; + c , c Z
)几

2

+ (
c 、几

:
+ c :

k : )几+ 寿
: 掩

2
= 0

此为系统之特征方程
.

由

m Z o Z _

叭伙一优 ; = 下
一

户 U

及 H u rw it z 条件 (见【1 〕( 3
.

) ) 知
,

系统稳定的充要条件是

c 一脚 :
+ c : m l

c l九
2
+ c : k

-

拼P Z

l
“

阴 1
寿
2
+ 脚

2
存1 + e 一c Z

k
I
k
:

e 一m :
+ c Zm -

c xk
Z
+ c :

k
l

> O

当诸参数给定时
,

可 由 ( 2
.

1的 解出四个特征根 丸
,

礼
,

礼
,

礼
,

于是可写 (当t> : ;
假

定无重根即兄
‘
斗元, ; 公奔 j, f,

j== 1
,

2
,

3
,

4 )
:

附
;

( t一
:
) = 乞 A

, ‘e x p [久‘( t一
:
) 」

,

砰
:

(t一
:
) = 乙 A : ‘e x p C之‘( t一

:
) ] ( 2

.

12 )

式中 A ‘j
为常数

,

由方程 ( 2
.

8) 中条件确定
,

‘. 1

应

A : ‘ _ m Z
久: + c Z

久‘+ k
:

A
Z‘

所以 (2
,

1幻 中八个 A 曰

一川
3
几李

考虑到 (2
.

9 )
,

一拼
3
几考

撰 :
几圣+ e l几‘+ k l

( 2
.

13 )

( i = 1
,

2 ; j= 1
,

2
,

3
,

4) 中只有 四个是独立的
,

它们正好由 ( 2
.

5) 中四

个条件确定之 !

设外力函数 尸( t) 为具有下列谱展式的非平稳过程
:
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p (‘, 一

{
: :
“‘

,

。 ,二p〔‘口‘“Z (“。,
(2

.

1 4 )

则在 【1 」中定理 3 的条件满足时 (比如
,

系统稳定
,

f( t
,

。) 有界) 可写

。‘(, )一 { 、‘
(r

,

。 )
e x p [ j。才〕z (、。 ) (‘一 1

,

2 )
J 月 i

(2
.

1 5 )

式中
K ‘(‘

,

口 ) 一}
一 。

牙
‘
(‘一

‘ )f(
‘ ,

。)
e x p [一j口(‘一

r )」“‘ (‘= ‘
,

“)

其中 附
‘之求法 已如上述

。

知道了 夕, 及夕
:

的谱展式 (2
.

1 5 )及调制函 数 (2
.

1 6 )式
,

便 不 难 求 得 它 们 的

(2
.

16 )

(E 】,
:
}
“ ,

E }夕
:

}
2

) 及谱密度 (S
, 1

(t
,

。 )
,
S , 2

(t
,

。 )) 等
; 同样可得 夕

: ,

夕
2 ; 甲 , 夕。

,

沪
,

相应结果
.

均方值

夕
。

的

特别地
,

当 m 。
= 。,

即ab = 矿时
,

二自由度系统变为非祸合的
L4 ’,

此时运动方程(2
.

4 )
、

.

5 ) 化 为关于 夕: 及 夕:

的两个独立方程
,

互不牵连
,

这就实际归结为单自由度系统之问题(2了

三
、

弹性系统之非平稳随机振动

考虑图 3 所示
,

弹性梁上具有移动随机力的情形
.

运动方程为
:

EJ 器 + c 一 ~

拱 十
口不

袒 aZ夕

9 a tZ

二P (t)d (x
,
一 二) (3

.

1 )

式中P(t)为外力强度
,

d为 D ir a e函数
,
二尸 = 二 ,

(t)

为外力作用点到原点O 的距离
; 夕= 试二

,

t) 为梁

的挠度 ; E J 为梁的刚度
,

E 为杨氏 (纵 )弹性

模量
,

J 为梁的截面惯矩 , 下F / g 为梁的线质量

(单位长度质量)
,

夕为比重
,

F 为梁的横截面

积
, 夕为重力加速度 , c

为阻尼系数
。

方程 (3
.

1) 之解可写为
:

海‘丈
,

1
、 c L 。: ,

1
、

乒‘
:

图3 均匀梁上作用有移动随机力

夕(x
,

‘)= 乙 q 。

(t)X
。

(、 )
(3

.

2 )

这里 X
。

(劝 为振型函数
,

我们取为法正交的
,

r
_ _ _

‘ 1 ,

当

1
.

尤
。

(“ )X .
(‘ )d

“ = 亏
0 ,

当

朴名二二拄

(3
.

3 )
拼斗拄

X
,

满足
:

X “
v 一 k

·

X
·

(
X ‘

v d
4

X
。

d % 4 (3
.

4 )

k
。

是特征根
,

与固有频率 。。

之间有关系
:
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E J
。盖

,

F l下F

g

振型函数 {X
,

} 及固有频率 {。
。

}表征系统的固有特性
,

在一定模型下可从理论 上 计算

之
,

实际上常用激振法获取
.

将 (3
.

2 ) 代入 (3
.

1 )
,

考虑到 (3
.

3 )
、

(3
.

4 )
、

(3
.

5 )
,

可得
:

汀
”
+ 2亡

二

。。

咬
。
+ 。二q

。
= b

。

(矛)P (t) (3
.

6 )

式中
,

2亡
,

C

示。
。’

二 _ 丫F
, , ‘

一

—夕
b
。

(t) =
1 。

,

而
一

人
” L劣 p Lr ) ) (3

.

7 )

X
。

(/
·(, ))一

{
: “(劣

·
(‘)一 )X

·

(
劣
)d %

(3
.

8 )

方程(3
.

6) 代表一个
“

分频系统
” ,

其单位脉冲响应函数 不
,

(t
,

动 满足下列方程
:

aZ

砰

方
”

(t
, :
) + 2雪

, 。。

才
”
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, :
) + 。二研

。
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) == o

研
·
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)
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,

才
·
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)
1
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一“
·
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)
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。
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)二 0 (t<

:
)

(t>
:
)
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.
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△一一

l
二

评
了才..、
、

由此可得
:

)一

}弩
L0

双丁一亡二

不
二

(才
,

动 = (t>
: )

(3
.

1 0 )

面 .

= 口
”

e x p [ 一心
。。”

(t一
:
)」

·

sin 面
。

(t一
: )

(t< r
)

( 0 < 乙
”

< 1 )

e x p [一雪
·。·

(t一
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)〕

·

[面
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·
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r
)一‘
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·
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‘
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.
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(t<
:
)

冲‘一n
‘了
、一一口

月一
.

‘

‘

口一
一日

尹

!
r

l
、

一一
、、.了

r

这里

才
,

(,

现设外力强度 尸(t) 的谱展式为
:

月

!一一
、、.少.

十‘
户了.、

尸

当 f(t
,

。) 为有界调制时
,

f(t
,

。 )
e x p [jo t〕Z (d 。 )

R i

可写
:

(3
.

1 2 )

q 。

(, )== { 、
”

(,
,

。)e x p〔j。 , 12 (、。)
J 刀 i

(3
.

1 3 )

W
,

(t
, :
)f(

r ,

。)
e x p [一 j。(t一

二
)」d

:

(3
.

1 4 )
8

‘一‘

I
J这里

K
。

(t
,

。 ) =

于是得 g (二
,

t) 的谱展式
:

夕(二
,

t)=

其中 K (戈 ; t
,

。 ) =

K (二 ; t
,

。)
e x p [ jo t〕Z (d 。 )

乙 X
,

(二)K
。

(t
,

。 )

(3
.

1 5 )
曰1R

月

!
(3

.

1 6 )

为 g (二
,

t) 的调制函数
.

由 (3
.

1 5 )可得位移响应 抓二
,

O 的均方值为
:
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E ,。(一 ‘, ,
“
一

}
: 1

‘K ‘一 ‘
,

。 , ,
“
S (。, “。

(3
.

1 7 )

非平稳谱密度为
:

S ,
(二

;才
,

。 )= }K (, ; 云
,

。 )}
2
5 (。) (3

.

1 8 )

这里 S (。 )为激励 尸(t) 之平稳基的谱密度
.

类似可得 夕(
% ,

约的相应结果
.
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