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摘 要

本文利用可变域泛函一阶变分表达式讨论了现有的几种自由面重力流叻模式变分 原 理
.

证明

了几种变分原理所以有差别是因为在自由表面采用的贯截条件不同
,

据此将 势模 式变分原理概括

成四种类型
。

分析重力场中二维空腔流动时
,

根据有限元特点在空腔尾部置放一虚拟平板
.

计算中
,

每给

出一个空腔长度
,

均可得到一收敛的自由表面
,

选取在脱流点流线光滑的曲线作为解答
,

从而得

到空腔流动的一组可能解
.

此算法适用于单宽流量及总能头给定时通气空腔流动 计 算
.

最后
,

给

出不同 F r 数
、

空腔压力及坝面坡度等各种情况下的空腔长度曲线
.

一
、

引 言

高速水流绕流物体
,

往往产生空腔现象
,

使物体表面剥蚀
,

机械的效率下降
,

因此
,

空

腔流动研究 日益受到重视
.

空腔流动分析包括明渠水流表面及空腔表面二条自由 表 面 的 确

定
、

空腔尾部流动的模拟两个主要问题
。

自由面重力流问题的特点是需确定自由表面
,

其必须是流线
,

且满足非线性压力 条 件
。

一些作者在采用有限元方法求解这问题时
,

建立同时满足这二个条件的计算格式
。

这些工作

大多从可变域变分原理出发
.

L u
ke 研究 了自由面重力流 必模式变分原 理

。

Ikeg a w a 及 W
a -

s h iz u , “’、

许协庆
〔””们 、

V a r o g lu 及 F in n f“’、 B etts 〔。’
等研究了 劝模式的 自由面重力流变分原

理
.

但是各作者得到的 价模式变分原理形式各不相同 (表 1 )
,

因此引起 一 些 讨 论
.

例如

B ett s 〔。’
认为 Ik e

拳 w a 及 W as hi zu 在推导变分原理过程中
,

遗漏了沿 自由表面的线 积 分 项
。

本文利用可变域泛函一阶变分表达式
,

分析了各个 劝模式变分原理
,

证明了几种变分原理所

以有差别
,

是各自采用了不同的自由表面贯截条件
.

由于贯截条件不同
,

存在四种可能 的 沪

模式变分原理
.

不同类型的变分原理存在 与之相应的计算格式
。

空腔流动存在强烈的振荡
,

且在尾部大量掺气
。

各种定常有限空腔流动模型难免存在物

理上的缺陷
,

由于反映了实际流动部分特性
,

计算绕流物体水动力时
,

都有较好的 结 果
〔”

.

此工作是第一作者在第二作者指导下完成的
.

部分为清华大学研究生论文内容
,

部分是在水利

水电科学研究院的工作成果
.
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本文根据有限元法特点
,

在空腔尾部置放一平板
,

构成
“

挑坎
一空腔

一尾端平板
”

系统
,

得到

空腔尾部一个可能的流动
.

与 R ia b o
uc hi s ky 映 象模型不同

,

尾端平板位置
、

角度及长短均

不给定
.

尾端平板长短与断面间距有关
,

可以缩小断面间距
,

使空腔表面在尽可能长的范围

内满足压力条件
。

表 1 自由面重力流功模式变分原理各种形式书

作
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功
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为启由表面高程; E 为总能头 ; 口 为依赖于自由表面的可变区域 ; r

:

为自由表面
.

二
、

自由面重力流冲模式变分原理

分析图 1 所示 自由面重力流流场 习
.

若采用流函数 势为流动参量
,

且考虑到有势流动假

设
,

以及沿固定边界 r 了法向分速
。。
为零 , 沿进口 断面 厂‘、 出口 断面 厂

。

切向分速
v ,

为零 ;

沿 自由表面 厂
,

法向分速为零
,

压力为常值的条件
,

则 自由面重力流势模式边 值 问 题 提 法

为
:

心协

,

价

图 1 二维空腔流动流场

V
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这是不定边界椭圆型方程拟线性边值问题
。

自由面重力流变分原理的分析
,

可以从 Cou ra nt 【7 ’给出的可变域泛函的一阶变分表达式

出发
。
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重力场中二维空腔流动的有限元分析

考虑到边界 r 八 r ‘及 厂
,

位置固定
,

占尹= (6 x
,

占y) = 。, 在 r , 上 叻值已知 J功= 0
,

则根据泛

函一阶变分表达式
,

得到 J : 、 J
:

的一阶变分为
:

了..J几i一2+了势d 叻
,

乏小劳山.叻
..

厂

子..J+

r

“‘!

一11
v

Z

, “d“
劝

, 。

子劝山 十
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+

占J : = 试 g 一E )衬
·

占护d s

(2
.
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5 )

丫亘,
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另外
,

引入

斌
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占J
。
=

一

而刃不而了却 ds (2
.

6 )

澎
了..J几

盯
4 二 琢万二刃 占护山 (2

.

7 )

式中
,

占势为对应于解答曲线 资
:

上 劝的变分 ; 即 为在边界变动后的边 界 线 即允许曲 线 九

+ 戈
。

上 护的变分
,

两者存在关系

却 = 和 + 叭声
·

劳 (2
.

5)

泛函 J‘的一阶变分由两部分构成
:

( 1 )区域不变而 劝改变时所产生 的
,

劝的 改 变 由 子劝表

示 , ( 2 )区域变化产生的
,

区域变化由边界曲线变分 汾 的法 向分量 小劳 表出
.

自由表面上流速与 r
。

相切
,

功
, ,
斗 0

.

若 子劝独立变动
,

式(2
.

4) 等号右边第二项线积分

项不为零
.

为构成与边值问题(2
.

1) 等价的变分问题
,

须做某些处理
.

事 实 上
,

根据不同的

贯截条件组合式 (2
.

4 )
、

(2
.

5)
、

(2
.

6) 及(2
.

7 )
,

可以得到 四种类型的变分原理
.

( 1
·

) 第 I 类变分原理

令 J : == J : + J : ,

利用式 (2
.
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、
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厂
,

只要给出贯截条件 子劝= 0 (沿 厂a)
,

则方程 占J : = o 即等价于 边 值 问 题 (2
.

1)
.

也即 许 协

庆
「。’“ ’采用的变分原理

.

又因为在 叔= 。时
,

成立

。

ff
,

。
、 ,

。
。

1 rx T ,

。
、 , ,

o

县
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1 0 )

可见
,

Ik eg a w a
等

‘2 ’
采用的泛函是式(2

,

9) 的另一种形式
.

( I ) 第 I类变分原理

令 J , = J 、一J
: ,

则

, : 一

班创会)
2
一
、

一“ ,
孙 (2

.
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考虑到式 (2
.

4 )及 (2
.

5 )
,
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并利用自由表面上匆 与 子势的关系(2
.

8 )
,

将 J势代换 成即
,

则得

d‘!

一11
口

、
“

, J, d“ +

I
,

, 。
“, d ·十

r
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式中
,

d沪是定义在允许曲线上的
,

等号右边第二项积分 须 将卸 从 产
。
+ 击

。

映 照 到 奋
。

上进

行
.

由此关系可知
,

给 出贯截条件 却 = O (沿 资
,

+ 击办
,

则变分方程 占八 = 0 即与边值问题

(2. 1) 等价
.

由于 击钾 。
,

贯截条件 即 = o 等价于

J劝= 一劝
, 。
棺

·

劳 (2
.

1 2 )
、

考虑到式(2
.

10 )
,

可见 Bet tst
. ’所用泛函是式 (2

.

1 1) 的另一种形式
.

(l ) 第 I 类变分原理

V ar 。就u
等没有直接给出 功的贯截条件

,

而是增加一线积分项
,

构 成第 l 类变分原理
。

令 dj l二占J ; 一JJ
Z
一占J

3 ,
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.
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、
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.
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,
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、
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因此
,

dp 独立变动时
,

方程 盯
: = 0 与边值问题 (2

.

1) 等价
,

成立第丁类变分原理

(丁) 第 IV 类变分原理
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、
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.
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.
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,
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故 占劝独立变动时
,

方程 占J ; = O 与边值问题 (2
.

1) 等价
。

这几种贯截条件可用图 2 给予几何说明
.

r
.

及 r : 分 别 为 自由表面的解答曲线及允许

曲线
,

两者相差 }击 卜 贯截条件 J劝= 0 要求允许曲线须通过 r
。

与 势二沪
,

的交点 A
.

贯截条
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件 d沪= O 则要求允许曲线的端点 B 始 终 沿 着 势二劝
:

滑

动
,

因 d势= 0 与 J势= 0 不 相 容
,

此 时 J势钾 0
.

第 l
、

丁类变分原理相应的变分方程自动满足压力条件
.

第 兀

类变分原理独立变量是 即
,

故 J劝须满足关 系 (2
.

5) ;

第丁类变分原 理 独 立 变 量 是 J劝
,

故 却 须 满 足 式

(2
.

8 )
.

卫卫卫

{
‘,,

1 占户 l

图 2

一 } 补
,

1 1祝 }

各种贯截条件的几何说明

三
、

有 限 元 方 程

设剖分后的流场有
n 、
个内部结点

,

相应的 叻
‘
值未知 ; 有

”:
个自

一

由表面结点
,

相应的座

标九 及 如 值未知
.

用下标 艺
、

j分别表示内部结点及表面结点编号
,

并考 虑 到 劝, 即为流量

功
, ,

离散化后
,

泛函 J 的一阶变分为

6J 一

尝斋
、

。+

鑫器
、

, +

欲机 (3
.

1 )

假设流量 劝
,

已知
.

考虑到相应于允许曲 线 上 的 此0) 始终等于 功
, ,

即保证 了贯 截 条件

即 = o 的实现
,

故采用第 I 类变分原理时
,

式 (3
.

1) 等号右边第三项不复存在
,

表面结 点也

仅有一组未知量 分, .

将各结点未知量分别定义为相应的广义座标
,

并记单元及整体广义座标

向量分别为 R
。

及 R
,

两者关系为
‘

户
e

= T
。

户
,

户二 T 菩户
。

(3
.

2 )

式中 T
。

为座标转换阵
·

若 方程排列方式与广义座标分量排列方式一致
,

在广义座标相互独

立时
,

变分方程 dJ = O 等价于方程组

d J

d户
= 乙 T 省

d J
。

d户
。
一

(3
.

3 )

式中
,

J
。

为单元泛函
; 。 为单元总数

.

若采用 N e w to n 一R aP hs on 迭 代法 求 解 非 线 性 方 程

(3
.

3 )
,

则迭代方程为

(影
石Li0

’丁
e)e

一

冤哪(职
”: 一

篡
二) (3

.

4 )

式中
,

L
。

为 J
。

的 H u s s u in
阵

L
。

d
Z
J
。

d户
。
d户

。 (3
.

5 )

采用三角形三结点单元 L ag
r
an ge 型插值函数

,

J
。

近似式为

1

8口e
{〔(, , 一夕。)功

‘+ (g
* 一召‘)沪

, + (夕
‘一 g , )势

。〕
“

+ 〔(
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% ‘一 % *
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)劝
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“

}

「1
,

二
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。 1
一 g o e

L3
一

、夕‘十 , J十 , ”) 一乙 」
(3

.

6 )

式中
,
‘
、

j
、
为为单元结点编号多 。。

为单元面积
.
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四
、

明渠突体绕流计算

考虑图 3 所示流场
.

令表面结点 占二二 0
.

每 结点定义一个广义座标
,

表面结点为该点高

程夕
,

其它均为该点 吵值
.

并假设进口断面流速均匀
,

功成线性分布 , 固 定 壁 面 价值已知
。

0 内部结点

八
内部单元

吞 表面结点

图 3

夕
表面 ‘型单元 仗魂表面 ‘”单元

明渠流动流场划分

为提高收敛速度
,

初始 自由表面给定后
,

调用固定域计算过程计算 势分布
,

作为初值
,

求解方程 (3
.

4 )
,

得到高阶自由表面
,

如是反复
,

直至满足精度要求为止
.

计 算 精度用指标

一比勿
“

一
,‘2·,

“

丁
‘“

/E (4
.

1 )

估计
.

幻 与q, 分别为第 j表面结点的高程及流速模
。

q, 用二维 Lag ra ng
e
插 值方法 求 得

.

图 4
、

5 分别为明渠圆弓形及半圆弓形突体绕流压力系数计算值与实验值 比 较
.

实验数

据引自文献〔8〕(长度单位
:

m )
.

计算表明
,

算法收歇快
,

对初值要求甚低
·

对于 口。
= 7 1

.

4 肠

的初始水面线
,

迭代四次
, a 4

= 。
.

44 肠
。

~~~ ‘. . 叫. . . 户‘. 目州 口一一

共址址
一一

U ooooo

一一一一一训洲月认认认

se c/ m

R. 二0
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图 4 回弓形突体绕流壁面压力分布 图 5 半回弓形突体绕流壁面压力分布
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五
、

空 腔 流 动 计 算

分析图 6 所示有压平面管道及图 1 所示明渠中的空腔流动
.

水流在角点 S 脱体
,

射流下

缘与固壁之间形成空腔
,

通过尾端平板 A l 与下游固壁衔接
.

分别定义点 S 的 沪
、

, 值 及 点

I 的 二 值为相应点的广义座标
.

点 S 的 沪
、

, 值均已知
,

求解时以强迫条件方式 输 入
.

下游

固壁曲线为 夕= 甲(x )
,

因此增加一关于 二 , 的贯截条件
.

点 S 及 I 的计算格式见图 7
.

对于同一初始误差造成的扰动
, 二 , 调整幅度远大于 自由表面高程

,

故 * , 不 收 敛
.

计算

发现
,

固定 二 , 求解自由面高程 , 则收敛甚快
.

且只要另外给出流线在点 S 处 光 滑的条件
,

空腔表面均能满足压力条件
。

故采用方程

厂}/
二。
月 / Z J 止 }桥

、 ,
.

5

尸蒸

I

(卜)

图 6 二维有压管道空腔计算 图 7 脱流点与碰撞点计算格式

二(劣
了

卜(
一

豁)
二_ 二 :

一““一“

(5
.

1 )

确定点 I 的 二 座标
.

式中 0 为挑坎在点 S 处的倾角 ; , = 协(x) 为计算空腔表面曲线
。

计算表明
,

对于明渠通气空腔流动
,

方程 (5
.

1) 的根总存在
.

用弦截法求根
,

一般迭代

三次可满足 !F (x
, )/ tg 0I < 0

.

05 肠的要求
.

对于平面有压管道空腔流动
,

在空腔 数 k = (p
。

一

、 ,

1
_ ,

_
、 , . ,

_
,

一
_ , ~ , _ _ 、 、 ,

一
二

_
二。

,

~ 一
_ , _

_ _
, 、

~
, 、 ,

一
.
~ _

, _

~
, _

_
,

Pco )/音如三相当大时
,

方程 (5
.

1) 没有合理的根
,

具中 Pc
、

P
。

分别为空腔及参考点压力
.

此
『 “

‘ 了

2
「 一 闪 , 叫

一
2 、 ” 碑 ’ ‘甘 ’

一
、 一

’

一
产

一
’ J 卜刁 r

一 一
~ 价

’ . 产 、 ’ 「 一、 工 一 ~ 夕 J / 廿

一~ ~ 2
’

口 矛
m 一月

’ 护目

时
,

假设碰撞点 I 的 ,
座标为相应于函数F (二

,
)绝对值极小时的 二 ,

值
,

求解方程为

}F (劣
z
) , = m in (5

.

2 )

显然
,

k值小时
,

方程(5
.

2) 与 (5
.

1) 同解
。

图 6 中 A l 为一直线段
,

相当于在点 I 处置放一虚拟平板
。

显然
,

A l 不是 自由表面
.

这

与非重力场中的 R ia bo
uc hi lls k y 映象模型类似

.

不同的是 Al 不是上游绕流体的映象
,

且位

置
、

角度及长度均不给定
,

而是解的一部分
。

A l 在 x 轴上的投影即空腔尾部二断 面间 距
,

其长度可由此断面间距控制
,

使空腔表面在尽可能长的范围内满足压力条件
。

图 6 为二组计算结果
,

实验值引 自文献【9 〕
.

图 8 为不同 F
,

数及 k 值 时
,

明渠通气空
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腔流动水面线形态(长度单位
:

下空腔长度与 F
,

数及 k 的关系

(b )

图 8 空腔流动的自由表面曲线

m ); 图 9 为 流速分布
一

(长度单位
:

m ) , 图 10 表示不同倾角
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图 10 大坝通气槽流动计算

六
、

结 论

采用 劝模式时
,

重力流变分原理亦不相同
。

自由表面 劝的法向导数不为零
,

引用不同的贯 截 条 件
,

自由面

计算时须采用相应的计算格式
,

保证贯截条件得到满足
.

( 2 ) 本文采用的计算方法
,

在给定一空腔长度时
,

可得到相应的空腔表面曲线
,

给出

流线在脱流点光滑的条件后
,

可得到一满足压力条件的空腔 自由表面曲线
。

( 3 ) 计算结果表明
,

可以构造一适应有限元法的尾流模型
。

即在碰撞点置放一长度很

小的虚拟平板

一个存在的解

。

流线上端与挑坎相切
,

下端与尾端平板衔接
。

从而得到重力场中空腔流动的
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[ 2 ]
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