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摘 要

本文用 K el lo g g r3 ] 的估计方法
,

证明了 IU int ‘1格式对于无共振转向点问题具有一阶的一致收

敛性
,

并证明了这个估计是最佳的
.

一
、

引 言

研究微分方程边值问题
:

不L [”1三““I, + p (‘)“‘+ “(“ )“= f(“ ) (一 a < “< b )
·

‘夕(一
a

)= A
, 夕(b )== B

若 P (劝笋 O,

那么无论在渐近解方面
,

在数值解方面都得到较圆满的结 果
,

若 P(幻 存 在零

点
,

在渐近解方面已得到了深刻的结果
‘“, “, “, “, ‘“’,

在数值 解 方 面
,

K el log g 〔“’研究了 P, (劝

< O的情况
,

得到了一个小于 1 且 依 赖 于 P (幻
,

抓劝 的误差估计
.

Far re ll[ 7 ,
研究 了P( 劝

= 劝
,

叭 % ) = 石且a > o的情况
,

得到 了类似的结果
.

本文改进了 K el log g 〔“, 的证明方法
,

提

高了误差精度
,

最后
,

我们还得到一个在数值解方面摄动问题的误差阶与退化问题的误差阶

之间的关系
,

从而证明了所得到的估计是最佳的
.

注
:

文中出现的与 e 无关的常数都用 c 表示
.

二
、

渐 近 性 态

研究如下问题
:

卿
= “

人g L一 O

夕“ + P (
二

), , + g (二 )夕= f (x )

)= A
, 夕(b )= B

(一
a < x < b)

(2
.

1 )

其中 。< 。《 1
,

P(0 )= 0
,

P ,
(x )< 0

, 夕(戈 )簇一刀< 0
.

首先
,

我们有
:

定理 2
.

1 若 L , 《0 , , (戈
:
)> 0 , 夕(二

:
)> 0 ,

则夕(二)) 0 ,

其中 二 (〔x
: ,

二 2

〕
、

证明 若 , 在尹((戈
: ,

戈:
)上取到负的最小值

,

那么
,

在 x = x 补 点有
:

夕I,
> o

,

, , = o
,

g (% 书
)夕) o

林宗池推荐
.

屯2 3
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故在 % = 二 .

句二。夕扩 + P (x )夕
, + 夕(二)夕》夕(二 )夕> 0

与假设矛盾
,

说明 试劝》0
.

定理证毕
。

推论2
.

飞 若 }了(幻 }《盯
,

那么
,

(2
.

1) 的解满足
:

.。!、m 一 { }A 一 ,B }卜

韧
这个推论可直接利用定理 2

.

1 得到
.

由【2 〕中的引理 2
.

3 及本文的推论 2
.

1 ,

这就可以推出
:

引理2
.

: 1黑
。(士。)1《

。
(s一 1 ,

:
,

. “人
-

.

_
、 ,

_ _
_ _ _

.

2 a b 、
卜

~ _
、。 ~

阴 刀为俩足 U又刀反m ln . 飞
,

石 刀阴仕怠幂数
。

\ 乙 乙 I

引理 2
.

3 1黑
。(二) I簇

。 , ( [ 一。
, 。」

I “汤
一

I

证明 设 句(火) =
d了

己又, 叭幻
, 对 (2

.

1) 两边进行微分 j次
,

则有
:

{

夕一 1

e z
件(
二

)+ 夕(二)
z

: (二) + (g (二 )+ 夕,
(二 ))

z , (二 )= f
,
(x )一 乙 A ,

, , z 。

(二)

l
二 , (士刀) . (

c

其中
,

f
, =

d 了

己刃
一

八幻
,

A 了
,

一(
。

二
,

)
, ,

一 ( )
。,

因为 P, < 0 ,

由归纳法并利用推论 2
.

1 ,

有 }幻 (劝 }《
c .

引理证毕
。

利用引理 2
.

3 及【2 〕中引理2
.

4 ,

就有
:

定理 2
.

2 若 刀为上述 常 数
,

且 }P (x) I> a
,
二( [一a,

解
,

那么夕(劝具有下述性态
:

fr , e x p f一 办(一 a ) (x + 。、。
一 1 1 + 之 (1 ) (% 、

U 【X ) == < U 《劣 升

Lr : e X PLP 气o )气o 一 x )己
‘

J十之
‘ “ J

气戈 )

这里
,

}
r , {《

e
(j= 1

,

2 )
,

而

一叮〕U [叮
,

b ]
,

夕(x )为 (2
.

1 ) 的

戈([ 一 a ,

一刀〕

x ( [一 刀
,

刀〕

x ( [刀
,

b〕

《
c
(
。‘一 j e x p [ 一 a 。一 ’(二 + a

)〕+ i ) 劣( [一 a ,

一珍〕

《
c
(
。‘一 , e x p [ 一 a 。一 ’(b 一戈)〕+ 1 ) %(〔叮

,
b〕

..万....
盛t胜...........

分
(! )

(二 )

斋
2 (2 )

(二 )

}斋
。‘

·
,
}、 戈(〔一互

,

雪]

若我们设 田 。

满足方程
:

p (二 )切二+ g (二 )田
。

= f(二)
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那么
,

利用〔4 1
,

即可得到
:

定理 2
.

3 设

(‘“
”

(劣 , + ·

“
‘’

(
·

, , 一 p

[一f
, (: )al :

〕 (一 a
簇二( O)

万(
、)= 切。

(戈) +

(, ‘
2 )

(
戈

) + ·, 、
2 ) (X ))一。

!一 {:
, (

·
)d ·

〕 (0 ( 劣《b )

其中 叫
, ,

(x )(‘= o , z ; j= z
,

2 ) 为无限次 可 微函 数
,

且 功。

(一 a ) + 劝石
‘、

(一 a
)= A

,

切 。

(b )

+ 劝石
, ’

(b ) = B
.

则 !歹(
二

)一 , (x ) }(
c 。

三
、

差 分 逼 近

把 [ 一 a ,

们 N 等分
,

设步长为h
,

引进记号
:

D
+ u 。= (

。‘+ : 一 u ‘
)/ h

,

D
一u ‘= (

u‘一 u ‘一 :
)/ h

D
o u ‘二 (。‘

十 ; 一 u ‘一 ; )/ Z h
,

D
+

D
一 。‘= (u ‘十 ;

一Zu ‘+ u , 一 ;
)/ h

Z

P = h/
e

对于微分问题 (2
.

1 )
,

若用带拟合因子 a 。
(p )的差分格式

:

e a 。(p )D
+

D
_ , ‘+ p (二‘)D

o y ‘+ g (
, ‘), ‘二f (二‘) 、

, , == A
, g 二 = B (‘= i ,

⋯
,

N 一 i ) J

来逼近
,

那么有如下结论
:

(3
.

1 )

_ ~ _
_ 、

_
,

二
_

‘ 二

_ _ 二
‘

⋯
,

_
, 、 . ,

_ _
、

_

h
, . ,

_

二 L , _ 、‘ , 、

足理 3. 1 伐 (3
·

l) 的解关士 “ 一致地收救士昭
·

1 )的解
,

关友户= 万
、 ” ‘非贝 整 数 , 为

确定值
,

则当 h * 0 时有
:

a 。

(。) == 玉
。, (一

。) 。。th
(要

一

p , (一
。

) )
+ 。。(1 )

‘ 、 乙 ,

a N 一(p )一乡
, , (“)

c o , h

(
一

杏
p , (“) )

+ 。o
(‘)

证明 当 P , n
为确定值时

,

由定理2
.

3 ,

有
:

lim 夕(一
a + n h) == lim {叨

。

(一
a + n h ) + (势0(” (一

a + n h)

「 l r
一 a + , 几

_ , 、

门、
十 ￡梦宕“ L一a 十 n n ) ) e X PI一 丁 ! P气‘)a s lr

L 乙 J 一口 J 声

= 叨 。

(一
a

)+ 功占
‘’

(一
a ) e x p〔一 , v P (一

a
)〕 (3

.

2 )

而由(3
.

1) 得到
:

1im
毒一》 0

由于 g 。

关于

a ,

(P )
(夕

, 十 1

_
. 、 .

1
. ,

一艺g 。
十夕卜 x ) 十 万P 气一 a -t- . 八 )气y , + 互一夕

。 一 l

石 」
一。

。一致地收敛于 试一
a + nh )

,

从而在上式中以 (3
.

2 )式代入
:

11平
孙一月卜U {平

〔, ‘一 + (
·+ ‘, “, 一 2。(一 + ·“, + 。卜

“ + (一‘,”, “



翔
�

鹏颜

一
一

程

一

鹏

一
林

一

.

1
. , 、 。 , . , . J 、 , 、 , . , ‘ 、 , 、 ,

1
一

_

十 人 p 气一口儿 g 气一口十、打十 1川 ) 一 g 、一 a 十 、朴一 1 ” ) j r~ U
乙 夕

目口
:

li m 旦涟夕)
一乏

一

, ( 一
。
)
。。th「鲁

。, ( 一
a
) 1

几, 0 尸 ‘ L 乙 J

同理可以证明第二式
.

定理证毕
。

~
_

, 卜

~ 、 ,

“
‘ , .l 、‘ ~ 1

.

, 、 , ,

1 1
.

,

八 一
_ , , ,

一
,

一 一 一
囚此

,

抚 1! J日然职远取 口‘==
一

石 PP Lx ‘) c o t n 气石 PP L劣‘) 卜 右 x ‘o == U
,

刀l、么职敬 户及但 a ‘o = 1
,

‘ 、 ‘ ,

即 ( 3
.

1) 式为著名的 I L
产

in 格式
:

;
_

.

_ 1 ‘ :
I

_ _
、 l 扒h 、、n n

_ , _ n
_

. _
_

‘几y ‘一 石夕‘I ‘吸‘u L” !
.

石二 1 1口
+
口

一 V ‘个少‘刀
oy ‘宁 g ‘y‘= J ‘

‘ \ \ ‘匕 1 1

( 3
.

3 )

这里
,
p 。= p ( 二

‘
)

, g ‘= g 恤
‘
)

,

f
‘= f (二

‘
)

.

对于差分算子 L 。 ,

有下列性质
:

引理 3
.

1 若 “
为网 格 函 数

,

且 “。> 0,

0《玄《N
。

证明 “满足
:

“二> 0
, L 、“.

( 0 (玄= 1⋯N
一 :
)

,

则 ”‘
> 0 ,

, ‘

⋯
_ _ . 卜

_

、, _ f _ P、 了
_ _
比 r Pl h 、 八

二 , ; 二 ; 二

月 L“‘
, ‘

” , “N 一 , )
‘

== 气- 龟元L
c o ‘n
气飞奢)一 1 )

u 。+ 乙‘u ‘, 乙 , u , ”
’

L , “N 一 , ,

PN 一 1 2
_ _ 二 t

了PN 一

沂、
.

、
_ . , r

_ .

、,

一兰资资
, , e o th‘里令 l竺 , 一 1 、“

、
+ L 。林 , . ,

》 ( 3
.

4 )
Zh 、一

‘一、 2 。 / ‘

/ 一
N ’

一
‘一 ‘

/
、 。 . , z

A 为三对角阵[
a ‘ ,

一、, a ‘, . , a ‘, . * ,

〕
:

_ _

勿 Z
_ _ , ,

_

了扒h 、
.

、
a ‘, ‘一 : =

常气
c o , h又豢)一 ‘) (‘一 2

,

一 N 一 1 )

_ 扒 了
_ _ 、、 l 九h 、

二

、
, , 二 、 : . 、

u ‘, ‘~ 一丽人
‘ u L”

、一丽
一

) 一主) 、’= 土 , “” ‘v 一工 )

_ P‘ Z
_ _ 、 t 了P‘h 、

. ,

、
, , 二 、 , _ 、

a . , ‘十 : =
一

裂
.

一

1
e o th l毛兴牛】+ 1 》 ( i == 1

,

⋯
,

N 一 2)“ ,,
. 十 ’
一 Zh 、

”“ ““、 Z e
,

’ 二

,
、’

一
二 ’ 一

”
‘ ’ ‘产

万 一 1

因此
, a ‘,

, ) o ( i铸j)
, a ‘, ‘< o ,

且乙
a ‘,

, ( o
,

故由 [ 1 2 ]
,

即有 A
一 ‘
《o ,

而 ( 3
.

4 ) 的 右 端
J一 1

向量为非正
,

即有
。‘> 0 , 0 ( 宕《N

.

引理证毕
.

直接计算有
:

引理 3
.

2 L : [ 1〕( 一刀
.

定理 3
.

2 设g ‘为 (3
.

1 )的解
, 刀(工

,
)为( 2

.

1 )的解
,

则 },
‘一 , (火

‘
) !《

c h
。

证明 我们分段估计
: 1: .

1= !L心‘一L 、
叭为 ) }

.

在〔一
。 ,

一川上
,

设

L。可
, ’= L e x p [一p (一 a )。

一 ’( , ‘+ a )〕== L 。‘” ( x
‘)

那么
:
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L 。“’(二) == 。一 ’P(一 a ) [P(一
a

)一P(二 )] 。“ ’(戈 ) + 夕(二)
。‘” (、)

L 、v (‘)
(二 ) 二

。 ‘ ,
_ _ 、 _ ,

_

_ t
Z I _ ‘ _ 、 t _ _

八
_ .

_
_ ,

I P
, ‘ , 、 _ , _ 、

八
‘夕、汤J 万l u u 吸万尸、ee u )“己

一

Is ln ll 吸万
一

气P 气一“ )一P 气劣) ) 户
、 ‘ I 、 自 I

”“ n h

(孟
一

, (二 )”
。一

)

42 7

。“ ,
(二 )

+ 夕(戈 )
v ‘” (戈)

}: 。

一(, )一 : 一 (戈) }、一全
一 p :一(戈 + ·

)一 〕

而设
:

L o z
万

, ’= 肠
‘” (二

‘
)

,

那么

L 几·“’(“ ,
’一“

“’‘一 , , (
·

I::{:(
·

1卫撼笋
兰)

一

1
+

!
d 2 2 “ )

(% )
d % 2 !)六

‘
·

(
”+ 一 ’

J::{:二
p
卜一

‘
(‘+ ·

, 〕“‘)

(
c {h + (

s inh (叩 ))
e x p [ 一 a 。一 ’(% ‘+ a )] }

结合上面的估计
,

即有
:

(, h

⋯
, ‘ _ 二 、

, ,
_

、 _ , ,

二 丫
lr ‘}乓 c 嘴!万 十 s ln n L夕h 巴

一 ‘

) , e x p L一a Lx ‘+ a )￡
一 ‘

J十 九 卜 又一 a
乓劣‘气一刀)

、 、 ‘ , 夕

_
,

_

, _ ‘ 、

! d 了
, 、

l
_ , ~

曲在 L一”
,

”」上
,

田 1而
了叭 x) !乓

“ ,

得
,

,一 ,‘
·

(l::!:(
·

!斋
。‘· ,
卜}斋

。(·,
!)
“·‘

·”

类似的证明可以得到【刀
,

句上的估计为
:

_

rl h

⋯
, ,

_ . 、

、
_ , , 、 _ , _ ‘ ,

、

lr 。!气
c嘴吸万十 s i n 红 叹a 九e 一 ‘

) 刀e x PL一a 灭O一戈 . ”
一 几

J十 九 卜
、、 心 I J

由于

L 。〔e x p〔一 a
(“+ a

)
。 一 ‘〕,《一 誉

e x p〔一 a (
“‘+ a

)
。一 ’〕 (一

a
《二‘《一。)

L 。〔e x p [一 a (b一二‘)
。一 ’]〕、一 誉

e x p r一a (b一 x ‘
)

e 一 ’〕 (。( x ‘
、b )

这里的 c > O
,

及引理 3
.

2
,

可 以选取闸函数
:

(h + e s in h (叩) )
e x p (一a (二

‘+ a
)。

一 ’
) + h

h

(h + 。 s in h (a p ))
e x P(一 a (二

‘+ a
)
。一 ’

)+ h

(一a 《 x ‘
《一刀)

(一刀( 二‘《冲)

(刀《况‘( b )

r..之

!
C

一一叭

满足
:

L ,
(功

‘
士

: ‘
)《 0

由引理 3
.

1
,

即得到
:
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l
r ‘

1《劝
‘《 c h

定理证毕
。

已经有许多用 IL
’

她 格式解具有转向点问题的数值例 子 (〔5〕
,

〔7」)
,

计算结果是令人满

意的
.

附 录

引理 2
.

2的证明

考虑方程
:

丁
“

竺
l g L

” + P (二)夕
‘

+ 夕(劣)夕= f(x )

粉)假设给定
,

梦(b)= B

(刀( 劣《b)

化为等价的形式
:

锰
。. 分 + (一P(x )夕

‘

)= 一 f(二) + g (二)梦= h(二)
,

(刀《劣《b)
刀)

,
梦(吞)~ B

由推论(2
.

1)
,

有 }甘幼) }《e
.

引理1 }g (‘) (b ) !《c
.

证明 设尸(二)为 一P(二)的一个不定积分
,

则我们得到
:

(粉《戈《b )

此处
:

利用不等式
:

(才) “)

又由推论 2
.

1
,

从而

。‘“ , 一。
。

“, + kl + “2

(:
e‘p〔

’

一
(p (“)一p (‘))〕dt

。,

“ ,一l:
之“)d ‘

Z‘X , 一

l;
“一”(‘)一p〔一 。一 (尸(, )一尸(二))」“

e x p [ 一。
一’

(P (t)一P (二))〕《e x p [ 一 a 。一 王(卜
劣)〕

即有 !h(二)1二 }g (二), 一f(二)!《e

}Z (, ) !、
{l:

。一““, e‘p〔一a 君一‘,一, , d‘

、·

}(:一
p卜

a (‘一,一 , d ‘

{‘
·

因此 t夕, (“) }《e
.

而常数 儿:
和 k :

必须满足
:

“1 + “2

1:
一p〔一 ‘一‘p ‘“, 一 p (‘, ,〕d ‘一“‘”, 一 y , (”,

寿1 = B

因为P (二)在[ 一a ,

b〕上有界
,

P (b )一 P (t)《e (b 一 t)
,

因此
:

l:
一 p〔
一

(p ‘“, 一p “, , , d ‘> 二 (“> 0’

我们即发现 棍《此
一 , ,

因此 1夕
‘

(b) }= {k
,

,( 。
一 ’,

故当 i= 1 时引理成立
,

如果 f> 工
,

可以通过归纳法及重

复微分方程(2
.

1) 而得到引理 1的结果
,



无共振转向点问题的数值解

}夕“ , (二)1《e (1 + 。一‘e x P[ 一 a 。一‘(b 一二)〕)

4 2牙

引理2

证明 用归纳法证明
.

由引理1
,

不等式当 i~ 0 时成立
.

对 方 程 (2
.

1) 两 边 进 行 微分 i一 l 次
,

设
二二砂

) ,

则我们得到
:

一 。: ‘

+ (一P (二))之= h (‘)

其中 h (二)仅依赖于 夕
,

P
,

f及它们直到 i一 1 阶的导数
,

由归纳法假设
:

lh (二)1( e {1 + e 一 ‘十 , e x p [ 一 a 。一’(b 一 x )〕}
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