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�, ��年 �月 � 日收到�

摘 要

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 � 的函数的假设
一

『
,

利用平衡方程和屈服条件
,

本文

导出了裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表达式
。

将这些一般解析表达式用于具体裂纹
,

我

们就得到 �型
,

�型
,

�型及 �一 �复合型裂纹尖端的理想塑性应力场
�

前
一 二� �
�

�
叫�

� �� � �

厂粗

关于静止裂纹尖端的理想塑性应力场�’�� 题
,

� � ��� �� � � � 【”
、

�� �� 汇“ ’及 � � ��和 � � � �����

�� � � 〔”’曾进行过研究
�

但是
,

他们都未对静止裂纹尖端的理想塑性应力场作过全面而完整的

论述
�

另外
,

平面应力下 �型裂纹和 �一 �复合型裂纹尖端的理想塑性应力场在文献 中 未给

出
。

为此
,

本文提出一个很简单的方法来解决上述问题
�

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 � 的函数的假设下
,

利用平衡方程和屈服条件
,

本文导出了裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表达式
。

将这些一般解析表达式用于具体

裂纹
,

我们就得到 � 型
、

�型
、

� 型及 � 一 �复合型裂纹尖端的理想塑性应力场的解析 表 达

式
�

本文的一些结果与文献 ��
,

�
,

�� 中的对应结果相同
,

这就证明了本文的方法是正确的
�

二
、

反 平 面 剪 切

将极坐标系 ��
,

�� 的原点放在裂纹的尖点� 上
,

如图 � 所示
�

对于反平面剪切情形
,

设 剪应力分量 � ,

和 � , 都只是 � 的函数
,

于 是
,

平衡方 程变成
�

��
。

�

一石卜� 丁,

� �
口 口

��
�

��

而屈服条件为
�

� � � � � � � � 寿
�

��
�

� �

其中 � 为材料的剪切屈服极限
。

利用 ��
�

�� 和 ��
�

��
,

我们导出 � 型裂纹尖端的理想塑性应力场的一般 解 析 表 达式

朴 钱伟长推荐
�

��与
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为
�

二 , � 士掩
, � ,

�� � ��
�

��

不��

丫 ,

� � � ��� �� � � � �  �
, � � � � � � �  �一 � � ��� �

�

��
�

��

其中 � � 和 � �
为积分常数

。

将 ��
�

�� 和 ��
�

�� 直接用于 � 型裂纹
,

我们就

得到 � 型裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表达式为
�

裂纹

� � � �、�、晋
�

一 � , ‘ , 一“ ��
�

��

� � � 二��� �� 二

该结果 与〔� 〕的相同
�

� ,

� 一寿� �  �
, 了 �� 儿� �� � ��

�

� �

三
、

平 面 应 变

假设裂纹尖端的正应力分量 �
, 、

� , 和 剪应力分量 � , 都只是 � 的函数
,

则 平 衡 方 程 变

成
�

� �
� �

� �

� �
,

一 � , 一 。,

留
一

� �� ,� 一 。

��
�

��

而平面应变屈服条件为
�

�。
,

一� � �
�
� ��

, �� � �寿
�

’

��
�

� �

利用 ��
�

�� 和 ��
�

��
,

我们导出平面应变裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表达

式为
�

� , 。�� 士寿
, � ,

� � 。� 方�干����一�
�
� ��

�

� �

和
� �。� �� ��� ���一 �

。

�� �
� � � � �佃一�

。

�

� ,

二 一�� � � � ���一夕
。

�� �
� � �� 忿��一�

。

�� ��
� 。� �

� � � � ���一�
。

�一�� ��� � ��一�
。

�� �
‘ � ��

�

� �

这里
,

�‘
��� �

, � , � ,

��为积分常数
,

�
。

为待定常数
�

若平面应变裂纹尖端的理想塑性应力场存在着径向的应力间断线
,

则有
〔� ’�

时 � 心
,

介右� 介�
,

时一� 丁� �斌厢泛万孚 ��
�

� �

从式 ��
�

�� � ��
�

�� 容易看出
,

径向间断线只能出现在应力区 ��
�

�� 中
,

而应力区 ��
�

��

中的应力分量 ��
, � � ,

介。
都是 连续的

。

将 ��
�

�� 和 ��
�

�� 用于 �型裂纹
、

�型裂纹及 �一 �复合型裂纹
,

我们就可 以导 出 这

些裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表达式
�

结果表示如下
�

� � � � 型裂纹 �型裂纹尖端的理想塑性应力场为
�

‘, “� “‘二“ ,

一
“�‘� �“

,

耳��
一“�� � 兀士一

�“�

, ’ “�‘《“‘�汀“,

一
“

, � ·

一
“

�
‘一�

�
“一誓�〕

��
�

� � �

��
�

���
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� � �二��《�簇二,
,

一
“�‘� �“

,

�牙
一“��士

、

一 �“�
��

�

�� �

当 �� �
�

�刚万时
,

本结果 与【� 〕的相同
,

但〔� 〕未给 出解析表达式 ��
 
!∀

 # ,

是 材料的屈

服强度
。

(
2

) I 型裂纹 I 型裂纹尖端的理想塑性应力场为
:

r) o( 0《(二 + 2
) /

s , r , ,
= k

,
a

,

= 。,
== 一2k9 ( 3

.
7a )

2 ) (
二 + 2 ) /

8 《8( (5二 + 2
) /

8 ; : , 。
= 一k eo s

_/ 。
5 兀 + 2 \

乙l 口一一 几一
- l

\ 吕 /

纷
一 干“

sin
Z

(

“一竺尹
一

)

一

岁
“

(5
二 、 2 )/ 8、。、3二

/ 4 , · , 。

一
、

,
a

,

-
a 。

一
“

1

1 + 2

(丫
一“

)〕
3二

/
4 、“、汀 ,

一
“5‘n Z“

,

耳;}一
“(1 士

。。5 2 ”)

(3
.
7b )

(3
.
7e)

( 3
.
7d )

该应力场 (k = 几/斌落) 与【1 〕的相同
,

但【1 〕未给 出 (3
.
7 b)

·

(
3

) I

一
I 复合型裂纹 I 一

l 复合型裂纹尖端的理想塑性应力场为
:

第一种
:

间断应力场

该应力场由六个应力区组成
,

径向线 口= 二一a 是 应力间断线
。

1
) 一 二

( 。《 一3二
2
4 ; : , ,

= 一 、,
i
。

: 。
,

竺
·

飞= 、( 1士c。 、 : o )

灯 8 声
(

3
.
s a

)

2
) 一3二

/
4
( 9 《 一万+ j。 : , , 二

4
一k

,
a

,

=
a ,

=
“

(

1 十

誓
+2
0) (3.sb)

3) 一
晋
+“( “( 晋

+“; ‘

一
“, ‘n Z (“一。)

,

昙;卜
”〔(1 + 二 + 2 占, 干一

2‘”一 d , 〕
(3

.
se)

4 ) 补权“、。
十件 介。一 “

,

丙一 ae 一

K

l+
一

誓
一2 “+ 4

习
5) 3二

/
4 + , 簇口( 二 一a , : , ,

== k
s

i
n Z

(
? 一 0 )

g ;
}

一〔(1 + 4。一 2: ) 士一
。

2 (
, 一 。):

6 )
二

一、“、汀 ;

一
“51· 2 “

,

g
;

} 一
“(1土一

2“)

(3
.
sd )

(3
.
se)

(3
.
sf)

其中

丫= 一Za ,

d =

_

_

l 一a 十

2

c
Qs Z a

2
( 3

.
9 )

从式 (3
.
sc) 得到裂纹线上的剪应力

r , ,
( 0) 与角 d 的关系为

:

二 , 。
( 0 ) = 一 k sin Z占 (3

.
10 )
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当
.
介。

(
。) , 0 时

,

我们有

d= ?= a= o (3
.
11)

于是式 (3
.
8) 表示的应力场就变成 I 型裂纹尖端的理想塑性应力场 (3

.
6)

。

所以
,

间断应

力场 (3
.
8) 是 I 型应力为主的 I 一

I 复合型裂纹尖端的理想塑 性 应 力场
.

占表示 I 一
I 复 合

型裂纹尖端的应力场偏离 I 型裂纹尖端的应力场的程度
,

而应力间断正是 由这 种 偏 离 产生

的
。

当 k== a a/ 斌了时
,

式 (3
.
8) 与文献【2 」的相同

。

第二种
:

连续应力场
·

该应力场由七个应力区组成
,

没有应力间断
。

(
3

.

1 2
a

)

(
3

.

1 2 b )

、,产、、.少、、.尸
,土今口nJ

(
3

.

1 2
e

)

4
)

一、”、一 3二
/
4 , ·

一
“s‘n Z“

,

g
;

}

一“(1士一 2“)

一 。二
/
4 、。、。

2‘; · , 。

一
*,

a
,

一a 。一 “

!

1+ 2

(祭
+“

)〕
BZ, ( 0 《0:/, : r ,

= 一 存eos Z (0一82,
)

,

答;}
一 “

1

1 + 2

(粤
+“

2/

)〕
干“5‘· , ‘“一 “

2‘,

0 :‘《0《0:

_ ,

「
J . _了 3 兀 。 、1

T r口
=

尽 s U 护
=

U e
= 一召1 1 十 “

一
丁

一

一 口2 万!一邵t口一叭 j
L 、 4 一 , J

(
3

.
1 2 d )

5
) 0

:
( 0 簇02; : , ,

== 一寿co
s Z (0 一 82)

,

g
;

} 一
“

}

1 + 2

( 祭
一“

么

) 〕
干“S‘· 2

( “一“
2
’

(3
.
12e)

右) 口
2
( 8 ( 3二

/
4 ; : , 口

= 一 寿
,

a
,

=
a 。

=
一“

卜
+2
(普一 “

)〕 (3.12f)
7) 3二

/
4 、。、汀;

一
“s‘n Z“

,

g
; 卜

一“(1 士一
2“)

(3
.
129 )

其中

0
,

1

.

5 汀 + 2
,

J
,

(
0

)

门下 了= 土
一 一 一二一一 十 一

一

1 万一
-

口 Z
J 一 艺 4 斥

0
,

、
,

兀 + 2
.
a

,

( 0 )

n
一
,

r
= 士

一

-

~

几 一 十 一 ;,
-

口 l 夕 一 匕 4 斥
(

3
.
1 3 )

再(0) 是裂纹线 (0 = 0) 上的径向正应力
.

由式 (3
.
13) 容易看出

,

当 a ,

(
O

)
= o 时

,

0
,
= 一8

:/= ( , + 2
) /

8
,

口
2
== 一8

2,
= (

5 二 + 2 ) /
s

,

从而式 (3
.
12) 就变成 I 型裂纹尖端的理想塑性应力场 (3

.
7 )

.
所以

,

连 续 应力场 (3
.
12)

是 I 型应力为主的 I 一
I 复合型裂纹尖端的理想塑 性 应力场

.
a’(0) 表 示 I 一

I 复合 型裂纹

尖端的应力场偏离 I 型裂纹尖端 的应力场 的 程 度
,

式 (3
.
12) 一 (3

.
13) 文 献 〔2 〕未 给

出
。

四
、

平 面 应
一

力

对于 平面应力情形
,

M i
s e s

屈服条件为
:

a , 2

一a ,
a 。

+ a e 么
+ 3

r , e Z

=
a

a Z

(
4

.

1
)



静止裂纹尖端的理想塑性应力场 419

利用式 (3
.
1) 和 (4

.
1)

,

我们得到平面应力裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表

达式为
:

:, 。一c: sin (o 一0
。

) +
c Z 0 0 5

( 0 一 e
。

) 飞 (4
.2)

ae== Za,

== Z e
; e o s

(
0 一 B

。

)
一Zc

: sin (8 一 0
。

)
J

和

r , e
=

c 。 s
i
n Z

( 0 一0
。
) +

c ‘ e o s Z
( 0 一 0

。

)

a
,

== 一c。 e o s
Z 钾一8

。

)
+

e . s
i

n Z
(

0 一 6
。

)
+

e 。

a ‘
=

c 3 c o s
Z 佃一0。

) 一 几 sin Z (8一B。

)
+

。。

这里 c.
(‘二 1

, ‘ 二 ,

5
) 是积分常数 , e

。

是待定常数
。

若平面应力裂纹尖端的理想塑性应力场存在着径向的应力间断线
,

则有
【” :

时 = ‘
, : ‘二哺

,

时 一‘ = (4 时 一
3a 卜12 T’沪 (4

.
4)

从 (4
.
2) ~ (4

.
4) 容易看出

,

径向应力间断线只能出现在应力区 (4
.
3) 中

.

将 (4
。

2
) 和 (4

.
3) 用于 I 型裂纹

,

I 型裂纹及 I 一
I 复合型裂纹

,

我们就可以导 出 这

些裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表达式
.

结果表示 如下
:

(1 ) I 型裂纹 I 型裂纹尖端的理想塑性应力场为
:

1) 0《6《口
1

a 。 .
, _

Z a
。 。

了 , ‘
=

汤
二 “‘n “ , 口‘

= “口·
= 砂盲

cos“ (
4

.
s a

)

2
) 0

:
《口《0:

‘· 。

一令
一

(

‘+ c o s 2 0
2
,
s‘n Z ( o 一o

:

卜 sin20:eosZ(0一8
2
)

之}
一

令卜
1+ 3。。· 2 “2, 土

令
“+ 。。5

2 “
2
,
_
一

, 2
( “一氏,

( 4
.
s b )

士
一

今
s‘n 2 0 5‘n Z (“一 “

2
,

3 ) 0:《6《二

、,

一晋一‘n Z“
,

幼一令(1士·

os2

。)

这里 口= e:是应力间断线
.

0= 0;上的应力连续条件给出确定 e:和 0: 的两个方程为
:

(一 1 + 3 eos Z口
:
) + 3 (1 + eo s 28

2
)
eos Z (0

、一6
2
)

+ 6 sin 20: sin Z (0
:一0:)= o

(4
.
se )

(4
.
6a )

_。 、

1

叉一 1 十 3 C O S Z口 ,
j 一下万 L l 十 CO S

4
2 0

:
)
e o s Z ( 8

:
一0

2
)

一万
“’n 2 0

: s
i
n Z

( 0
: 一 82) ==

2

斌 万
eo s 口: (4

.
6b )

数值计算给出
: 0 、

=
79

.

8
‘ ,

0

:

= 1 5 1

.

2

’ .

该结果与文献〔1〕的相同
.

( 2) 1 型裂纹 I 型裂纹尖端的理想塑性应力场为
:

i)
一

。《口《夕:



峨20 林 松 拜

T尸J 二二

a
s

澎丁
eos o,

a a
== Z

a
,

= 一
2叮

a

斌了
sin o (4

.
7a)

2) 0:( 0《0
2

耳;卜
一

令‘一 ‘+ 3
一

2“2)士
一

令(1+。。 3 2 0
2
)
c o s Z

( 。一。:)

士
一

令
一

s ‘n Z “: s‘n Z ( 6 一 e
:
)

: · ,

一;a-- “+ 。0 5
2 “2, s‘n Z (“一 ”2, +

令
s‘从 2 “

2 005 2(刀一 “2)

3 ) 8
:
《0《二

·

纷一令
(‘士co

s ““,

汤
其中 口= e

:
是应力间断线

,

李
sinZ口

乙
(
4

.
7 e

)

用以确定 。
:
和 02的方程式与 (4

.
6 ) 相同

,

但是
,

(
4

.

6
b) 的右边要用一 入

、
i
。

0
:
来

丫 O

代替
.

结果是
: 8:= 51

.
1. ,

0
2

= 1 1 7

.

5
‘ .

(
3

) I

一
I 复合型裂纹 I 一

I 复合型裂纹尖端的理想塑性应力场为
:

1) 82簇8《 二

纷一令
一

“士cO
S Z“,

,

介。

一令一‘·
2 ”

(4
.
sa )

2) 8 1
《0镇0:

该区的应力表达式 (4
.
8协 与式 (4

.
7b) 相同

.

用来确定 O:和 02的公式与 (4
.
6) 相同

,

但是
,

式 (4
.
6 b) 的右边 要 用 2。式0:)/a

,

来

代替
,

而 a ,

( 0

:

) 是 0= 口:上的径向正应力
,

即

a ,

(
8

:

)
==

a
,

(
0

)

e o s
o

: 一: re
(0)

sin o; (4
.
se )

3 ) 8
1,
《0( 01

a ,
= Z a

,

= Z a
,

(
0

)

e o s 口一2 : , 。
(

0 )
s
i
n

o

: , 。
= a ,

(
0

)

s
i
n

o +
:

, 。
(

0
)
e o s

o

,

}

(

4

.

s
d

)

这里
,

外(0) 和 ‘ ,
( 0) 分别是裂纹线 (0 = 0) 上的径向正应力和剪应力

。

它 们 满 足 如下关

系
:

a ·“

‘”’十一
“

‘。, 一

(了考) (4
.se)

4) 02, 簇0( 夕l,

a 月 a 。 , _ _ _ 。 , 、

_
a

。 , _ .

a

奋了=
一

了
气1一3 “0 5 艺口“‘

) +

一

矛
一

L

l

+

“0 5 ““玉)“0 5 “‘“一“玉)

一

百
一 s : n 2 0 二

·

s

i

n
Z

(
0 一0 ;) (4

.
s f)

: , ,
=

一

粤 (i+ cos20二) 51。 2 ( 口一 e 二)一
4 矛

sin 28二eo s Z (0一0
:,

)
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5) 一 汀
( e 《氏

产

口
,

a e

a
B

一

令 (1士
乙

c o s
2

0 ,
, r ·。

一令
s‘n 2 0

( 4
.
8 9 )

确 定 0;‘和 8 2‘的 方 程 与 (4
.
6) 相 同

,

但 是
,

要 用 01‘ 和 82‘ 分 别 代 替 0:和 0:,

以

一 2。 ,

(
0 厂)/a

,

来代替式 (4
.
6 b) 的右边

。

从式 (4
.
8) 容易看出

,

若 ar(0) == 0 ,

则 : , 。
(

0
)

I 型裂纹尖端的应力场 (4
.
7)

.
所以

,

应力场 (4
.

尖端的理想塑性应力场
。

=
a

a/ 刚 3
一
,

从而应力场 (4
.
8) 就 变 成

8) 是 I 型应力为主的 I 一
I 复合型 裂 纹
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