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摘 要

本文提出一种渐近方法
,

用来分析一类强非线性自治振动系统
,

给出了振幅和相位所满 足 的

方程
,

并确定了极限环的振幅和稳定性
。

一
、

引
‘

言

如所周知
,

应用奇异摄动法可以有效地处理弱非线性问题
〔‘, “’,

但处理强非线性问 题 则

较为困难
.

K y 3 M a 澎
”’和L u ke t‘’曾用两变量展开法研究过有缓变系数的强非线性系统和非线

性波 W lii th a m 〔“’用平均变分法讨论过非线性波问题
,

最近
,

B盯to n , ’提出了一种时间变换

法
,

分析了强非线性振子的极限环性态
。

在本文中
,

我们提出一种较为简捷有效 的 摄 动 方

法
,

不仅可以给出强非线性振动系统的极限环振幅
,

而且可以鉴定此极限环的稳定性
.

假设强非线性自治振动可用如下方程描述
:
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其中
, 夕

、

f为它们的宗量的非线性解析函数
, 。> O为小参数

。

我们还假设
:

对应于
: = O的退

化问题有周期解
.

下一节我们概述求解 (1
.

1) 的方法 ; 接着用此法分析一个特例—修正的
v
an de

r Pol 方程
,

得到了与文献〔6] 一致的结果
,

并且判定所得的极限环是稳定的
.

本文的

方法可望应用于其它一些强非线性振动和波动问题的分析
。

二
、

方 法 的 描 述

当。二 O时
,

方程 (1
.

1) 化为

d
Z“

.

刁*
, 一

+ g 气“)= U (2一1 )

假定 (2
.

1) 有周期解

其中
a
为振幅 (常数 )

,

且

“= u 。
(
a ,

沪) (2
.

2 )

劝为相位因子
,

u0 为劝的常周期函数
,

不失一般性
,

设该周期为 2二
,

而

杂一
”

。

‘
“
’

(2
.

3 )
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亦即(2
.

1) 的解的周期为

T 二
2汀

B
。

(
a
)

(2
.

4)

由于 (2
.

1) 为非线性方程
,

所以周期是振幅的函数
.

容易证实
, “。(

a ,

刃满足

B :

令
+ 。(一 , 一。

(2
.

5 )

现在我们假设 (1
.

1) 的解仍有(2
.

2) 的形式
,

只是

奈一A
!

(
·
’+ 。‘

“
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n , 、
.

d o
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。La ) 十一万工
U 奋
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。
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,
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.

6 )

J:
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即
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dt归

也就是说
, a和 0是时间t的缓变函数

,

因此
,

d u 。 n
.

d a
.

d o

万户= 。 0u0
护 十 - 刁矛

一

叽
“
十习「叽

护 (2
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d 0
。a
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.

9 )

于是有

。 。
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d a

刀6u
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.
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.

d 6 、

L刀。“。a , + 刀 b气a )“
。, J十

~

丽
-

刀。“。尹, (2
.

1 0)

公二
da一dt内一dt:‘一l

d一‘

把 (2
.

2)
、

(2
.

8 )~ (2
.

1 0)代入(1
.

2 )
,

发现
u 。
(
a ,

功)仍满足 (2
.

5 )
,

同时有

d a 。
n

.

。
, , 、 , .

d g 。
, , 。

下万 L刀 0“o a 护一。 0 、a )“。护J 十丽石刀
。“0 护价二己J 、“o ,

刀。u 。护) (2
.

1 1)

从 (2
.

9 )
、

(2
.

1 1)解得

奈
一。 。。, , (。

。,

。
。“。, )

子一
。。。。

, (
。。 ,

。。。。, )
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.

1幻

其中

勿 == u 。, (B
ou 。。 , + B 石u 。, )一B

ou 。。u 。, ,

对 (2
.

1 2 )的两端在一个周期(t
,

t+ T )内取平均
,

相当于关于 叻在 (劝
,

叻+ 2司内取平均
,

.

1 3 )

而且
,

_ d a

把
一下石

“ 奋

d o _
, ,

_

二
_

,

_
.

_
_ _ _

.

_
_ _ .

习f 看成在此周期 内不哭
,

我们得到

d a

-
~

面 二二二己“性一几0 1
a 才 (2

.

14 )

d o 。 , 、

一二J了
~

= e刀一L口)
U ‘
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.
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其中

A ! 一

毛斜
,

几一
急粉

” 一

芡
’

。“

F !一

芡
’
一 , , (

·。 ,

B
。·。, )、,

G !

一I:
’

一, (
·。 ,

。。·。, )d ,

于是问题归结成求解方程组 (2
.

14 )(2
.

15 ), 若

F
,

(
a
)= 0

有解
a = a 。,

则Q0 就是极限环的振幅
.

容易看出
,

这里描述的方法是 K p 二 Jl o B 一B o
ro

二。 6 o B 平均法‘7 ’的 自然推广
,

原型不能用来处理强非线性问题
,

用本方法则能处理了
.

(2
.

1 7 )

R 一B 方法的

三
、

应 用

我们 用上节描述的方法来研究修正的
v a n d er Pol 方程

:

d
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aZ “n

硒一
“。十 “6 = ” (3

.

2 )

我们仅考察 以
u 。= O为中心的振 动(参看【2

,

县3
.

6〕)
,

(3
.

2) 的解为

u 。
= a e n

(梦
,

k )
,

梦 = (3
.

3 )

。: 一
(命)

’

(
一

‘)
,

ZK叻

兀

k
Z
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a 2

2 (
a Z
一 i )
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.
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式中 cn (梦
,

k) 是模为 k的Jac o bi 椭圆余弦函数
,

K = K (k) 为第一类完全椭圆积分
.

利用〔8] 中

给出的公式算得 (参看附录A
,

B)

u o护 丛旦sn 岁如梦

兀
(3

.

5 )

,
。

.

1
“, a

= “n 岁 一花汗月
k
2

-

而户「 “n

, ,
。 ,,’ 1 「。

,

~
、 ,

1, E I
_ _

, T,
, _

, T,

一

岁 Cn 岁 一
一

二 、一一万二了而
~

t 乙 气岁 , 一 岁 于夕 15 n 岁 Q ll 丫
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叹
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.
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B0
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一一B

f(
。。,

B
ou 。护)= 一

a斌
一

石万二1
一

(i 一
a Z e n Z

梦)
s n 梦d n 梦 (3

.

8 )

式中
,

sn 岁和 d n岁是模为 k的Ja co bi 椭圆函数
,

.

E (梦)为第二类正规椭圆积分
,
E = E (的 为第

二类完全椭圆积分
,

而
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k , 2
= 1 一k

Z
=

a Z
一 2

2 (
a 么一1 )

(3
.

9 )

由 (2
.

1 6 )
,

(3
.

4 )~ (3
.

9 )得到 (见附录B )

1
。 , _ , ~ , _ 、

~
_ , _ 」 _ , _ 、

。
,

月
t

=
,

二二二二石二 } t各口
,

一摊
-

一 艺 )八 一数 3口
,

一 b o
-

一 1 )乙 J
1 勺口2、

(3
.

1 0 )

B
l
= 0

从而得到振幅和相位因子满足的方程

(3
.

1 1 )

要一
。,

;

(。) + o (。: )
,

’

嘿
一 :

。

(。) + o (
。,

)

U ‘ 以 咨

(3
.

1 2 )

其中A
:

和B 。分别由(3
.

1 0) 和 (3
.

4 )给定
.

令

A ,
(a )= 0

得到极限环振幅

a = a o
= 1

.

8 3 9 6

B ur to n 用时间变换法算得

召。== 1
.

8 4 3 3

由此可见
,

两种结果非常接近
.

不难算得

A 夏(
a 。
)= 一 0

.

9 5 9 9( 0

因而这一极限环是稳定的
,

用【6 〕中的方法不能判定这种稳定性
。

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

四
、

讨 论

( 1 ) 本文提出的方法较为简捷有效
,

由于选定了切合于强非线性系统的零阶解形式
,

即非正弦函数的周期解
,

因而能较好地把握渐近解的性质
,

从而可以避免解 【6〕中那样的无

穷多个谐波平衡方程
。

( 2 ) 本文的方法可望用于其它的强非线性振动系统 (例如受非线性阻尼的单摆的大幅

度振动等等) 以及连续介质中的强非线性振动和波动
.

( 3 ) 如果要得到高阶解
,

需要把 R p二二oB
一B or

。二 。 6oB
一M班 : p o n 。二、。K 玫达 方法加以推

广
,

我们以后将另行讨论
。

附

、

本文中用到一些椭圆积分公式
,

列举如下〔8]
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附 录 B

对第三节中的若干计算作些说明
.

计算u 。。时
,

要考虑到k对a的依赖关系
,

需要利用 (A
.

1) 、(A
.

3 )

。 . 。一 c 。 , + a

携
2叻 d K d
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k
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从而可导得(3
.

6) 中的u0 。 ,

它显然是叻的周期为2二的函数
.

计算(3
.

1 0) 给出的A l
的过程较为繁复

.

因为

A 1
F ,
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