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摘 要

本文把夹层结构的最轻重量作为目标函数
,

在给定的强度和刚度的约束条件下
,

求出蜂 窝 夹

层结构的四个最优参数 (面板厚度t , ,

蜂窝芯子厚度 hc
,

蜂壁厚度 ts
,

蜂格稗长
“)

·

在强度约束

条件时
,

最后求解一个高次方程
.

在刚度约束条件时
,

用待定参数求极值的方法把约束极值 问 题

化为无约束极值问题
.

文中对结果也进行了讨论
.

一
、

前
.

- 】 ,

一

一确
一一「习

蜂窝夹层结构是夹层结构中应用最广泛的一种
,

它是把材料制成薄壁构件而组成的结构

材料
,

其特点就是充分发挥材料性能
,

各有分工
,

物尽其用
,

因而具有高的比强度
、

比刚度

等优点
〔‘’。 为了进一步发挥材料的性能

,

蜂窝夹层结构的最优参数选择是一个重要的课题
.

所

谓蜂窝夹层结构的参数
,

是指几何尺寸参数
,

如图 1
、

2所示
,

面板厚度 t,
,

芯子厚度 hc
,

蜂

格边长
c ,

蜂壁厚度几
,

及蜂窝形状参数d /c
,

0一般采用正六边形蜂窝
,

即 d /c = 1
,

0 = 60
‘

(至于 d /c
,

e的选择在资料【4〕中已有介绍 )
,

因此
,

剩下四个参数
·

使用夹层结构的目的主要是要得到高的比强度
、

比刚度
,

即是在达到设计技术要求的前

提下
,

使结构产品重量最轻
。

本文不讨论结构产品的最优设计
,

仅讨论在结构整体设计好和求出最危险区域截面的内
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图 1 蜂窝芯子几何形状 图 2 蜂窝夹层板单元体的受力简图

钱伟长推荐
.
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力后
,

如何合理地选择上述四个参数
,

使夹层结构单位面积 的重量最轻
.

分析的对象如 图 2

所示
.

为着重说明分析方法
,

只考虑一向受力
。

二
、

夹层结构最优设计概述

自出现和应用夹层结构以来
,

就存在着最优设计的问题
.

最优设计 是建立在夹 哄结构性

能和计算理论的基础上
.

夹层结构的计算理论
,

根据不同的假设大致可分三类
【7 ’.

一般初步

设计往往采用简化的计算方法
,

即假设面板只承受拉压应力
,

芯子只承受剪应力
,

并且剪应

力沿着芯子厚度是均匀分布的
.

芯子在垂直面板方向
,

在整体问题中当作无限刚度
; 在面板

局部问题时
,

当作有限刚度
.

芯子在平面内的拉压刚度近似地认为零
.

夹层结构最优参数选择有二个方法
:

一是分解法
,

二是一般法 (也称综合法 )
.

要达到

真正的最优设计
,

最合理的方法应是综合法
,

但目前还有困难
.

目前仍用分解法
,

分解为各

部件
,

各种受力状态
,

分别进行优选
,

然后用
“

更迭法
”

(m e tho d o f a lte r n a te s te p s
) 逐步

按近
,

达到综合的目的
.

结构最优设计是解一个约束最优化的数学问题
,

约束就是结构 的 整 体 性 (刚度
、

强度

等)
,

局部强度
,

刚度
,

部件间的连接
,

材料的强度准则
,

以及与制造工艺有关的要求
,

其

目标函数就是结构重量最轻
.

夹层结构最优参数选择问题
,

以 图 2 的受力单元为例
,

就是在
a r

( a ,

或a , (2
.

1 )

tr ) t罗 (2
.

2 )

h
。

) h忍 (2
.

3 )

听( k : 刀瓦E cG
c

(面板皱曲) (2
.

4 )
a r《寿

Z
E r

(tr
/

c
)

,

(面板酒窝型屈曲) (2
.

5 )
: c

( 壳
3
E

a

(ra

/
c
)

3
(蜂窝芯子剪切强度 ) (2

.

6 )

的约束下
,

使夹层结构单位面积重量

W = Ztr p 了+ h
c p 。

+ 砰
,

(2
.

7 )

最轻
。

对于蜂窝夹层结构
,

并假设是正六边形
,

则上述(2
.

4 )
、

(2
.

了)式
,

可以改写为
:

a , ( 、
‘

刀瓦它刀丁(t ,

/
e )亏 (2

.

4 )
,

班一研
,

= Zt r p , + 寿
, o

:

h
e

(t
,

/
c ) (2

.

7 )
‘

面板正应力和芯子剪应力在上述假设下按下列式子计算
:

M
t了(h

。
+ t了)

(2
.

8 )十一
N一2t,

一一fa

Q
Tc =

一

石
。 (2

.

9 )

上述(2
.

1 )~ (2
.

9 )式中
,

k i ,

k
Z ,

ks是屈曲系数
〔4 ’〔“’.

寿; 与面板的初波纹度
、

芯子和胶层

性能等有关
,

在0
.

05 ~ 。
.

32 范围
.

(2
.

4)
‘

式中的 气为 壳: 澎 心扁
一

; a : , a 。是蜂窝芯子平均弹

性常数公式中的系数“ ’〔‘ , .

气
,

气
,

k. 有方向性
.

棍对于经向为0
.

6
,

对于纬向为 0
.

45 (面板

用玻璃布交叉铺设时)
〔“’.

ks 对于经向约为7
,

对于纬向约为 4 ￡“’
.

介
‘

对于经向约为 1
.

Ikl
,

对

于纬向约为0
.

96 k : .

E , 是面板的弹性模量 ; E
, ,

G
:

是蜂壁材料的弹性常数 ; E
。 ,

G
。

是蜂窝
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芯子平均折算弹性常数
; p , ,

p 。

是面板和蜂壁材料的容重 ; p 。

是蜂窝芯子的平均容重
; u ; ,

内 是面板材料的比例极限
,

压缩强度 ;
畔是面板最小可行厚度 ; 此 是蜂窝芯子最小可行厚

度
.

约束(2
.

1) ~ (2
.

3)
,

在最优过程中先不介入
,

待求出最优的 粉
,

h
。

后
,

与 (2
.

2 )
,

(2
.

3)

式比较
,

符合者就采用
,

不符合者
,

就采用畔
,

衅
·

最后要用 (2
.

1) 式进行校核
, .

符合者
,

最优参数选择完毕
,

不符合者
,

重新选择
。

若以受轴向压缩夹层柱的结构元件为例
,

除上述约束外
,

还要增加整体稳定性方面的约

束
:

_ k
:
汀Z

D
、 、 , _ k

,

护D

a, 气厄7 币干巧 或 ‘”气平在+
一

哟
(2

.

1 0 )

或

式中

a f
( 一 (2

.

1 1 )

。 E
, , , 。

口= 一屯孟
~

气n
“

一打甚)
1 ‘

(2
.

1 2 )

犷=
k。兀ZD

I
么
h

o

G
。

棍为柱的屈曲系数 ; 当两端铰支时为 1 ,

两端固支时为4
.

层柱初曲率
,

以胶层强度控制的一个系数
〔“’.

(2
.

1 3 )

。,

是胶层的拉伸强度
, 甲 是计及夹

一根夹层柱或一块夹层板
,

最优设计应该是变厚度面板
,

变厚度
、

变刚度的夹芯
〔“ ’.

针

对 目前玻璃钢蜂窝夹层结构成型工艺的实际情况
,

以下讨论仅限于等厚度
。

除上述简化的假

设外
,

还假设
:

( 1 ) 两块面板材料相同
,

厚度相同
.

( 2 ) 面板性能与面板厚度无关
。

( 3) 面板材料是线性弹性
,

拉
、

压性能一样
,

正交各向异性轴与柱轴平行
·

( 4 ) 芯子是各向异性的
,

但在运算过程中不计及各向异性
,

仅在最后结果中代入各向

性能
。

( 5 ) 由上面的简化假设
,

芯子在平面内不受力
.

( 6 ) 在最优过程中
,

结构元件尺寸
,

材料性能
,

均 当作常量
。

三
、

强度条件下的最优参数选择

如图 2 所示的受力单元
,

要选择最优参数
,

这是夹层结构在纯强度约束下的结构最优问

题
·

这就是在 (2
.

1) ~ (2
.

6 )式条件下求 (2
.

7) 式最小的极值问题
.

以下分几种情况进 行 分

析
。

1
.

仅M
,

Q作用时
,

即是一般横向弯曲问题

由(2
.

6 )
,

(2
.

。)式求得
:

k声
:

(t.

/
c

)
(3

.

1 )

为了计算方便
,

把(2
.

8) 式进一步简化为
:
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a 了 =
1

.

了丝
t , 、 2

(2
.

8 )

由(2
.

4 )
产,

(2
.

8 )
产

式
,

令N = 0

.

M 、

十一
了一- .
月O /

,

并用 (3
.

1) 式代入
,

最后求得
:

M掩
a E

,

Q k
‘

(E 了E
,

‘
:

)香
(t,

/
。

)若
(3

.

2 )

把 (3
.

1 )
,

(3
.

2 )式代入(2
.

7 )
产

式
,

并对 (ta

/
c

)求导
,

最后求得
:

孟份
, ...J

宙
J

、.了

8左
, p a

k
一

QZ
(E r E

s

G

寿璧E 萝M Pr

八jt式r
eeL

一一
C
了/

求得 (t ,

/
c

)后
,

可按 (3
.

1 )
、

(3
.

2 ) 式求得 h
。 ,

t了
.

至于蜂格边长
e ,

根据 (2
.

5 )
、

式
,

并用 (3
.

1)
、

(3
.

2) 式
,

最后求得
:

(3
.

3 )

(2
.

8 )
尹

。 一

瓷(
一

烩
一

)“
!·‘

·
,
’

(3
.

4 )

2
.

N
,

M
,

Q同时作用时

由Q的条件求得h
。

(即(3
.

1 )式)
.

由(2
.

4 )
‘、

(2
.

8 )
尹

式求得
:

N h
。

+ ZM
2几

口
掩.

(E 了E
,

‘
,

)告 (t ,

/
。

)子

式中的爪得
:

(3
.

5 )

把 (3
.

1 ) 式代入 (3
.

5 )

‘

_
.

l
r 、To r 二 , _ 、

洛 、。 , : 。 了 ‘ , _ 、子
‘ f 一

一

—
- 一

—一—
一1

一 L 王 v 、Z 、. a l ‘ 少 门厂 ‘ 占以 ‘3

“
、. 5 / ‘ ,

O ‘ 门t 刀 刀 月 、百
‘

夕伪 4 丫、匀 f‘ 砂. a l

把 (3
.

1 )
、

(3
.

6 )式代入(2
.

7 )
产

式
,

并对 (ts

/
c

)求导
,

最后求得
:

(3
.

6 )

且,
(t,

z
。
)警一姓

2

(*:

/
。
)普一且

3 = o
(3

.

7 )

式中
:

A i =
1 4M ksE

a P r

A
Z
=

ZN P r ZQk , P s

sk. Q (E r E
,
‘

,

)去
’

s左‘(万r E
,

‘
。

)蚤
’

刁3 =
ksE

a

用材料性能及一组 N
,

M
,

Q 代入后
,

求出(ta

/
c
)后

,

就可以求 出rr ,

h
c , e ,

t
, .

式求得
:

可以由(3
.

7) 式用图解法或电子计算机求 出 (ta/ c)
.

tf
用(3

.

6 )式
,

h
。

用 (3
.

1 )式
, c根据(2

.

5 )
、

(2
.

8 )
产

。 一

了
Zk

Z
E r t票h

。

N h
。

+ ZM
(3

.

8 )

四
、

刚度条件下的最优参数选择

夹层结构的整体稳定性或变形都与刚度直接有关
。

以下先单从刚度条件说明最优参数选

择
,

然后用夹层柱说明整体稳定性
,

局部稳定性
,

强度的统一
。

1
.

弯曲刚度方面

根据不同的假设
,

弯曲刚度有不同的计算公式
。

根据上述假设
,

夹层结构的 弯 曲 刚 度

为
.
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刀一

念
(”

3 一““,
(4

.

1 )

当面板比较薄时
,

最简化的计算公式为
:

D 一

峨
t, E ,h ’

(4
.

2 )

式中几= 1一川
,

拼了为面板材料的泊松比
,

对于夹层柱
,

可认为几= 1
.

由 (4
.

2 ) 式求得
:

tr ==

把 (4
.

3 , 式代入(2
.

7 )
产

式
,

2 D

E r h忿

并对ho 求导
,

求得
:

(4
.

3 )

_ 3

/二⋯ 塑可
一 丫 吞

,
E r P ,

(才
a

/
c )

(4
.

4 )

由此可见
,

在简化假设下
,

单从弯曲刚度是无法具体确定 hc
, t了

.

只有在定下蜂窝参数

t ,

/
c

)后
,

才能确定h
c , t, 。

2
‘

轴向受压铰支夹层柱

对此问题采用上述先由约束条件求出各参数
,

然后代入重量公式求极值的方法较烦
。

可

以采用待定参数求极值的方法
,

把有约束的极值 问题化为无约束的极值问题来解决
。

在上述

约束中先用与重量公式直接有关的几个
,

如 (2
.

4 )
‘、

(2
.

10 )式
,

在此两式中依次乘以待定参

数只
, 拼

,

合拼到重量公式(2
.

7 )
/

式 中
,

得到新的函数功
:

功(‘
, ,

”一 ‘
·

/一“
,

; )一 2‘, 。, + ”
·
“
·。·

(‘
·

/
·

卜“

(
一, *

(

黔
) 一 N

)

+ “

[
“

4

(E 了E
·
G

·

, ‘(‘
·

/
·

)‘一

会〕 (4
.

5 )

现在
,

·

就是求函数功的无约束极值问题
.

求出函数功对参变量 t,
,

hc
,

ta/
c ,

汽
,

拼的偏导

数
,

并令其为零
,

求得下列联立方程组 ((4
.

5) 式中D 采用简化的 (4
.

2) 式
,

厂采用 (2
.

1 3)

式
,

在求导时
,

当作变量)
:

、.了、.刀�、.少、,声、,产
a
‘

bC,Qe
了.、了.、
�才.、,了.、护.、
、

Zp f
( 1 + 犷)

2
+ 几Ah乏= 0

k
, p :

( i + 犷)
2

( t
s

/ c ) + 几A tfh
。

( 2 + 厂 ) = o

2
, ,

。 。 ~
、

善
,

.

, 、 一去
k”p

·
+ 言

“k
.

( E
了E ·

G
·

)
’
(‘

·

/ c ) 一, = o

万Z E , t rh尝

2 1
2

( 1 + V )
一 N = O

。
‘

(二
, : ,

。
,

)香 ( ,
:

z。 )香一半
‘ . f

....lr....,

.

1了、十.....f..L

式中

A =
兀 ZE r

212
兀Z E r trho

Z12a o G :

( t
.

/ c )
(f )

由(a )
、

(b )两式中
,

(
a
)式乘以 kp p 。

( *
a

/ c )
,

( b )式乘以Zp , 后
,

两式相减求得
;
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k , p :

(t,

/
c

)
4。了

(
1 +

一

蛋
犷

)
(4

.

6 )一一�
fC

子‘‘‘“

由 (4
.

6 )
,

( d )式求得 ( 因一般情况下
,

厂较小
,

此时犷当作常数 )

。 、 ; , , _ ,

二
; 厂 、

I 二 1 二、
, 己I v ‘ P r 、1 个

‘

F 少厄1 一二
厂 夕 一善

I 、 石 I 粉J

刀。

= l

—
一一而

万布 二

—
一二二一二 下

—
一 l

L 兀
一

君 r总户P :
Lr

a
/ c ) 」

(4
.

7 )

由 ( 4
.

6 )
、

( 4
.

7 )式求得
:

N 12k含p 言( 1 + 犷 )
8二2
二, p ,(

1 +

;
犷了
一

]’(ta /c) ‘
(4

.

8 )
reses军

一一
‘

J
书..

再由 (
e )

,

( 4
.

8 )式求得
*

兀2
、

Z
p ,(

1 +

音
V

)
’

12 k孟掩君p 言E
a G ,

( i + 犷 )
(4

.

9 )

工4

, .J..r.esL

一一C
产尹矛

8

工2

、.,Z

ta/c
一

(
一

刃
儡双 ( 4

.

9 )

第一步设犷= 0 ,

由 (4
.

9) 式求得 ( ta/ c)
.

若按 (4
.

9) 式求出的比 ( 4
.

的
‘

式的小
,

则把

( fa /c )代入 ( f) 式求得V
,

代回 (4
.

9) 式
,

重新求出 (ta/ c) ; 若与第一次求出的 (ta/ c) 相差不

大
,

就可以用此 ( ts/ c) 代入 ( 4
.

7 )
、

( 4
.

8) 式求出h
。 ,

t,l 若相差较大时
,

应再求出犷
,

重新计

算 (几/“ )
,

直到相接近为止
·

若按 (4
.

9) 式求出的比 ( 4
.

9)
‘

式大时
,

则采用 ( 4
.

9)
‘

式
,

或说

明采用蜂窝夹层结构不合理
,

应采用实心的
。

求出t,
,

ho
,

ta/ c后
,

至于c 的选择
,

可由约束( 2
.

5) 求得
:

Ik , P a

。 _ _

了
, .

1
‘兀脚气

上一 玄

〔一

[ k
Z

( i + 厂 )〕告( t
,

z。 )

V )
( 4

.

1 0 )

由 ( 4
.

1 0 ) 式可见
,

当选定 ta/ c 后
,

结构产品的尺寸越大
,

蜂格边长可选取大一些
,

反

之
,

取小一些
,

这是合理的
。

实际使用的产品也如此
.

(4
.

6) ~ ( 4
.

10 ) 式适用于中等或较小的载荷条件
,

当载荷较大时
,

求 得 的 tf / hc > 0
.

05

时
,

弯曲刚度D 应该用 (4
.

D 式
.

若来用 (4
.

1) 式
,

求得最优的 tf /爪为 (假设厂= 0时 )
:

, _
_

上红二鱼丛户
h一 2 ( i 一。

。

z。,
)告

把 ( 4
.

1 1 ) 式代入重量公式 (2
.

7 )
尹,

求得
:

砰
。 _ p 。

( i 一 p 。

/ 。,
)蚤

( 4
.

1 1 )

W p , [ i 一 (卜
户。

/ p 了)蚤 〕+ 。
。

( i 一 p 。

/ p ,
)去

(4
.

1 2 )

芯子重量 砰
。

所 占的比例
,

就不象 刀 采用 (4
.

2) 式时是夹层结构总重量万的三分之二

( 当犷= 0时 )
。

当犷今 O
,

采用 (4
.

2) 式时为
:

附
o

附

2 + 犷

3 + 犷
( 4

.

1 3 )

弯曲刚度D采用 (4
.

1) 式
,

求得其它最优参数为
:
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h
。

=

_
_

_

(全困砂
_

一

[ i 一 (i 一 p 。

/ p , )居a告

i ZN 1
2

(1 + 犷)
砂E , 犷 (4

.

1 4 )

i一 (l一户
。

/ p 了
)告 1 2 N I

2 [ i 一 (i 一。
口

/ 。
了
)居]香 户〕

‘
(4

.

1 5 )
(1

-

E一.,.L

一砖
对于重载荷情况

,

面板比较厚
,

因此蜂窝参数 (t扩c) 由(4
.

的
‘

式求得
·

求出 te/
c后

,

按蜂

窝芯子的容重公式
:

p 。
== k , P ,

(ta

/
c
)

代入 (4
.

1 4 )
、

(4
.

1 5 )式
,

可求出h
。 ,

才, .

蜂格边长
,

同样按 (4
.

1 0 ) 式计算
.

五
、

讨 论

蜂窝夹层结构的参数 t,
,

ho
,

ta
, c 是外载荷

、

结构件尺寸
、

边界条件及材料性 能 的 函

数
。

用同样的材料
,

同样的边界条件时
,

仅是

外载荷
、

尺寸的函数
。

以下对几种情况加以简

单讨论
:

(
a

) 若对 tl ,
h
。

无限制时
,

则按(4
.

7 )
、

(4
.

8)
、

(4
.

9 )式或 (4
.

1 4 )
、

(4
.

1 5 ) 式计算
,

就

是如图 3中的曲线 ¹
。

当ta/ c
很大时

,

即p 。

”P ,

时
,

最优蜂窝芯子厚度hc 收敛到零
,

如 图 3 中

的C 点
,

.

这时
,

按 (4
.

15) 式计算的就是实心

板厚度的一半
。

( b ) 如果对 t了有最小的 弓限制
,

而所求

得的 t了足够小时
,

则对 应 图 3 中的¹
、

º 曲

线的交点 B
.

这时蜂窝芯子厚度 h。

按 下 式 计

算
:

º ! l \A

¼ \¹

D ¹

t , m 名。

_ 。

「 厂一ZN严 一 1
”
一“ Lv

一一

矛万于石孚)
。一 一 3

图 3 铰支夹层柱
,

设计要求示意图

一 1

〕
(5

·

‘,

若面板最小厚度由面板的允许应力或极限强度a , 控制
,

则面板最小厚度 t, ,
n
为

:

云r m i n
二

N
2口 a

( 5
.

2 )

把 ( 5
.

2) 式代入 ‘5
.

1) 式中的 t

N
Za B「了

得
:

16 a 孟1
2 1

兀Z E r N 2 3
一 1

」 (5
.

3)

可以看出
,

仅当

N < N l =
Zla 刀

汀
丫

3a a

E f ( 5
.

4)

时
,

蜂窝芯子厚度才是正值
.

当N 增加到N l时
,

最优的芯子厚度收敛到零
.

即图 3 中由B 点

收敛到C点
.

由 (4
.

15) 与 (5
.

2) 式相等的条件求得
:
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N : =

[卜 (卜
。。/ 。

了
)盖〕号 (1 + 。 )全

一爪峨仁石万局丙去
N

i

(5
.

5 )

当N = N
Z

时
,

按 (4
.

1 5)
,

(5
.

2) 式求得的t, 相同
.

当N < N
Z

时
,

是由稳定控制
,

设计

点落在曲线¹ 上
,

最优参数由 (4
.

7 ) ~ (4
.

10 )
、

( 4
.

14 )
、

( 4
.

15 )式计算
.

当N Z
《N 《N : 时

,

设计点落在曲线¹
,

¼的交点F 上
,

最优参数按 ( 5
.

2)
、

( 5
.

3) 式计算
。

当N > N :时
,

最优设

计是实心板
.

( e ) 对h。

有最小的h忿限制
.

当按 ( 4
.

14) 式计算的h。

比 h忿小时
, h。

由h忿确定
,

设计点落

在 ¹
,

À 曲线的交点D 上
.

面板厚度t, 为
:

,了

一杏{[臀
+ (。: )

3

]‘一 * :} (5
.

6 )

(d) 对 t了, h
。

都有最小碑
,

此限制
,

而所求得的 t了
,

h
。

是足够小时
,

设计点对应图3中º

À直线的相交点E
.

[ l ]

[ 2 ]

[ 3〕

[ 4 〕

[ 5 」

[ 6 ]

[ 7 〕

[ 8 ]

[ 9 ]

[ 10」

[ 13〕

[ 14]

[ 15〕
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