
文章编号: 1000_0887(2004) 10_1067_09
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摘要:  提出了自然弯扭梁受复杂载荷作用时静力分析的一种理论方法, 重点在于对控制方程的

求解, 其中考虑了与扭转有关的翘曲变形和横向剪切变形的影响# 在特殊的情况下, 可以比较容

易地得到这些方程的解答,包括各种内力、应力、应变和位移的计算# 算例给出了平面曲梁受水平

和垂直分布载荷作用时广义翘曲坐标的求解方法# 计算结果表明 ,求得的应力和位移的理论值和

三维有限元结果非常接近# 此外,该理论不限于具有双对称横截面的自然弯扭梁, 同样可推广至

具有一般横截面形状的情况# 
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引   言

实心截面直梁和曲梁的静力或动力学问题, 无论是线性的抑或是非线性的, 在许多情况

下,均已得到完好的解答[ 1~ 6]# 然而对于自然弯扭梁,即使是小位移理论的问题,至今也未能

得到令人满意的结果# 文献[ 7]提出了该梁受复杂载荷作用时静力分析的一种近似理论, 并得

到了一组控制方程# 这些方程中的未知量用关于曲线坐标 s的7个位移函数来表示,包括 3个

移动( us, uN, uG) , 3个转动( Us, UN, UG) 以及广义翘曲坐标 A# 由于在各种边界条件下求解此

类方程的复杂性,因此至今尚未见到它们涉及扭转翘曲和横向剪切变形的理论解答# 近代工

程结构,特别是与曲梁相关的桥梁结构,急需对这一问题作深入的研究# 本文的目的在于提出

研究自然弯扭梁理论的一种解析方法# 通过对该梁控制方程的求解,可以得到问题的全部解

答# 

设自然弯扭梁横截面形心的轨迹是一根连续的空间曲线,曲线 l的切线、法线和次法线单

位矢量分别用 t、n、b 表示, 对光滑的曲线,如下的Frenet_Serret公式成立,即

  tc = k1n , nc = - k1 t + k 2b, bc= - k2n , ( 1)

式中 ( t )c = dt / ds, s、k1 和 k2分别为曲线的弧坐标、曲率和扭率# 

过横截面的形心 O1取 N、G方向与截面的主轴重合,如图1所示, N轴与曲线法线n间的夹
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角记为 H,通常 H是 s 的函数# 如果用 iN和 iG表示O1N和O1G的单位矢量,则有

图 1  梁的几何关系

  
iN = ncosH+ bsinH,

iG = - nsinH+ bcosH# 
( 2)

由( 1)式可以得到

  

tc= kG iN- kNiG,

i
c
N = - kGt + ks iG,

i
c
G = kN t - ks iN,

( 3)

式中   kN= k1sinH, kG = k 1cosH, ks = k 2 + Hc# 

本构方程可以表示为

  Rs = Eess , SsN = 2GesN, SsG = 2Ge sG, ( 4)

式中 E、G 为材料的弹性模量和切变模量# 

1  内力、平衡方程和几何方程

把横截面上的应力矢量向形心 O1简化,得到主矢 Q 和主矩M, 分别用 Qs、QN、QG 和M s、

MN、MG表示其分量,则

  Q = Q s t + QN iN+ MG iG , M = M s t + MNiN+ MG iG,

其中 Qs 为轴力, QN和QG为切力, M s为扭矩, MN和MG为弯矩, 如图2所示# 以 p 和m表示轴

线单位长度的外力和外力矩, 则有

  p = ps t + pN iN+ p G iG, m = ms t + mN iN+ mG iG# 

图 2  作用在典型梁单元上的应力合力

平衡方程为

  

d
ds

Q - K # Q + p = 0 ,

d
ds

M - K # M -

  H # Q + m = 0 ,

( 5)

式中

  Q = Q s QN QG
T
,

  M = Ms MN MG
T
,

  p = ps pN pG
T
, m = ms mN mG

T
,

  K =

0 kG - kN

- kG 0 ks

kN - ks 0

, H =

0 0 0

0 0 1

0 - 1 0

# 

其通解为[ 8, 9]

Q = A # Q0 - Q
s

0
A

T# p ds ,

M = A # M0 + Q
s

0
A

T# H # A # Q0 + Q
*

- m ds ,

( 6)

式中 Q0 和 M0 为积分常数, Q
*

= - Q
s

0
A

T
p ds# 如果空间固定的直角坐标系的基
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本单位矢量用 ix、iy、iz 表示,则有

  A =

t#ix t#iy t#iz

iN#ix iN#iy iN#iz

iG#ix iG#iy iG#iz

# ( 7)

几何方程为[ 8, 9]

  

d
ds

U - K # U - X = 0 ,

d
ds

u - K # u - H # U - E = 0 ,

( 8)

式中

  U = Us UN UG
T
, u = u s uN uG

T
,

  X = Xs XN XG
T
, E = Es EN EG

T# 

因此,几何方程有通解

  
U = A # U0 + U

*
,

u = A # U0 + Q
s

0
A

T# E + H # A U0 + U* ds ,
( 9)

式中 U0 和 U0 为积分常数, U
*

= Q
s

0
A

T# X ds# 

2  圣维南扭转翘曲函数和等效本构方程

设梁的变形是由伸长、弯曲和扭转共同引起的,于是位移场可表示为

  u = Wt + UiN+ ViG, ( 10)

式中

  W = u s( s ) + GUN( s) - NUG( s) + A( s ) U( N, G) ,

  U = uN( s) - GUs( s) , V = uG( s) + NUs( s ) ,

其中 U( N, G) 是和所研究截面相同的柱体扭转的圣维南翘曲函数[ 10] # ( 10)式考虑了扭转翘

曲变形和横向剪切变形的影响# 横截面上的应变 ess, esN和 esG的分布规律为

  

gess = Es + GXN- NXG + gUAc+ ks
5 U
5N G-

5 U
5 G N A,

2 gesN = EN- GXs + g
5 U
5N + kG U A,

2 gesG = EG+ NXs + g
5U
5G - kNU A,

eNN = eGG = eNG = 0,

( 11)

式中, Es、EN、EG、Xs、XN、XG和( 8) 式是相同的, A是广义翘曲坐标# 设梁的初始曲率足够小以

致[ 7]

  g U 1# 

引入应力合力和合力矩为
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Qs = QQRs dNdG, Ms = QQ( SsGN- SsNG) dNdG,

QN = QQSsNdNdG, MN = QQRsGdNdG,
QG = QQSsGdNdG, MG = - QQRsNdNdG# 

( 12)

把( 11)式代入( 4)式, 然后把所得结果再代入( 12)式, 可以得到用广义应变和翘曲坐标表示的

等效本构方程为

  

Qs = Qs( Es, EN, EG, Xs , XN, XG, A, Ac) ,

QN = QN( Es, EN, EG, Xs , XN, XG, A, Ac) ,

QG = QG( Es, EN, EG , Xs , XN, XG, A, Ac) ,

Ms = Ms ( Es, EN, EG, Xs, XN, XG , A, Ac) ,

MN = MN( Es, EN, EG, Xs, XN, XG , A, Ac) ,

MG = MG( Es, EN, EG, Xs , XN, XG , A, Ac)# 

( 13)

全杆的最小势能原理可表示为

  DU - DQ
l

0
( p

T# u + m
T# U ) ds = 0# ( 14)

可导出用广义位移表示的平衡方程( 5)和用圣维南扭转翘曲函数表示的方程

  QQURsdNdG
c
- ksQQ 5U

5N G-
5U
5G N RsdNdG-

    QQ 5 U
5N + kGU SsN+

5U
5G - kNU SsG dNdG= 0# ( 15)

此外,还可导出边界条件# 

3  问题的简化和广义翘曲坐标的求解

自然弯扭梁静力问题的方程包含有变分方程( 14)、几何方程( 8)、等效本构方程 ( 13)和

( 15) ,如果该梁具有双对称的横截面,则翘曲函数有下列性质

  U( N, G) = - U(- N, G) = - U( N, - G)# ( 16)

从而( 13)式可以简化为

  
Qs = EA 0Es + EksDA, QN = GA 0GNEN, QG = GA 0GGEG,

Ms = GJA+ GIp ( Xs - A) , MN = EINXN, MG = EI G XG,
( 17)

式中 A 0为横截面面积, IN和IG表示横截面对N和G轴的惯性矩, 且 Ip = IN+ IG# 式中 GN和GG

反映了杆件横截面上切应变分布的非均匀性[ 11]# 其中 J 是横截面的圣维南扭转刚度,定义为

  J = QQ 5U
5G N-

5 U
5N G+ N2

+ G2 dNdG,

这里取 D = Ip - J# 把( 11)式代入( 4)式,然后把所得结果再代入( 15)式,并利用( 16)式,可以

得到

  E#Ad+ GD ( Xs - A) - EDksEs -

    G ( k1)
2 # + E ( ks)

2QQ 5U
5N G-

5U
5G N

2

dNdG A= 0# ( 18)

把( 17)式的第 1式和第 4式代入( 18)式, 可得到关于 A的微分方程
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  Ad -
DGJ
#EIp

-
D

2
( ks )

2

#A 0
+

G( k 1)
2

E
+

( ks)
2

# QQ 5 U
5N G-

5U
5G N

2

dNdG A+

    D
#EIp

Ms ( s) -
Dks

#EA 0
Qs( s ) = 0, ( 19)

式中

  # = QQU2dNdG# 

可以把( 19)式写成下列形式

  Ad + q ( s) A= f ( s)# ( 20)

这是一个标准的二阶变系数非齐次线性微分方程,该方程的解为齐次方程的通解 Ac

  Ad
c+ q ( s) Ac = 0 ( 21)

和任一特解 A*

  ( A*
)d+ q ( s) A*

= f ( s ) ( 22)

两个函数之和# 一旦 k 1、k 2和弧坐标 s 的关系被确定,就可得到它的解# 一般的求解步骤是:

设 A1( s) 和 A2( s ) 是齐次方程( 21)的两个线性无关的解,于是( 20)式的全解为

  A= c1A1( s) + c2A2( s ) + A*
,

这里 A
*
是( 20) 式的一个特解,从而, X 和 E 可用 Q 、M 广义翘曲坐标 A和积分常数

c1、c2表示# 现在剩下的问题是确定积分常数 Q0 , M0 , U0 , U0 以及 c1和 c2# 

4  平面曲梁受水平和竖向分布载荷时的广义翘曲坐标

在( 3)式中取 ks = 0, H= 0就得到平面曲梁的情况(图3)# 把直角坐标系 Oxyz 的原点置

于曲梁端点( s = 0) , 把坐标面 Oxy 取为梁轴线所在平面,给定的载荷为

  m = 0 , p = 0 pN pG
T# 

图 3 平面曲梁的轴线

如果取梁轴线为半径等于 a 的圆弧, 则有

  B=
s
a

, kG = k =
1
a

,

  x = asinB, y = a ( 1- cosB)# 

( 19)式可简化为

  Ad -
DGJ + k

2 #GIp

#EIp
A+

    D
#EIp

Ms ( s) = 0# ( 23)

则( 23)式的解成为

  A= c1ch�As + c2sh�As + A
*

, ( 24)

式中

  �A=
G ( DJ + k

2 #Ip )

#EIp
# 

记 f = D/ ( #EIp ) , ( 23)式的全解为

  A= c1ch�As + c2sh�As +
f

( k
2
+ �A2

)
M0s cosB+ M0NsinB-

    Q0Ga cosB-
1

�A2 ( k
2
+ �A2

) + qa
2 sinB-

s( k
2
+ �A2

)

a�A2 # ( 25)
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使用( 6)和( 9)式,得到

  

Ms = M0scosB+ M0NsinB+ Q0Gy - p Ga( s - asinB) ,

MN = - M0ssinB+ M0NcosB+ Q0Gx - p Gay ,

MG = M0G+ Q0sy - Q0Nx + pNay ,

Qs = Q0s cosB+ Q0NsinB- pNy ,

QN = - Q0ssinB+ Q0NcosB- pNx ,

QG = Q0G - pGs,

Us = U0s cosB+ U0NsinB+ cosBQ
s

0
( Xs cosB- XNsinB) ds +

  sinBQ
s

0
( XssinB+ XNcosB) ds,

UN = - U0ssinB+ U0NcosB- sinBQ
s

0
( XscosB- XNsinB) ds +

  cosBQ
s

0
( XssinB+ XNcosB) ds,

UG = U0G + Q
s

0
EGds ,

u s = U0scosB+ U0NsinB+ U0Gy + cosBQ
s

0
( EscosB- ENsinB) ds +

  sinBQ
s

0
( EssinB+ ENcosB) d s - cosBQ

s

0
sinBQ

s

0
XGds ds +

  sinBQ
s

0
cosBQ

s

0
XGds d s,

uN = - U0ssinB+ U0NcosB+ U0G x - sinBQ
s

0
( EscosB- ENsinB) ds +

  cosBQ
s

0
( EssinB+ ENcosB) d s + sinBQ

s

0
sinBQ

s

0
XGds ds +

  cosBQ
s

0
cosBQ

s

0
XGds d s,

uG = U0G+ U0sy - U0Nx + Q
s

0
EGds + Q

s

0
sinBQ

s

0
( XscosB- XNsinB) ds -

  cosBQ
s

0
( XssinB+ XNcosB) ds ds# 

( 26)

式中, M0s、M 0N、M0G、Q0s、Q0N、Q0G为Ms、MN、MG、Qs、QN、QG在端点 s = 0处的数值, U0s、U0N、

U0G、U0s、U0N、U0G为Us、UN、UG、Us、UN、UG在端点s = 0处的值, Xs、XN和Es、EG则由( 17) 式通过

M s、MN、Qs、QG和 A表示# 这里, MG和QN均为零# 

如果该梁在两端 s = 0和 s = l 处均被固定,则其边界条件可表示为

  s = 0( B= 0) , U0s = U0N = U0G = 0, U0s = U0N= U0G = 0, A= 0,

  s = l ( B= Bl ) , Uls = UlN = UlG = 0, Uls = UlN= UlG = 0, Al = 0,

式中 l = Pa, 由这些条件确定的积分常数为
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Q0s = - pNa, Q0N= 0, Q0G = p G
Pa
2

,

M0s = pGa
2 P

2 -
4
P , M0N= - p Ga

2
, M0G = 0,

c1 = p Ga
2 4f

P( k
2

+ �A2
)

-
Pf

2�A2 ,

c2 = - c1cth(�APa ) +
fp Ga

2

( k
2
+ �A2

)

P( k
2
+ �A

2
)

2�A2 -
4
P

1
sh( �APa)

# 

( 27)

至此,已经得到了问题的解答# 图 4表示了该梁的椭圆横截面,它由具有下列性质的钢材制成

  E = 2. 106 @ 105 MPa, G = 0. 816 @ 105 MPa,

  �a = 7 cm, �b = 3 cm, a = 48 cm# 

圣维南扭转翘曲函数 U= - [ (�a2
- �b 2

) / (�a2
+ �b2

) ] NG# 

图 4  梁的椭圆横截面

设 UA 和VB分别表示梁中间截面( B= P/ 2) 上A 和B点

在 N和 G方向的位移, WC 表示梁横截面( B= P/ 4) 上 C点

在 s方向的翘曲位移,如图4所示# 为了分析图3所示的平

面曲梁, 把该梁划分为1 477个三维实体单元, 总节点数是

4 299个# 对于不同的 pN和p G值,使用本文公式得到的 UA、

VB 和WC的理论值和按ANSYS程序的三维有限元分析的结

果均被表示在图 5a, b, c, d, e中, 显然两者吻合得很好# 从

图5c中可以看出,位移 VB 同载荷 pN无关# 

 图 5a 均布载荷 pN= 1 N/ mm 和 p G作用时    图 5b 均布载荷 pN和 p G= 2 N / mm 作用时

该梁跨中截面上 A 点的水平位移 该梁跨中截面上A 点的水平位移

计算受均布载荷作用时梁根部 ( B= 0) 的应力分布同样是重要的# 图 6表示了受均布载

荷 pN= 1 N/ mm和 p G = 2 N/ mm作用时在截面 G轴上的正应力Rs的分布# 这里正应力的理论

值和有限元的结果吻合得很好# 对于细长梁而言,切应力很小一般不予考虑# 

5  结   论

本文提出了分析自然弯扭梁受复杂载荷作用时的一种有效方法,特别是精确地模拟了该

梁的结构性质: 考虑了扭转翘曲变形和横向剪切变形的影响# 此外, 本文理论不限于具有双对

称横截面的梁, 同样可推广至具有一般横截面形状的情况# 对于不同的 pN和p G的值, 由本文

1073自然弯扭梁广义翘曲坐标的求解



    图 5c 均布载荷 pN的 pG作用时该梁    图 5d  均布载荷 pN= 1 N/ mm 和 p G作用时该

跨中截面上 B 点的垂直位移 该截面 ( B= P/ 4) 上 C 点的翘曲位移

 图 5e 均布载荷 pN和 pG = 2 N/ mm 作用时该  图 6 受均布载荷 pN= 1 N/ mm 和 p G = 2 N/ mm

梁截面 ( B = P/ 4) 上 C 点的翘曲位移 作用时梁根部截面上正应力沿G轴的分布

公式得到的正应力和各种位移的理论值和有限元结果非常接近# 由此表明本文提出的理论是

可靠和有效的, 可以用于各种工程问题中# 
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Solution of Generalized Coordinate for Warping for

Naturally Curved and Twisted Beams

YU Ai_min
1
,  YI Ming

2

( 1. Key Labor ator y of Solid Mechanics of MOE , Ton gji Un iver sity ,

Shan ghai 200092, P . R . China ;

2. Institute of Automobile , T ongji Univer sity , Shanghai 200092, P . R . Chin a )

Abstract: A theoretical method for static analysis of naturally curved and twisted beams under com-

plicated loads was presented, with special attention devoted to the solving process of governing equa-

tions which take into account the effects of torsion_related warping as well as transverse shear defor-

mations. These governing equations, in special cases, can be readily solved and yield the solutions to

the problem. The solutions can be used for the analysis of the beams, including the calculation of var-

ious internal forces, stresses, strains and displacements. The present theory will be used to invest-i

gate the stresses and displacements of a plane curved beam subjected to the action of horizontal and

vertical distributed loads. The numerical results obtained by the present theory are found to be in very

good agreement with the results of the FEM results. Besides, the present theory is not limited to the

beams with a double symmetric cross section, it can also be extended to those with arbitrary cross_

sectional shape.

Key words: naturally curved and twisted beam; St. Venant torsional warping function; generalized

coordinate for warping; the minimum potential energy principal; variational equation
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