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摘 要

一矩形横截面的叠层复合材料杆
,

由以一种材料为中心部分
,

及另一种材料的
_

上下两相 同 的

盖板所组成
.

以线性弯曲应力所组成的力偶
,

作用于杆两端的中心部分 (图 la)
,

使杆弯曲
.

本文

将探讨层间应力
,

以表明力是怎样通过胶合面传递给盖板的
.

一
、

引 言

设有一矩形横截面的胶合叠层复合材料杆
.

上下两对称的盖板为同一材料
,

例如硬铝
。

而杆的中心部分为另一材料
,

例如木材
。

在杆两端的中心部分
,

作用由线性弯曲应力所组成

的力偶 (图 la)
,

使杆弯 曲
.

对于离杆端较远 的横截面内的应力
,

可按材料力学将这两 种 材

料的矩形横截面
,

转换为硬铝这同一材料的 工 形截 面 (图 lb )
,

然后进而计算弯曲应力
.

但

要离杆端多远才能有这样的应力分布 ? 作用于杆端的中心部分的力偶
,

是怎样通过胶合面将

力传递给盖板 ?

扶照杆端力偶的方向及各层变形的协调
,

设剪应力
T 。与正应力 a0 如图 2

.

并以两级数表

不
:
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二
、

盖板与中心部分的内力分量

自上盖板 (图Za) 截取一微段山 (图3)
.

由它的平衡
,

得
:
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,
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式中的S 为轴力
,
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,

M 为弯矩
.
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,
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对于下盖板
,

由它的微段d 义 (图4) 的平衡
,

得到
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对于中心部分
,

由它的微段山 (图5) 的平衡
,

得
:
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三
、

系数 a 。与b
。

之间的联系

这可由上盖板右半段的平衡条件来获得
.

图 6a 所示的 工 形截面
,
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于是在离两端较远的横截面内
,

例如杆中点的横截面
,

正应力J 二

为
:

a ,
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。, / I

;

作用干
.

七盖板中点横截面 内的轴力与弯矩各为
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。 ,
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从中心部分的右半段的平衡
,

将得到相同的结果
.

数值例子的计算将证实
,

取 ( 3
.

3 ) 式所示

的 b
。

与 a ,

的联系是正确的
.

用 ( 3
.

4) 式并由级数 ( 1
.

1 )
,

得
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,
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.
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r 。 的

分布曲线
,

则任一点的二。与 : 。
曲线在该点的斜率成比例

.

四
、

盖板与中心部分的应力分量

由算式 ( 3
.

4 )
,

可将盖板与中心部分的应力分量以‘来表示
.

由( 2
.

2) 式及图2a 所示的坐
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,
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下盖板的应力分量
:
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.

4) 以 及图 2c 所示的坐标系
,

下盖板的应力分量与上盖板

的只差一正负号
.

因而上下两盖板的变形能相等
。

中心部分的应力分量
:
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,
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由最小变形能原理计算层间应力

对于图 1 所示这叠层复合材料杆
,

其变形能为
:
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对于木材这正交各向异性材料
,
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.
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当盖板与中心部分为相同材料
,

且为各向同性材料
,
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正如可以预料到的
,
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,

.
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在

盖板与中心部分的交接面内的应力与弹性常数无关
.
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三石谕砂一
C

(
4

二
, 一 2

二
公

) (5
.

1 3 )

有了这级数和即可求解 C的值
.

六
、

数 值 例 子

( 1 ) 设叠层复合材料杆的上下两对称盖板为硬铝材料
,

中心部分为正交各向异性材料

(松木)
.

硬铝的弹性常数为
:

E = 7 x lo 6
kg /

em
么 ,

吞= 2
.

6 9 只 lo 6
kg /

e m
Z , 拜= 0

.

3
.

松木的

弹性常数为
:

E
,
= 1 0 ”k g /

em
Z ,

E
Z
= o

.

o 4 2 x lo‘k g / e m
Z ,

G
,
= 0

.

0 7 5
·

x i o‘k g /
e m

Z , 拼: ,
= 0

.

0 1
.

h
,
二 6 h

,

l/ (Zh + h
,

)= I/ sh = 4

由 (3
.

5 )式
,

汀

2 X 3 2

「 1
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J

I
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U
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汀9自
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由 ( 5
.

4 ) 式
,

P
Z
= 5 2 2

.

4 3
,

夕二 2 2
.

8 5 7 ; 2灯二 3 8
.

7 2 5
,

刁二 1 0
.

3 6 3

刀= 斌 ( 2 2
.

8 5 7 + 2 9
.

3 6 3 ) / 2 = 4
.

5 9 4 6
,

, 一斌 (2 2
.

8 5 7一 1 9
.

3 6 3 ) / 2 ~ 1
.

3 2 1 7

由 (5
.

1 3 )式
,

叉
“· 。o s n 二= 一 e /
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兀

4 又 4
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5 9 4 6 X 2 2
.

8 5 7 2 X 5 2 2
万、3

一
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。。6 5 2 , se

再由 ( 5
.

4 )式的第三式
,

得
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M
。

1
。 = 以,

·

‘乙‘

可
’

城

用 ( 5
.

1 1 )式计算盖板所传递的剪力
,

以校核以上的计算
.

!:动dx -
M
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从
夕

一

x 3 2

4 X 4
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5 9 4 6 火 2 2
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8 5 7 X 6
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。
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在以上所得的结果中
,

均带有一尚待确定的 C 值
.

这可以 由 (5
.

4) 式的第三式来计算
.
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先须得到该式分子中的这无穷级数的和
.
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,
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( 1 ) 设叠层复合材料杆的上下两对称盖板为硬铝材料
,

中心部分为正交各向异性材料

(松木)
.

硬铝的弹性常数为
:

E = 7 x lo 6
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,
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Z
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4 3
,

夕二 2 2
.

8 5 7 ; 2灯二 3 8
.

7 2 5
,

刁二 1 0
.

3 6 3
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.

8 5 7 + 2 9
.

3 6 3 ) / 2 = 4
.

5 9 4 6
,

, 一斌 (2 2
.

8 5 7一 1 9
.

3 6 3 ) / 2 ~ 1
.
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.
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,

以校核以上的计算
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1
,

1 1
“ = 落

“‘,

h
,

+2 h = 4h = 4

由 (3
.

5 ) 式
,

、- 一努‘
: 十 约一经

一

华
, 一

熊
-

一奢一
。

.

5 5 5 5 6
,

勺 = 一 。
.

2 77 7 8

乙名 \ 日 / 习 ‘ 兀a 吕 汀 n l

由(5
,

5 )式
,

P
艺
= 2 0 7 2 6 ,

P = 1 4 3
.

9 7 ; 2刀= 2 2 8
.

3 0
,

刀== 1 1 4
.

1 5

刀= 斌 (川
.

9 7 + 1 1 4
.

1 5 )/ 2 = 1 1
.

3 6 0 , , 二材 (2 4 3
.

9 7 一 1 2 4
.

2 5 )/ 2 = 3
.

8 6 1 3

由(5
.

1 3 )式
,

三t
.

。。s1l

一
C

(。
一

、、
.

氛
n 1 、

_ _ _ _ _ _ 二

。
.

而一 2灰而不亩
f

少“一
”

·

”。”4 ””l 七

由(5
.

5 )式的第三式
,

得
:

c 二 4 5 。
.

。:

尊 一且一
作一 o n -

现先计算盖板所传递的剪力
,

是否与盖板横截面内的轴力相等
.

由算式 (5
.

1 1) 得
:

{:
b了

。

dx -

M
。

4 5 9
·

9 7不丁
。 _ _

二
_ _ _

‘

1
4 入 1 1

。

J 七U 入 1 4 )
。

吕 ( 入
_

匕

一 。
.

。6去
4 8

箫
’

以上这剪力应等于上盖板 内的轴向压力
.

自(3
.

2) 式得 由材料力学所给的值
,

即
:

1 2M
。

b(h
,
+ Zh)

“ 枷
“+ hl) 一炸

·

晶一
。

·

5 62 5
一

势
除盖板横截面的轴力外

,

还可进而校核它的弯矩
。

由算式(5
.

1 2 )
,

M 一

; 粗
一 1 十 2

一

黑
一

)
一 (一 ‘+ Z X “

·

5 5 5“6’ 4 5 9
.

9 7 X 8M
。

4 X 1 4 3
.

9 7 X ll
.

3 6 0
= 0

.

0 1 5 6 2 6M

由(3
.

2 )式得材料力学所给的结果为
:

M =
1 2M

o

日4 bh
3 雀

一。
·

”‘5 6 2 5M
。

这两校核表明以上的计算是对的
。

将刀
,

下
,

C代入 (5
.

5) 与(5
.

1 0) 式得
: 。与 a 。,

并列于表 2

表 2

XXXXX

rrr 000

口口 000

义义义

rrr OOO

JJJ 。。

⋯

孺
一⋯

黛
一‘一

敷
一

⋯
一

软
一

⋯黛一
一 0

.

9 4 1

{一 一

———
0

.

9 2 1 0
.

90 1

{
- 0

.

4 2 919 a 苦 0
.

2 6 D7 5a 苦 0
.

1 4 4 9 8u 若

0
.

8 5 1

0
.

0 2 5 1 8 6口器

0
.

8 0 1

0
.

0 0 2 8 6 16 u 赞

一 0
.

36 50 7“关
_

淤
了

三二二」二吸,虹口
_ _

一几生赞分已
_

1二吕吵111些分
表2中的 。共

为离杆端较远的横截面内的最大弯曲应力
,

即 a 关二 1
.

5M
。

/ bll 全



叠层复合材料杆弯曲的层间应力(I ) 70 9

按照图3 与4 中的
: 。与a 。

的方向
,

表 2 中的几为正
,

故上下盖板的
: 。的方向如图2所示

.

因

表 2 中的a0 在端部为正而其余各点为负
,

故上下盖板的 a0 亦如图 2 所示
.

而在盖板端点的正

应力约为最大弯曲应力a 斧的 2
.

3倍
.

在图 8中
,

绘出了 : 。与 , 。

的分布 曲线
.

从这图可以看出
,

, 。与a 。

分布在盖板端部的长度
,

约等于横截面高度 4h 的 3 / 5
.

由于这杆为通常的各向同性材

料
,

可以预料到
,

杆端的局部效应将限于横截面高度的范围内
.

这正如 S ai nt 一 V e
na nt 原理所

表达的
.

从 以上这两个数值例子可以看出
,

对于各向同性材料梁
,

其边缘效应比叠层复合材

料梁更为部局化
。

t 。, 口。(口
牵
)

,31

:73
578

盖板与中心部分为相同的各向同性材料 h’= Zh
.

[ /h 二 场
.

a 补~ 1
.

5M
。
/品

图 8 上盖板端的 介与a 。 曲线

附录
:
两个级数的和

对于 刁< P 这情形

1
.

习
1

”‘+ 2 刀”宕+ P宕

并且 澎 。王‘7 乡〔价= 材 (p 十的 /2 士

用复变函数留数定理的计算结果
:

1
, , + (粉一 i 甲夕‘二示)

甲 (户一 斤)/ 2

n , + (。+ i澎歹〔丽) ]
(A

·

‘,

习
1

伦2 + 之2
要
么Z

e o th二 : 一

典艺之 .
(A

.

2)

用 (A
.

2)式计算 (A
.

l) 式中的两级数和
,

使等式两边的实数部分相等
,

得到
:

习、、耘
+ , 一 4 p斌夕而

:

下sin hZ二刀+ 刀s in Z兀,

s in h宫二刀+ sin , 兀下 办 (A
.

3)

式中 刀= 材 (户+ 。)/ 2
,

? = 斌 (户一 刀) / 2

习�1
.

习

柱汀劣

”c o s n 尤 sl n
刁一

n 4 + 2 泞n Z + 夕2

打CO S件兀 5 1 11罕
2i 双乡瓦矽 解只万二 澎夕而

2
) 一

1
‘

.

犷罗竺擎理竺i至里一
、

}
n ‘

十 叹, 一 ’材 P z 一 刀
z

)J
(A

.

4)

用复变函数留数定理的计算结果
:

月CO S移汀5 1 n竿
粉2 + 之 2

= ( 一 1、兀
一

2

s in h

半
二

~

石五h 厅之
(A

.

5 )习�

以 (A
.

5)式计算(A
.

幻式 }}J两圾数和
,

使等式两边的实数部分
厂

阳等
,

得
:
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