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摘 要

木文研究了圆球在半无穷长圆管入口处的蠕动流
.

得到了速度分布
,

压力分布和流函数 的 无

穷级数形式的分析解
.

采用配置法将无穷级数截断并确定出级数中各项系数
.

求出了均匀入 口 流

绕静止圆球以及圆球以瞬时速度在管内静止流体中运动这两种情形下圆球的阻力系数以及圆 球表

面上的应力分布
.

结果表明
,

当圆球在入口处运动时会遭受到较无穷圆管内为大的阻力
.

本 文 还

对配置法的收敛性进行了数值实验
.

试验证明
,

该法具有好的收敛性
.

引 言

在微循环系统中毛细血管和小血管频繁分叉
.

红细胞和白细胞在分叉处的流动阻力及其

变形对理解微循环系统 内的压力坡降及流动分布具有重要 意义
.

本文的目的是研究圆球在刚

进入分叉管时入口 段对其阻力的影响并求出圆球表面上的应力分布
。

刚性圆球可以认为是白

细胞的一种近似
.

考虑白细胞的真实形状和其变形这是我们进 一步正在研究的课题
。

L e w 和 F u n g 〔‘’研究了低雷诺情形下半无穷长圆管内的入口流
,

得到了级数形式的分析

解
。

然后用富氏级数近似地代替富 氏积分并采用配置法定出了级数中的系数
。

他们得到的初

始段长度大约等于圆管半径的 1
.

3 倍
。

最近
,

本文的作者
〔“’用数值方法直接计算了解中的富

氏积分
,

得到了在数值上和【1〕类似的结果
.

我们得到的初始段长度约为圆管半径的 1
.

2 倍
.

文【21 还通过数值实验说明了配置法具有很好的收敛性
。

本文将采用类似于文【2] 的方法
。

若干作者研究过单个圆球在无穷长圆管的轴线上运动时的阻力
.

H a be r m a n 和S a
yr

e 〔“’利

用柱坐标系统中和球坐标系统中 Sto k es 流动方程的一般解得 到 了 上 述 问 题 的 分 析 解
.

B o hl in ‘毛’采用推广的反射法得到了类似的结果
.

当球柱半径之比不大于 0
.

6时
,

他的结果和

H ab
e r m an 和S a yre 更准确的结果附合得很好

。

W an g 和 S k al a k[ ‘’
处理过无限 多个球组成的直

线球列在圆管中的流动问题
。

当圆球间隔大于一倍圆管直径时
,

所得结果已趋近于单个圆球

的对应值
.

最近
,

L e ich ber 彭
。’
等人应用配置法处理了无穷长圆管中有限个圆球系列的 蠕动

流
.

单个圆球的阻力是他们结果中的特例
.

和H ab
e r m a n 和S a yre 的解进行 比较发现球柱半径

之比一直到0
.

7 ,

两者附合程度是相当好的
。

本文曾在第二届亚洲流体力学会议上宣读
.
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虽然半无穷长圆管中的入口流和单个圆球在无穷长圆管内的流动都有了较为 充 分 的 研

究
,

但是半无穷长圆管入 口段中有圆球存在时的流体运动还没有人研究过
.

本文采用与文〔幻

和〔6〕相似的强干扰理论 和配置法得到了在静止流体中运动 的圆球和均匀入 口流绕固定 不 动

的圆球这两种情形下的圆球阻力系数以及圆球表面上的应力分布
,

并讨论了方法的收敛性
.

二
、

数 学 提 法

考虑一半径为
r 。 的圆球以瞬时速度F沿轴向

在一半无穷 长的圆管内作缓慢运动
,

管内充满着

粘性不可压缩流体
,

其流量为 0
.

选取如 图 1所

示的柱坐标系
,

坐标原点取在初始截面上
.

在本

文中我们 自始至终采用无量纲表达形式
,

为此取

R
。 ,

U
,

群U / R
。,

U R 孟为长度
,

速 度
,

压力和流

函 数的特征值
.

其中
,

R
。

是圆 管 的半 径
,

U =

Q/ 二R 丢是圆管 内流动的平均 流速
,

拼是流体的动

力学粘性系数
。

以它们为参考值得下 列 形 式 的

St o
ke

s 流动的无量纲形式方程组
:

V
Zv = V P

,

V
·

v = 0

豁豁豁
凡凡

义义义
乙乙。 }}}

其中v
,

P皆为无量纲化的速度矢量及压力函数
,

V 是哈密尔顿算子
。

图 1

(2
.

1 )

由于流动的轴对称性
,

可以引进流函数劝
,

它在柱坐标系中和径向速度分量
v : ,

轴向速度分量
v :

以及压力梯度的关

系分别为
:

l a劝
R a R

(2
.

2 )

一一
aP山

。,

一奏
一

黔

霎一决
一
晶(刀丫 蕊

一

晶(脚’ (2
.

3 )

其中D 么是广义轴对称S to k e s
算子

,

它在柱坐标系统中的表达式为

理=

命
1

R

a
.

aZ

aR 十
一

a砂 (2
.

4 )

对 (2
.

1) 式取旋度并利用(2
.

2) 式得到流函数满足以下的四阶线性偏微分方程

D
Z

(D
Z劝)二 o

现在我们写出边界条件
,

在圆管表面R 二 1上满足无滑移条件

(2
.

5 )

1
口名二 U

,

叨== 瓜
艺

(2
.

6 )

在初始截面
: 二 0上速度等于指定的分布函数

。:
二f(R )

, 。: = 夕(R )

其中j( R )
,

抓 R )是给定的已知函数
。

在圆球表面r 二 a 上满足

。:

二 V
, 。月二 0

注意a = r
扩R

。

及 犷= 厂
。

/ U 都是对R
。

及 U 无量纲化后的量
.

在无穷远 : , OO 处
,

流动趋于泊肃叶解
,

于是

(2
.

7 )

(2
.

8 )

其中犷是圆球运动的无量纲速度
.
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功一 R
“
一冬R

‘

‘

(2
.

9 )

由于问题的几何特性以及方程边界条件的线性性质
,

我们将流函数写成两部分之和
:

劝二劝
,

+ 如 (2
.

10 )

势
。

表示圆球产生的扰动
,

它是方程 (2
.

5 )在球坐标系中所有简单分离变数解所组成的无穷级

数
,

首由S a m p s o n ‘7 ’给出
,

它的形式为
:

劝
,

二兄仁C
, r 一 ”

“ r
。

(雪)+ D
, r 一 ” + 3

了
。

(乙)〕 (2
.

1 1 )

,
、于电....�.产

其中互二 co so
, r 和。是如图 1 所示的以球心为原点的球坐标

,

r
,

(豹 是 。 阶一 1/ 2 次的第一类

G eg e n b a u er 函数
.

C , ,

D ,

是待定的系数
,

需要在壁面及初始截面存在的条件下根据球面上

的无滑移条件求出
.

如表示圆管壁面和初始截面产生的扰动
.

根据文〔1 ]
,

劝。 可写成 势。
:

和

劝w Z

之和
.

劝。
:

和劝。都是由柱坐标系统中分离变数解组成的
,

它们具有下列形式
:

叻。 = 劝w l
+ 劝* :

( 2
.

1 2 )

。
,

1
梦w l

= 式
-

一下
‘

R
4

+ 乙 E ; ,

( i + 寿
, :

)
e x p [ 一k

, z 〕k
。
R J ;

(k
。

R )

+

l丁
〔A l

( ‘)R ‘!
‘R ‘, + B !

(‘, “
2
‘
。

( R ‘, 〕一 (·‘, d ‘
2

.

1 3 )

劝w Z
= 乙 E Z。。。 z e x p [一 q , : 〕q

”
R J I

(q
,

R )

+

J犷
〔“

2

(‘)Rl
l
(Rt , + B Z

“, R “
‘
。

( Rt , 〕
S ,· (·‘, d ‘

( 2
.

1 4 )

这里
,

R
“
一R

‘

/ 2代表泊肃叶流动部分 ; J
。 ,

I ”

分别是 n阶第一类 B es se l 函数和变型 B e s s el 函

数 ; E l , ,

E Z , ,

A ; ,

B : ,

A
: ,

B
:
是级数中待定 的系数 ; 常数 k

二 ,

g
,

的意义从下面的讨论中

立即可以看出
.

根据 ( 2
.

2) 式
,

与呐叭
,

沪。对应的速度分量分别为
:

v : :
二 2 (z 一 R ,

) + 乙 E , 。

( i + k。 :
)

e x p [ 一 k
, 2 ]k孟J

。

( k
,

R )

+

I丁
、A l

(‘, “
。

( R ‘, + B !
“, 〔R “ !

(R ‘, + 2‘
。

(R ‘, 〕‘一‘
·‘, d‘

( 2
.

1 5 )

v凡二 乙 E : f.
掩二: e x p〔一k o z 〕J :

(吞
。 R )

+

{丁
〔A l

(‘, ‘:‘R ‘, + B 工
(‘)R ‘。( R ‘, ,‘

S , · (
·‘, d ‘
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v : :
= 二 E

Z 。q 孟z e x p [一。
, z 〕J

。

(。
。
R )

+

I界
A

Z

(‘)“
。

(R ‘) + B
Z

(‘)〔R “
、

(R ‘, + 2‘
。

(Rt , 〕, 5 ‘n (
·‘, d ‘

aO

(2
.

1 6)

v * :
= 习 E

Z , 。盖(q
。 : 一 1 )

e x p [一 。
, : ]J

t

(。
。
R )

一

I罗
〔A Z

(‘)‘
1

(R ‘) + B
Z

(‘, R ‘
。

(R ‘, ,‘一 (
·‘, d ‘

由(2
.

1 5 ) 及 (2
.

1 6) 不难看 出
,

功。
:

及 劝。
2

分别代表初始截面上只有轴向速度分量 珑
,

而
v RI = o的情形以及初始截面上只有径向速度分量

v凡而
” : :

= 。的情形
·

令下标为 切,

的解 满 足

R = 1处决
:
= O的边界条件

,

下标为w Z

的解满足 R 二 1处劝。= 0的条件我们得

B
l

(‘卜一 , ,
,

群爵
、*)

一
A

!

(, )
,

‘
。

(“
·

卜。
(2

.

1 7 )

及

。
, 、

I
,

〔约
B

。

(t、= 一 屯
1
飞

‘

了
一 艺 、

·
, 一 I

。

(t)

由此可见
,

k
。

和 q 。分别为零阶和一阶

(2
.

1 3 )~ (2
.

1 6 )式并考虑到 (2
.

1 0 )
,

A
Z

(t)
,
J

,

(g
。

)= 0

B es s el 函数 J
。

和 J , 的零点
.

(2
.

1 2 )及(2
.

3 )式我们有
:

(2
.

1 8 )

将 (2
.

1 7 )
,

(2
.

1 8 )式代入

~
。

1

沪一 八
‘

一 而
乙

尸
4

,

+ 兄 E
, 。

(1 + 寿
。 : )e x p〔一寿

, 二〕k
”

尸J
,

(k
o

R )

fO O
·q ·“e X p

卜
q ·“〕q

·R J
:

(q
·
R ) + }

。 A
、

(‘)[R I
L

(R ‘)

R
Ztl。(t)

tl
l

(t )+ 2 1
。

(t)

‘
。

(R ‘, 〕一(
·‘,击 +

I丁
A

Z

(‘): R ‘
!
(R ‘,

尺
2
1
。

(刀t)ls in (: t)d t + 乙 〔C
二
F 矗

3 , (R
, 二一L ) + D

o

F矗
4 ) (R

, : 一L )〕

(2
.

1 9 )

v :

= 2 (1 一R
,

) + 乙 E
t ,

(1 + k
, : )e x p [一k

, : 〕为盖J
。

(k
o

R ) + 乙 E
: , q 霖: e x p〔一 。。 z 1)

。

(a
o

R )

+

{丁
A

l

(‘,〔“
。

(“‘) - R tl
l

(R t)十 2 1
。

(R t)
tl

,

(t )+ 2 1
。

(t)
才I

。

(才)〕
e o s

(
: 才)d才

A
Z

(t )「
, ,

。

(* , )一 季
1

{:{ (。 , :
(* , ) + : ,

。

(* , ))1
5、n (

: , )。,

L J O、‘
夕 J

r皿..J

+

+

柔〔
C

·
F“

1 )
(R

,

一 L , + D
·
F“

2 )
(R

,

一 L ,〕 (2
.

2 0 )
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v : = 乙 E
l ,

k二: e x p [一 k
, z JJ

,

(k
o

R )+ 乙 E
: ,

q二(q
。 : 一 1 )

e x p〔一 q 。 : JJ
;

(a
o

R )

+

)介
1

(‘,!
‘
1

(R ‘, -

一

{孙
2

(‘,「
‘

1

(“‘’-

*I
。

(t)
tl

;

(t ) + 2 1
。

(t)

R ‘
。

(R , )〕
, s‘n (

Z ‘)dt

{;{{}
R ‘

。

(R ‘,]
‘
一 (

·‘’“‘

+ 艺 〔C
,

F 护
, (R

, : 一 L )+ D
o

F鑫
, ,
(R

, z 一 L )〕 (2
.

2 1 )

, 一 ,
。
一

。犷【
- tl

。

(t)
tl

l

(t) + 2 1。(t)
A

l

(t)
5 in (

: t)

I
,

(t)
才 , 1 、 _ _ _ ‘ _ 二 、

1
。 ‘ ; , 。

‘ 、 J ‘

+ 今,兴姜 A
Z

(t )e o s
(
: t) !Ztl

。

(R t)d t
I
。

(t)
‘ 一 z 、

’
尹

一
、一

’
产
」
一

’ 一 “ “ 一 ‘

” 一
’

aO
+ E E

, , e x p仁一寿声〕Zk三J
。

(k
,

R )

+ 乙 E
Z 。 e x p〔一 g

一 z 〕2。乏J
。

(q
。
R ) + 乙 D

。 4 件一 6

n

F盖粉
1

(R
, 之一 L ) (2

.

2 2 )

其中
,

L = L
。

/ R
。

位于圆球中心 (图 l)
,

P
。

是参考压力值
,

F 孟幻 (R
,

z) (寿= 1
,

⋯
,

e) 的 表达式

为
:

‘

!
,

⋯
..........产F盖

”
‘“

, ‘
’一 ‘“

“+ · 2

, 一竿 p
·

「口箭再〕
F“” ‘R

, ·
, 一 (R

’
+ ·
”一 气

‘

{
p

·

〔汀声干牙〕
+ Z r

·

[、六
、

〕}
F ‘” (“

, ·
’一 ‘” + ·

”一旱r
·

「动六
2

〕
F护

’
(“

, ·
, 一 ‘“

’
+ ·
”一

”

铲几【动箭干矛}
F ‘

’
(“

, ·
’一‘

· + ‘, (“
’
+ ·
”一芸

一

青r一 !扩声干矛}
F 护

’
‘“

, ·
’一‘

· + ‘, (“
2
+ ·2

, 一旱青r一l守声不分〕
一 2 ·‘“

“
+ ·2

, 一旱青r
·

〔7声千乎」

(2
.

2 3 )

这里凡是
,
阶勒让德多项式

.

在推导中我们考虑到勒让德多项式和 G eg en ba ue
r函数的性质以

及球坐标 (
r ,

0) 和柱坐标(R
, 2
)之间的下列关系式

: : 一 : 一五
, r一衬‘朴:

,

“一 c o s“一丁
‘ ,

(2
.

2 4)
尸rs

一一
时一毋沂

�

rs之

一一一
时一妞R

�
r

一一
口口

n
.‘几

S
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令 (2
.

1 9 )
,

(2
.

2 0 )式满足边界条件 (2
.

6 )
,

我们得到

fao
, , , 、

f t〔I贾(t)一 I丢(t)〕+ 2 1
。

(t)I
,

(t)1
_ _ _ , _ 二、。‘

1 A
l

(t)}竺兰卫万祷兴十兴兴竺兰燮
二
}
e o s (: t)d t

J。 “
, “

’
了

L tl
,

(t) + 2 1
。

(t) 」一
、一

’ 少 一
’

0 0 沉 ,

二 一 兄 F
1 .

(1 + k
。 :
)
e x p〔一 k

, : 〕k
,

J
;

(k
,

)一艺 [ C
,

F 孟
3 ) (1

, : 一L ) + D
o

F护,
(i

, : 一 L )〕

{丁
A

Z

(‘,〔
t〔I孟(t)一 1 1(t)〕一 2 1

。

(t)1
1

(t)
I
。

(t) 〕
s‘n (

·‘’“‘

= 一艺 E
Z 。。孟z e x p〔一 a 。 : ] J

。

(。
,

)一 乙 [ C
o

F 孟” (1
, : 一 L ) + D

o

F 孟
, ) (

一

1
, z 一 L )〕

将上述富氏积分变换反演之得

、.....

1
、沪

!
|
l!

声

A
l

(t)= 一艺 [C
”夕(‘,

(t)G C盖
s ,
(t) + D

。夕“’(才)G C护
,
(才)〕一兄 E

; 。g “’(t) G C盗
. , (t)

A
:

(t)= 一 乙 [ C
。 g ‘, , (t)G S孟

‘’
(t)+ D

。夕‘, ,
(t)G S孟

, ,
(t)〕一 乙 E

Z , 夕(2 , (t)G S菇
。,
(t)

(2
.

2 5 )

其中

g “’(r) = 一
tl

:

(t) + 2 1
。

(t)
H (t)

,

。(2 )、, )一

夯{;}
H (*)= t〔I丢(*)一 I雯(t)J一 2 1

。

(t)1
1

(t)

G C“
‘)
(, ) 一鲁{丁

f‘
* )
(一 ,

。。 S
(
·‘, d

·

G S “
‘)
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‘“
‘)
‘一 ,

5 ‘·(
·‘, d

·

几叹
2 ,

) = F 护 (1
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29 ) 中包含的各个积分必须进行数值计算
。

表达式 (2
.

2 5) 是方程 ( 2
.

5) 的解
,

它满足 圆管壁面上以及无穷远处的边界条件
.

至于公

式 ( 2
.

2 8) 中的系数E
I 。 ,

E
: 。

以及 C
。 ,

D 。

则应该根据边界条件( 2
.

7 )和 ( 2
.

8) 定出
.

令解满足

边界条件 ( 2
.

7 )
、

( 2
.

8) 得下列确定这些系数的方程组
:
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式中R
。 , : 。

是圆球上各点的坐标
.

这是一个确定E
I 。 ,

E Z。 ,

C 。

和D ,

的无限阶线性代数方程

组
,

不可能用数值方法精确地将其解出
.

配置法的基本思想就是将 ( 2
.

28 ) 中的无穷级数截

断
,

用有限项近似地代替无限项
,

然后在初始截面和圆球上适当选取的有限个离散点上满足

边界条件
.

如果在初始截履 匕取m 个点
,

圆球上取 n
个点

,

则我们得到 2 (。 十 n) 个线性代数方

程组用来确定2 ( m + n) 个未知系数E ; 。 ,

E
: 。
以及C 。 ,

D 。 .

此线性方程可 以采用任何一种标准

方法求解
.

一旦这些系数被确定出来
,

速度分布
,

流函数和压力分布也就完全知道
.

显然
,

增加。和
n 的阶次可以改善解的精度

.

当 m
, n , oo 时

,

截断误差趋于零
,

这时解的精度仅取决

于 ( 2
.

2的式中数值积分的精度
.

流体作用在圆球上的力可以用下式求出 (H a p p e l和B r e n n e r〔” 1 9 6 5 p
.

1 1 5 )
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厂 = 兀
J
。 r 一 ”‘” 一。

D
Z

劝
‘sin

2
8〕

r d“
(2

.

3 2 )

将上述积分计算出来并利用G e g en ba ue
r函数的正交性可以得到下列简单的关系式

F = 4兀D
:

(2
.

3 3 )

总阻力可 以通过两个阻力系数刀
犷’和矛“ ’

表示出来
.

郊 犷’表示圆球沿管轴方向以速度U 在

静止流体中运动时的阻力系数
,

几‘“,
表示最大流速为 U m 。二

“ ZU 的管流绕过静止圆球时圆球

的阻力系数
.

当圆球以速度厂运动时
,

阻力可写成

F = 4
祀互

v , = 6加犷几
‘r ,

(2
.

3 4 )

由此得

几‘F )
D 歹粉

1
.

sa犷
(2

.

3 5 )

这里 那F , 代表初始截面及管壁存在时作用在 圆球上的阻力和同一条件下圆球在无界流体中运

动时所受到的阻力之比
.

当流体以最大速度U。
二

流过圆球时
,

阻力为
:

F 二 4汀D 玉
肚, 二 6二a U m a x

几‘
U , (U m a 二

二 ZU ) (2
.

3 6 )

几(U )
D 荟

U ’

1
.

saU m : x (2
.

3 7 )

几‘U) 代表界面存在时和不存在时流体作用在静止 圆球上的阻力之比
.

如果流体和圆球都在运动
,

则根据方程和边界条件的线性性质可知圆球所受的阻力为上

述两种阻力之和
,

即

F = 4
祀

:
= 4二〔D 呈

v , + D 犷
, ] (2

.

3 5 )

F = 6二a [厂几‘v ) + U 只‘U )】 (2
.

3 9 )

球面上的应力分布对于研究弹性或粘弹性圆球变形是必须具有的初始资料
.

根据应力张

量和变形速度张量的关系可 以推出球面上法应力几
,

和切应力丸
。分别为

P
, ,

= 一P 一

(
一

豁
一

偿)
5 in 。·。 S。+

aav:
c。 5 2。一豁

s in
Z
。

} (2
.

4 0 )呱衍一一扒

有了压力分布以及速度分布
。:
(R

,

z)
,

珑(R
, : )

,

不难根据 (2
.

40 ) 式算出球面上法向应力 分

布和切向应力分布
。

三
、

圆球在半无穷圆管的静止流

体中作轴对称运动问题的解

本节考虑圆球以速度 犷 沿 管轴方向在半无穷长圆管的静止 流体 中作轴对称运动的问题
.

此时U = o ,

特征速度应以 V 代替
.

同时在入口 截面
z = o处f( R )= 抓 R )= 0

,

这相当于圆管的

端缘 : 二 0 是封闭的
,

可以把它看作固定边界
.

式 (2
.

3 1) 前三式中的右边部分变为 f( R )一

2 (1 一R
Z

)= 0
,

g (R )= 0
,

犷一 2(1 一 R
Z

) = 1
.

将初始截面(0
,

l) 分成
n
等分

·

为了避免断的方程自动满足
,

我们用略大于 。的点
,

例如
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R = 0
.

01 代替R = 0
.

与此同时
,

将圆球的生成圆弧分成
n
等分(不包括 e= O这一点

,

这里的等

分数目可以不同于初始截面上的等分数目
,

现为简单起见取成一样 )
.

一般来说
,

应将 生 成

圆弧上的 0= 刁2 点取作边界点
,

因为正是这一点决定了圆球在垂直于运动方向上的投影面

积
,

因而具有特殊的重要性
.

但是仔细考察线性代数方程组发现 (2
.

3 1) 中矩阵的系数在这一

点上是奇异的
,

为了避免这个困难
,

顶点0 = 二/ 2用两个相邻的点e= 二/ 2士占来代替
.

较优的 d

应通过数值实验确定
.

表 1列出了L = 1 ,

圆球半径不同时
,

对于占= 0
.

8
’ ,

0
.

1
。

和 0
.

01
.

这三

个值
,

圆球阻力系数 的值
.

可以看出
,

当 d“ O
,

01
.

时
,

阻力系数收敛到五位有效数字 (
a = 0

.

9

例外
,

收敛到三位有效数字 )
.

因此今后我们选占为 0
.

01
0 .

表2列出了 L = 1 时不同圆球半径阻力系数的收敛速度
.

可以看出圆球半径越小 (离初始

截面越远 )
,

阻力系数收敛得越快
,

随着圆球半径的增大
,

收敛速度变慢
.

当 a = 0
.

8 时
,

需

要。 = 18 个点才能保证四位有效数字的精度
.

一般来说
,

取 tn = 14 个点可以保证
a
( 0

.

8 的范

围内至少三位有效数字的精度
.

表 3还列出了球面上应力分布的收敛性试验
。

出于意外的是
,

应力分布也收敛得和阻力系数一样地好
.

不同L和不同圆球半径
a 下的阻力系数汇集在表4和图2中

.

值得指出的是
,

圆球离入口处

越近时其阻力系数越大
.

这个事实表明密封边界的影响
.

图 3画出了 a一 0
.

4 (L = 0
.

5
,

0
.

7
,

0
.

的 时圆球表面上的法向应力分布和切向应力分布
.

注

意这里规定口二 二/ 2处的压 力为零
.

表 1 占的收敛性试验(L = l)
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表 2 阻力系数的收敛性试验 (L = l)
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法向应力分布的收敛性试验(L = 0
.

8)

后9 1

表3a
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.
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.

0 2
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.

0 1
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.
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.
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蠕动流中圆球阻力系数的入口效应 仑D3

四
、

均匀入 口流绕静止圆球问题的解

在方程 (2
.

3 1) 中
,

令 j( R ) ~ 1
,

以 R ) = 0
,

V 二 0 ,

即得解均匀入口流绕静止圆球问题所

须的线性代数方程组
.

初始截面和球面上点的划分以 及有关圆球顶点0 = 二 / 2的讨论和第三节完全一样
,

不再赘

述
.

下面列举结果
。

表5 占的收敛性试验(L , 1)
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.
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切向应力分布的收敛性试验(L = 0
.
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表8 不同a和L的阻力系数不‘1)
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表5表明
,

当d = 0
.

01
。

时
,

阻力系数和运动圆球情形一样也收敛到五位有效数字 (
a 二 0

.

9

例外
,

收敛到三位有效数字 )
.

我们对 L = 1时不同圆球半径对收敛速度的影响进行 了数值试

验
,

结果列于表 6 中
.

考察这些结果表明
,

离初始截面越远
,

收敛得越快
。

当圆球向初始截

面靠近时
,

收敛速度变慢
,

例如 a = 0
.

8时
,

须要 18 个点才能收敛到四 位有效数字的结果
.

我

们也试验了球面上应力分布的收敛性
,

结果列举在表 7 中
.

和运动圆球情形一样
,

它们也收

敛得不错
.

不同L及 a下的刀功画在图4中并列举在表 8 中
.

图5画出了 a = 0
.

4 (L = 0
.

5
,

0
.

7
,

0
.

的时法向应力分布和切向应力分布
.
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附 录

(2
.

26 )式中的8个积分比较复杂
,

首先利用关系式之, , 之一 L
,

有

G C护) (t、= G S公(t、c o s(L t )一 G 二么丫才、s in (L 才、)

G S扩
,

(亡) “ G 二鑫
’

(t)e o s(L 才)+ G {乍(‘)s in (L亡)1
-

(A
。

1)

其中

G 忿轰
’

“, 一圣} f扩
》(2

1

)sin (z
l t)J : 1

一 L

(A
.

2)
。 ( ; } , J 、

Z r
“ 砂n 、‘少一 二

、
f扩

)(二
;

)e o s(二
, 才)d “

~ L

, 、
夕(:

,

)51· (·
, , )‘一 +

异l厂
了扩

, (:
,

)c o s(:
, 了, ‘· ; +

晃l厂 }
通过下式 G 绍

吼对

G 纷及‘界
,

G 以可由G 纷
,

G 卿及 G 器 G 界表出

(t) ~ G 系封(才)一 (2 。一 3)G 二刃(‘)
,

G {从(t) ~ G 分卉(t)一 (2
。一 3)G 界(t)
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G “““, 一可
简

〔(2卜 3 , G “豁(‘卜(一
2 , (卜 3 , G ;““, ,

G 以(‘)一、(、乞
l) [ (2卜 3 )G :几(‘) + (卜

2)(卜 3)G ;胃(, ):

问题化为如何求 G 纷(0
,

G 卿(t ) 及 G 界(勺
,

G 戮(t )
.

这四个式子中的第二个无穷积分可以计算出来
,

它

们是

专10co
了分

)‘·)粱}卖{{“
一‘一 , , 〔子〕号撬

‘·K0 (‘, (一偶数, (A
.

3)

吴l厂
,分

)‘·, :蕊{彭}
d一‘一 ‘, 〔牛 ,

撬{
‘”〔‘

。

(‘, 一“。(‘, ’

〔粤〕

务买
〔‘2“一 3, ! 1〕

: ‘”弓““

}
(一“数 , (A

.

选)

厂
了
黝

)
魁娜面一

(一‘, 〔普〕号介
八一

IK
I

“,

厂
了。

)(·)霖}立;{
d一(一 l)〔髻 , 〕

众{
‘, 名一〔‘

1

(‘, 一 L 一“, ,

(A
.

5 )
rt、,甘产、、、J

竺若
+

异馨
〔(2卜 3, ! ! (2“一 ‘, ! ! , ‘

”一““

l
(一奇数) (A

.

G)

其中〔 〕是取整符号
,

凡(t)
,

K
,

(O 是第二类零阶和一阶变型B es s e l函数
.

L 。(勺
,

L
一,
臼) 是零阶和 一 l阶

变型 st ruv e 函数
.

公式(A
.

3 )
,

(A
.

5) 的推导已刊登在 L ei c hb er g 等人
〔6〕的文章的附录中

.

我们现在推导

(A
.

约及 (A
.

的式
.

2二一

气切
厂

(
- );0ao

“十‘”
一’一‘’‘· (·‘’“· (A

.

7 )
11一乙仆

十V

根据公式 (参看〔9〕)

I
,

(t)一 L
一、

(t)=

(才> 0
,

R e v> 一 l/ 2)

当, = 0时有
。 r 。 。 _ 主

青、
。 [ 了。(‘)一 L 。(‘)〕, ‘” (x ‘)“‘一 金(‘+

x ,

)
一 ’

P0 斌 丁干示工
其中厂(勺为G a

~
a函数

.

由此出发利用递推公式及微分运算可以推出

一县
一

又
‘ {‘[ , 。(‘)一 ; 。(, )卜e (, ), c o s(二, )J 才

一里
(1 + 、 :

)
一 , 尸,

}一
,

J‘ JO J ‘ L 八了 1 + 劣 2

另10eo
一 、‘

2

〔‘
。
: ‘卜 L 。

(‘)卜 C (, )‘* S‘· (/ ‘)d ‘一食(
; + 二2

)
一

音 p Z

〔斌丁千护-

其中 c (v卜万袱、式初/2 )
,

推广之即徐

〔号勺

具
、

l厂{
‘·〔‘。(: , 一 L 。(, , 一 : 烈

〔(2“一 3, ! !〕
2 ‘”一“‘

}
S‘·

[一
(一 2 ,号]

‘才

一知 (l+
”, 一

粉
·

岛箭」
(A

.

分)

同理
,

在公式(A
.

7 )中取
, = l得

三又
OO ‘〔, ,

(‘)一 :
一 ,

(, )〕5 1二(二, )“
一粤

2 , (, + 二 : )
一

令 ,
:

「下典布1
叮 ‘ J O 砂‘ L 材 1 十 劣 . J

利用递推公式及微分运算可以推出

是l厂
“

2

〔‘
工

(‘, 一 L 一(‘,卜C (2 , ,一 (二‘, d ‘一 宾
一

3 , (‘+ 二
2

,
一‘

了 X

材 l + 护
-
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推广之得

吴l厂{
‘一〔‘

1

“, 一 L 一(‘, , 十务
[

, ,

二
,

1

习
[ (2* 一 : ) , , (2。一 1) : , 1‘

,卜 : 。一 1

冬
, in

r
二

卜 (。一 2)誉I
J‘

J L ‘ J

一
Z n , (z + 劣

,
)

兀

一牛卜 仁
一

兰
-

_ _

1
L人产 l 一劣 ‘ J

(A
.

9)

公 式(A
.

8) 式及 (A
.

9) 式反演之即得(A
.

约及 (A
.

的式
.

最后应该指出
,

(A
.

2 )式中的定积分无法分析地积

出
,

必须采用数值积分的方法求值
.
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