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摘 要

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是夕的函数的条件下
.

利用平衡方程
.

应力应变宝关系
、

相容方程和屈服条件
,

本文导出了平面应变和反平面应变复合型裂纹尖端的理想塑性应力 场 的一

般解析表达式
.

将这些一般解析表达式用于复合型裂纹
. ’

我们就可以得到 I
一

I
、

I
一
I及 I

一

I
‘

l

复合型裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表达式
.

J J 与 一、月

一
、

月U 台

关于静止复合型裂纹尖端的理想塑性应力场
,

S hi h[ ” 给出了 I 一 I 复合型平面应变裂纹

尖端的理想塑性应力场
; 我们用一个很简单的方法得到了平面应变和平面应力下 I 一 I 复合

型裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表达式
〔“’.

但是
,

就我们所知
,

没有文献研究过 I一 I
,

I 一 ! 及 I 一 I 一 l 复合型裂纹尖端的理想塑性应力场
.

为此
,

本文提出一个简单方法来 解 决

上述问题
。

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 0 的函数的条件下
,

利用平衡方程
、

应力应变率

关系
,

相容方程和屈服条件
,

我们导出了平面应变和反平面应变复合型裂纹尖端的理想塑性

应力场的一般解析表达式
.

将这些一般解析表达式用于复合型裂纹
,

我有诀就可以得到 I 一 I
、

I 一 l 及 I 一 I 一 I 复合型裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表 达 式
.

为了避免重复
,

这里只

给出 I 一 I 和 I 一 I 复合型裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表达 式
。

二
、

基 本 方 程 式

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 口的函数的条件下
,

理想塑性平面应变和反平面

应变复合型裂纹问题在极坐标 (r
,

0) 中的基本方程为
:

补

钱伟长推荐
.
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平衡方程
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其中。 , 、
a ,
为正应力分量

, : , , 、 T。
、 : e :

为匆硷力分量
. 气

2
.

应变率速度关系

以 “ , 刀 和叨表示的 r 方向
、

0方 向及 z 方向的速度分量都是极坐标
r 和 0 的函数

,

于是
,

应变率速度关系为
:
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其中万
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为正应变率分量
,

夕
, 。、

么
:

和夕
, :

为剪应变率分量
。

3
.

应力应变率关系

若,

= 一 若。二几a
_ ,

夕
, , == 2几丫

f 。

夕
, :

== 2几: f : ,

夕
e :

== 2肠一: (2
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其中 之为非负的比例因子
.
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相容方程
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Mi” : 屈服条件

2 a
.
、

a 一 ‘

十 r : ’十 T , ·
+ r ;

·
二 “

‘

= 气口言) (2
.

5 )

其中 a ,

为材料的屈服极限
。

由式(2
.

1) 和 (2
.

5 )容易看出
,

只有四个方程来确定五个应力未知量 a , 、
a 。、

介 , 、

介
:

和

介
: .

所 以
,

平面应变和反平面应变复合型裂纹问题不是静定问题
,

我们必须将应力场和速度

场联合在一起分析
.
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平面应变和反平面应变复合型裂纹尖端的理想塑性应力场

= 一船卞程才的憾一户, j 、 产J尸八 . 2 甘 口一J J 尸尸 、 ” 叨 j 幼 ,

我们取a 。
、

劫
:

和几作为基本未知量
,

且引用 甲(0) 和 功(0) 使得

a a= 切(0)
, : , :

= 劝(0) (3
.

1 )

于是
,

由式 (2
.

1) 得到用甲和吵表示的应力分量为
:

。

一李金
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、

:
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器
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, 二 = 2久功

将 (3
.

3 )代入相容方程(2
.
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:
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而屈服条件 (2
.

5) 变成
:

(令)
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(
2

劣)
’
+ (4 , )

么
+

(
4

匕答
一

)
’
一 (‘“,

“

(3
.
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式(3
.

4) ~ (3
.

的是控制 甲
、

劝和 几的三个非线性微分方程
.

因此
,

问题变成在给定的边界

条件下求解这个方程组
。

设 函数 双0
, r
)被给定为

久== c r ” (3
.

7 )

其中
c
为一常数

, n
为一未定参数

。

将式(3
.

7 )代入式 (3
.

4) 和 (3
.

5 )
,

我们就分别得到控制甲 的四阶齐次线性微分方程

豁
+ (4 + 2

一
)
令

一 。
(3

.

8 )

和控制 势的二阶齐次线性微分方程
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穿
+ (”+ ‘’‘一”

(3
.

9 )

现在我们分别讨论中和 劝在
n = O和 n = 一 1 时的一般解析表达式

.

1
.

甲 的一般解析表达式

1 )
n == 0 情形

当 n = 0 时
,

(3
.

8 )变成

d
4甲

, ,

d
么切 _

n

刁班 下 任 刁乎一
。 (3

.

10 )

该方程的一般解为
:

切= c 一+ c : 0 + c oe o s 2 0+ c ‘s in 2 0

其中 自(‘= 1 ~ 4 )为四个积分常数
.

2 ) n = 一 1情形

当 n = 一 1 时
,

(3
.

5) 变成

(3
.

11 )

少切
,

少切 _
八

J班 甲 刁尹 一
。 (3

.

12 )

由此得到

沪= C 。+ C。0 + c 7e o so + c 。sin o

其中伪 (云= 5~ 8 )为四个积分常数
.

(3
.

1 3 )

2
.

砂的一般解析表达式

1 )
n = 0 情形

当”= o时
,

(3
.

9 )变成

d 丫 二
I.

一
“

一

亏扇
-

+ 劝二 O
d o

“ ’ 丫 (3
.

1 4 )

该方程的一般解为
:

劝== c 。e o so + e , 。s in口

其中
c 。和 cl 。为两个积分常数

.

2 )
n = 一 1情形

当 n = 一 1 时
,

(3
.

9 )变成

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 )

(3
.

1 6 )的积分给出
:

劝== c : : + c : : 0

其中
。; : 和 c : 2

为两个积分常数
.

将 甲 和沪的一般解析表达式代入 (3
.

1) 和(3
.

2 )
,

析表达式为
:

1
. n = 0 情形

a
,

“ C :
+ c : 0一 c a e o 、28一 e ‘s in Z口

a e
,

c 一+ c : 0 + 几e o sZ口+ c 一sin 2 0
‘
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(3
.

1 7 )

我们就得到理想塑性应力分量的一般解

(3
.

1 8 )
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和
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理想塑性应力分量的一般解析表达 式还必需满足屈服条件
.

为此
,

将 (3
.

1 5) 和(3
.

1的代

入式 (2
.

5 )得
:

管
+ ·: + · :

一
‘n Z“+ ·2

一
2“

十 c
石十

c 雯
。
二护

为了保证上式在裂纹尖端的某一应力区内处处成立
,

我们必须取

c : = 0

同样
,

将式(3
.

2 0 )和(3
.

2 1 )代人式 (2
.

5 )得
:
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为了保证上式在裂纹尖端的某一应力区内处处成立
,

我们必须取

C 7
= C a = c 一: = 0 (3

.

2 5 )

这样
,

平面应变和反平面应变复合型裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表达 式为
:

1 ) 均匀应力区 (n = 0情形)

a ,
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。
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2) 简单应力区 (n = 一 1情形 )

} (3
.
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)
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其中 a ‘
(i= 1 ~ 5 )为五个积分常数多

}

(3
.

00 是一个待定常数

2 9 )

b‘(￡二 1~ 3 )是另外三个积分常数
,
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显然
,

式(3
.

2 6 )和(3
.

2 7 )分别与文献〔2 〕中的式(3
.

8 )和(2
.

9 )相同; 而式 (3
.

2 8 )和(2
.

2 9 )

则分别与文献〔2 〕中的式(3
.

7 )和(2
.

5) 形式上相同
.

所 以
,

文献〔2〕中反平面应变和平面应变

二者的结果是本文的特殊情形
.

以上分析表明
,

本文所得的上述表达 式(3
.

26 )~ (3. 29 )是正确的
.

所 以
,

I型
、

I型
、

I 型
、

I 一 I
、

I 一 I
、

I 一 I 及 I 一 I 一 I 复合型的裂纹的尖端的理想塑性应力场全都由 应 力

区(3
.

2 6 )~ (3
.

29 )组成
,

其他形万勺的应力区不能出现
.

四
、

复 合 型 裂 纹

为了避免重复
, 一

卜面只给出 I 一皿和 I 一 皿复合型裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表达

式
。
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