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不可微预报系统的广义变分同化方法
及 数 值 试 验
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摘要:  讨论了不可微预报系统中的广义变分同化方法# 对于不可微预报系统, 由于不可微性, 系

统不存在切线性系统,而切线性系统的不存在, 使得无法用通常的途径导出伴随系统# 引进不可

微系统的弱形式后,可以不考虑切线性系统,而直接导出伴随系统# 主要就 3 种形式的问题展开

了讨论,第 1 种为低维系统,第 2 种情形为高维系统整体观测资料, 第 3 种情形为高维系统局部观

测资料# 可以称此方法为结合反问题思想的广义变分同化方法# 
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引   言

变分资料同化是提高数值天气预报准确度的有效手段,而变分伴随方法日益应用到变分

资料同化中去# 由于伴随方法是建立在可微的系统基础上[ 1~ 3]
, 而预报模式中往往会采用参

数化,参数化会带来临近值处模式中某些项关于时间或模式变量不连续或不可微性,这种现象

称为/开关0( on_off)# /开关0现象是属于不可微系统, 对于不可微系统的处理是变分资料同化

中的重点和难点# 目前国内外提出很多办法,例如传统方法、光滑化方法、广义方法、新伴随方

法[ 4~ 8]等,做了不少有益的工作# 但是值得我们注意的是, 若系统是不可微的,不可微系统不

再有切线性模式,故必须引进弱形式再进行讨论# 在本文中分别对低维不可微预报系统、高维

不可微系统在整体和局部观测资料情况下建立了广义变分同化方法,并且对低维不可微预报

系统的同化做了一个数值试验# 

1  低维不可微预报系统的广义变分同化方法

1. 1  理论推导

下面以低维不可微预报系统为例, 说明引进弱形式方法,此方法我们称为广义变分同化方

法# 
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我们以文[ 6]中最简单模型来说明广义变分同化方法# 

  dq
dt

= F( t ) + BH+ ( q - q c) , qt= 0 = q 0, ( 1)

其中 q ( t ) 为比湿, B、q0为常数, qc为/开关0临界值, q c> q0, F ( t ) > - B, F ( t ) \ D> 0, F( t )

可微,H+ ( #) 为Heaviside函数# 显然式(1) 在[ 0, T ] 上适定且解 q( t ) 是连续的,选择T 使在

[ 0, T ] 中存在唯一的 Sc, 使 q( Sc) = q c# 由于( 1)是不可微系统,我们引进

  S
1
(0, T ) = p ( t ) | p ( t ) I H

1
(0, T ) 且 p | t= T = 0 ,

于是式( 1)写成弱形式如下:

  Q
T

0

dq
dt

p ( t )dt = Q
T

0
F ( t) p ( t )dt + Q

T

0
BH+ ( q - qc) p ( t )dt =

    Q
T

0
F ( t) p ( t )dt + Q

T

S
c

Bp ( t ) dt# ( 2)

记 q obs 为 q 的观察资料,我们确定 q0、q c使目标泛函

  J [ q0, qc ] =
1
2Q

T

0
( q( t ) - q obs( t ) )

2dt = min!# ( 3)

引入扰动 q 0 y �q 0 = q0+ AU, q c y �q c = q c+ AN,则此时 Sc y �Sc ,解 q ( t ) y�q ( t ) , 记 q̂ = lim
Ay 0

(�q

- q) / A, Ŝc = lim
Ay 0

(�S- S) / A, 记这种收敛为 L
2
(0, T ) 意义下的收敛# 于是由( 2)式得

  - q (0) p (0) - Q
T

0
q ( t )

dp ( t )
dt

dt = Q
T

0
F ( t) p ( t )dt + Q

T

S
c

Bp ( t )dt , ( 4)

从而   - Up (0) - Q
T

0

�q ( t ) - q ( t )
A

dp ( t )
dt

dt = Q
S
c

�S
c

B
A

p ( t )dt# ( 5)

令 A y 0, 则有

  - Up (0) - Q
T

0
q̂ ( t )

dp ( t )
dt

dt = - Bp ( Sc) Ŝc# ( 6)

又因为 q c = q ( Sc) = q 0+ Q
S
c

0
F ( S)dS, �q c = q c + AN= q0+ AU + Q

�S
c

0
F ( S)dS, 于是有

  N= U + F ( Sc) Ŝc# ( 7)

把( 7)代入( 6)有

  - Up (0) - Q
T

0
q̂ ( t )

dp ( t )
dt

dt = - Bp ( Sc)
N- U
F ( Sc)

# ( 8)

引入伴随:

  - dp ( t ) / dt = q - qobs , p t = T = 0, ( 9)

有    - Up (0) + Q
T

0
q̂ ( t ) ( q - qobs)dt = B

p ( Sc)
F ( Sc)

U - B
p ( Sc)
F ( Sc)

N# 

又因为

  Jc[ q0, q c; U, N] = Q
T

0
q̂ ( q - qobs) dt = ¨q0J #U+ q̈ cJ #N,

由( 3)我们可以得到泛函关于 q0和 q c的梯度分别为:

  q̈ 0J = p (0) + B
p ( Sc)
F ( Sc)

, q̈ cJ = - B
p ( Sc)
F ( Sc)

# ( 10)

1. 2  数值试验
假定模式( 1)中各参数的准确值分别为: F ( t) = 2. 0, B= - 1. 5, q c = 0. 46, q 0 = 0. 25(详

见文献[ 8] ) ;模式积分时间的终端时刻为 T = 1. 0, 在数值试验过程中取 dt = 0. 005# 
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令 q c和 q0 分别取上面的准确值,对模式进行数值积分, 将所得到的结果作为观测值 qobs

保存# 然后 qc和 q0的扰动值作为初始猜测值,利用拟牛顿法进行迭代# 为检验反演效果,这

里以准确值为中心, 取了 3组不同的扰动值进行试验,其取值情况及反演结果如表1所示# 
表  1

试验

参数 初始值

q0 q c J
迭代次数

最终反演值

q0 qc J

试验 1 0. 05 0. 25 9. 157 3 28 0. 243 9 0. 470 7 0. 001 2

试验 2 0. 05 0. 55 1. 301 8 6 0. 25 0. 467 6 0. 0

试验 3 0. 42 0. 55 2. 738 2 17 0. 25 0. 462 2 0. 0

  从表1中可以看出,各试验结果均非常理想# 注意到在第2和第 3个试验中, q c反演的最

终值并没有达到准确值 0. 46, 而最终目标泛函却为 0. 0, 这是由于在数值离散过程中, 假定开

关在第 n个离散时间处, 即有 qn- 1 < q c [ qn, 因此, qc反演值只要在区间[ qn- 1, [ qn] 内,开

关便能准确控制而不影响模式的预报值,使得 q c的误差不能从目标范函上体现出来# 

下面是各试验迭代过程中目标泛函下降的轨迹图

图 1  目标泛函下降轨迹图

从轨迹图上可以看出,由点( 0. 2, 0. 2)和点( 0. 5, 0. 5)的连线将等值线划分为两个区域,在

该线的右下方, 等值线呈椭圆线分布,而在左上方,由于 q0 > q c, 等值线仅随 q0 变化(开关项

q c已不起作用)# 由数值结果可看出,该方法对此类问题的解决是行之有效的# 

2  高维不可微系统的广义变分同化方法(整体资料同化)

我们考虑最简单波动方程

  52u/5 t
2

= $u + K( t ) D( x - x0) , ( 11)

  u | t = 0 = 0,
5u
5t t = 0

= 0, ( 12)

  u | 5 8 = 0, ( 13)

其中 8 < R
n 中有界区域,5 8 光滑, x 0 I 8, 我们由观测资料 uobs 确定点源的位置 x 0, 其中

K( t ) I C
1
[ 0, T ] , K(0) X 0# 利用近代 PDE理论知, ( 11) ~ ( 13)的弱解属于
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  u I C( [ 0, T ] ; H
1
0( 8 ) ) H C

1
( [ 0, T ] ; L

2
( 8 ) ) ,

我们要求 x 0, 使

  J [ x 0] =
1
2Q

T

0Q8
( u - uobs )

2dtdx = min!# ( 14)

下面我们引进( 11) ~ ( 13)的弱形式# 记

  H (0, T ; 8 ) = p ( t , x ) | p I C
1
( [ 0, T ] ; H

1
0( 8) ) , p | t= T = 0,

5p
5t t = T

= 0 ,

则( 11) ~ ( 13)的弱形式为:

  Q
T

0Q8
u

52p
5 t

2 - $p dtdx = Q
T

0
K( t ) p ( t , x 0) dt# ( 15)

引入扰动, x0 y x 0+ Ax̂ 0,此时对应解 u( t , x ) y �u ( t , x )# 记

  û( t , x ) = lim
Ay 0

�u ( t , x ) - u( t , x )
A ,

则    Q
T

0Q8
û

52p
5 t

2 - $p dtdx = Q
T

0
K( t )

5p
5 t

( x 0)dt#x̂ 0# 

引入伴随系统

  52p / 5 t
2
- $p = u - uobs, ( 16)

  p t = T = 0,
5p
5 t t= T

= 0, ( 17)

  p 5 8 = 0, ( 18)

则    Q
T

0Q8
û ( u - uobs)d tdx = Q

T

0
K( t )

5p
5 t

( t , x 0) dt#x̂ 0# 

另一方面

  Q
T

0Q8
û ( u - uobs)d tdx = ẍ

0
J#x̂ 0,

于是导出

  ẍ
0
J = Q

T

0
K( t )

5p
5 t

( t , x 0) dt# 

3  高维不可微系统的广义变分同化(局部资料同化)

我们考虑一维热传导方程

  5u/ 5 t = 52u/ 5x
2
+ K( t ) D( x - x 0) , ( 19)

  u | t = 0 = 0, ( 20)

  u t= 0 = u x = 1 = 0, ( 21)

其中 x 0 I (0, 1) , K( t ) I C
1
[ 0, T ] , K(0) X 0# 若已给出观测资料

  u | x = G = uobs, ( 22)

则由反问题理论可知,当 G为无理数时, x 0 是唯一确定的,当 G为代数无理数时, 在一定条件

下,问题具有稳定性# x = G为无理数在实际上是几乎无法实现的,这给变分同化带来困难# 

若给出泛函, x = G不一定为无理数时

  J [ x 0] =
1
2Q

T

0
( u - uobs)

2
| x = Gdt = min!, ( 23)

有可能导致问题没有解, 这样引入反问题正则化思想是非常必要的# 

我们引进泛函为 J :
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  J [ x 0] =
1
2Q

T

0
( u - uobs)

2
| x = Gdt +

C
2

2Q
T

0Q
1

0

5 u
5x

2

dtdx = min!# ( 24)

为了说明问题方便, 我们设观察资料给在边界上5 u/ 5x | x = 0 = g( t ) , 此时泛函为如下形式:

  J [ x 0] =
1
2Q

T

0

5 u
5x

- g ( t )
2

x = 0
dt +

C2

2Q
T

0Q
1

0

5 u
5x

2

dtdx = min!, ( 25)

则    Jc[ x 0, x̂ 0] = lim
Ay 0

J [ x 0+ Ax̂ 0] - J [ x 0]

A
= ẍ

0
J#x̂ 0# ( 26)

引进( 19) ~ ( 21)的弱形式如下:

  Q
T

0
up

x = 1

x = 0
dt + Q

T

0Q
1

0
u -

5p
5x

-
52p
5x

2 dtdx =

    Q
T

0

5u
5x

p
x = 1

x = 0
dt + Q

T

0
K( t ) p ( t , x 0)dt , ( 27)

于是当 x 0 y x 0 + Ax̂ 0 时, u y �u ,令 û = limAy 0(�u - u) / A, 则( 27)改写成:

  Q
T

0
ûp

x = 1

x = 0
dt + Q

T

0Q
1

0
û -

5p
5x

-
52p
5x

2 dtdx =

    Q
T

0

5û
5x

p
x = 1

x = 0
dt + Q

T

0
K( t )

5p
5x

( t , x 0) dt#x̂ 0# ( 28)

引进伴随

  -
5p
5 t

=
52p
5x

2 - C2
52u

5x
2 , ( 29)

  p | t= T = 0, ( 30)

  p | x = 0 =
5u
5x

- g( t )
x = 0

, ( 31)

  p | x = 1 = 0, ( 32)

于是有

  - C
2Q

T

0Q
1

0
û

5 u
5x

2

dtdx = - Q
T

0

5û
5 x

5 u
5x

- g ( t )
x = 0
dt +

    Q
T

0
K( t )

5p
5x

( t , x 0)dt#x̂ 0# ( 33)

利用( 26)有

  ẍ
0
J #x̂ 0 = Q

T

0
K( t )

5p
5x

( t , x 0)dt#x̂ 0, ( 34)

从而有

  ẍ
0
J = Q

T

0
K( t )

5p
5x

( t , x 0) dt# ( 35)

4  结 束语

针对不可微系统不存在切线性模式的困难,本文对预报模式引进弱形式再进行讨论,分别

对低维不可微预报系统, 高维不可微系统在整体和局部观测资料情况下建立了广义变分同化

方法;对低维系统数值试验表明此方法是行之有效的, 而对于高维系统的数值试验现在正在进

行研究,拟另文发表# 
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Generalized Variational Data Assimilation Method and

Numerical Experiment for Non_Differential System

HUANG Si_xun,  DU Hua_dong,  HAN Wei

( P . O . Box 003, Nanjing 211101, P . R . Chin a )

Abstract: The generalized variational data assimilation for non_differential dynamical systems is stud-

ied. There is no tangent linear model for non_differential systems and thus the general adjoint model

can not be derived in the traditional way. The weak form of the original system was introduced, and

then the generalized adjoint model was derived. The generalized variational data assimilation methods

were developed for non_differential low dimensional system and non_differential high dimensional sys-

tem with global and local observations. Furthermore, ideas in inverse problems are introduced to

4DVAR of non_differential partial differential system with local observations.

Key words: variational data assimilation; non_differential system; adjoint method
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