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摘 要

推广 Ri e 也a n n 尸 函数的思想 (用方程的参数表示方程所定义的函数)
,

引入勿函数统一表示

正则积分和非正则积分
.

利用显式解讨论非 Fttc hs 型方程的单值群
.

得到 Fl o q u et 解的指标展

开系数的显式
。

根据对应函数法统一研究广义非正则方程的求解问题
,

包括具有正则和非正则极点
,

本 性 奇

点
,

代数
,

对数和超越奇点以及奇线的方程
。

利用勿函数表示基本解系
,

从而推广解析 理论的研

究范围
。

指出勿函数的自守性
,

并讨论 Poi 配a 挽 猜测的意义
.

叨 函 数

为了推广 R ie m a n n 用方程的参数集来表示方程及其基本解系
,

我们 引入勿函数来统一

表示 Fuc hs 型和非 F uc hs 型方程及其基本解系
.

必 函数 比 R ie m a n n 的尸 函数应用范围更

为广泛
。

如所周知
,

R ie m a n n 的尸函数对于讨论超几何函数的变换法则十分方便
.

对于 Fuc hs 型

方程
,

当正则极点的个数超过三个时
,
尸记号就不适用 ‘ 这是由于除去相应指标 夕尸

,
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不但如 此
,

对于非 F时hs 型方程
,
尸记号完全不适用

。

这是因为首先
,

根据无穷行 列 式理

论
,

指标无法写出 , 其次
,

方程中参数的个数不受任何限制
.

为统一表示 Fuc hs 型
、

非 Fuc hs 型方程
,

其标准型为
:

户(吴
一“

·

)
中·

‘“’一军e ‘; n a 。(晶
一 , 。

, ,

)
,

(1
.

2 )

引入勿记号如下
:

。

{
、

盆洽
,

‘
_ 一

冬二
”

,
川为,

夕;
(1

.

3 )
几知

下

78 1



7 8 2 董 明 德

当所有 k> o (或 k< 0) 时方程属 Fuc hs 型
.

当介毛。并存时
,

方程属于非 F uc hs 型
,

这时

幂次士左将构成收缩
.

方程中参数集 伪
, a 。)

,

(刀
,

)
,

(下
* , , ) 分别列入花括号的第孤

、

I
、

丁象限机 第更象限标明自变量 争 这对讨论函数的变换法则十分方便
.

匀 Ri
e m a n n 尸

函数比较
,

我们的表示是相对于上述标准方程的一个确定的奇点
,

利用变换性质
,

可以得到

勿函数在另
一 奇点的表示

.

在一些物理问题中
,

上述参数集分别具有特定的意义
.

寿表幂次
,

一般情况可以推 广到

。(的
.

(
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,
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截断参数
.

方程的线性独立解{甲
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按树图法可得逐代的修正项
,

兹暂略
.

二
、

正则方程的勿函数

广义 L a m ‘ 方程

广义 L a m ‘ 方程是指含有五个正则极点 (e , , e Z , e 3 , e ‘, e

““ ) 的二阶 F u e hs 型方

程
,

每个极点的指标差等于1/ 2
。

K le in 和 B 6 ch er 指出这 一 方程共有六种合流形式
,

它给出

几种比较重要的数理方程
。

现列出这些方程的解
,

勿 函数
。
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,
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, c
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。

1
.

[ 3
,

1
,

0〕L a m 仑方程

尹切
.

1 么 l d 切
.

’

h十n( 。 + 1 ):

〕几 十 。 2一 _ _ J 二一 十
J l _ _ 、 r _ _ 、 f _ _ 、 切~

“ ‘ 乙

不飞 ‘一
匕 , “ ‘ 任 、‘一 ‘ l , 、‘一 ‘ 2 , 、‘一

‘ 3 ,

2 一 el

e Z一 e 3 一 Ze i

(
e Z
一 e ; )(e

3
一 e ,

)
l

一 (
e Z一 e :)(e 。一 e :

月

2 , (2
.

2 )

一‘以而
,

气
+ 1

!
认 )

h
。
=

h + :
(
”+ 1 )

e :

4 (
e :
一 e 3一 Z e :

)

[ 1
,

2
,

0〕伴随 L e g e n d r e 方程

、卜
之:
)
念

一 2 :

窦
+

介
(。+ 1卜 、

筑
!

}
* (

·
)一。

物 (
·

, 一 ,
托
“

六超 0
, 1

v 一拼
,

一拼一 v 一 1 } (2
.

3 )

〔2
,

0
,

1 ] M a th ie u
方程

字
+ (

。 + “
艺 。0 5 2‘,。“’一”

拿
+

(
·+

髻)
*

一髻
‘二 p〔2 “〕+ 二 p

卜 2“〕, 切

k
Z

/ 4

k
Z

/ 4

斌 “ + 妙/ 2
,

, 材 a + 砂/2

} (2
.

4)
�,9目一Q自�!

产、

l
、

叮勿一一
、.了

Z叮切

或者



董 明 德

了少
\ d亡

几+ Zq

2 )
* 一 4。二p仁。〕* 一 2二 p

卜 ; :

关(吴
+ 1

)
,

「
。 ;

l 。

中a

(‘) = 勿
。

1 1 , 4 q

(一 z
,

一 2

斌Q+ 久/ 2
,

斌 。+ 又/ 2

(2
.

5 )

M a th ie u

表述
。

4
.

〔0
,

函数属于非正则积分
,

可用连分法求数值解
,

它的解析结构只能用树级数显示

,
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分别称 C la u s e n 函数 ( 1 8 2 5 ) 和 M a ye r 函数 ( 1 9 3 6 ) 都是勿 函数的简单特例

,

推广用来表示非正则积分
.
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三
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非正则方程的勿
。
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它的 勿(约函数表示为
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,
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,
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。
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因此 F1
0 que t 指标可以写出显式如上

,

展开 系数也能由树 图法得出解析表 述
.

结 论
:

非 Fuc h s 型的 勿(幻函 数的解析表述可用树图法给出
.

四
、

广义非正则方程

对应原理可进一步推广到广义非正则方程
,

即更一般的变 系数线性方程
·

数学推导基本同前
.

简单物理类比如下
:

设有一物理系统
,

其初态用方程L扩= 0来描
.

在扰动Q {甲 }作用下 (Q = 乙
e x p [ 。 (

。)约M
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(d/ 此)
,
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,
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.
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⋯

初态和扰动态之间必然存在 因果关系 叨= 勿护
,

或者
,

与此等

,

l) 其中勿是待求的因果函数
。

显然
,

Fuc hs 型方程 (如 L a m 6

方程等 ) 的基本解系满足这一因果关系
.

非 Fuc hs 型方程以及更一般的变系数方程也必然满

足这一关系
,

问题是 勿
。

具有更复杂的结构
.

容易看出
,

本法的叙述与一些物理问题有对应关系
.

例如
,

统计力学中集团展开
,

量子

场论中各阶树图和 圈图
.

这些类比并不偶 然
,

因为这里算符 〔1 一万〕
一‘

的展开与量子力学中

求散射振幅的过程几乎完全一致
.

其差别在于这里不采用微扰论
,

而得到解的内察结构
,

并

证明当结构因子小于 1 时
,

级数解在一带域解析
.

广义勿函数
.

进一步对一般变系数线性方程按照奇异性的类型进行 分类 (见表 1 )
,

包括正则
、

非则

极点
,

本性奇点
、

代数支点
、

超越奇点
,

对数奇点以及奇线等
.

利用勿函数可 以统一表述含有上述奇点的方程及其基本解系
.

显然
,

当指标
n 推广为 。 (n) 时

,

其中。 (n) 是
。 的函数

,

解析法完全成立
,

必 要 时取适

当的 R ie m a n n 面以计及函数的多值性
.

重复上述推导
,

即得方程所定义的函数 的 解 析 表

述
。

根据广义幂次 。(n) 是否存在
“

收缩
”

可将级数解分为两类
:

( 1 ) 广义正则积分 乙。(
n‘
)今 0

‘

( 2 ) 广义非正贝,J积分 乙 。(
n ‘) = o

‘

一般而言
,

方程的标准型有两类 (见表 2 )
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重复前述论证
,

则得广义非正则积分的表现定理
。

示例
:
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,
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。
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.
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具有奇线的方程所定义的解由广义勿函数给出
,

这类问题在理论上很有意义
,

过去并未有过

讨论
。

表 ,

系 数 函 数

奇异性的类型

一 奇 异 性
:
表 示 亡 表 示

T a ylo r级数 落
a ·

e x p [
, :心]

半纯函数

正则极点

非正则极点

万a
。
之

”

0

弓旧

万a , 之
”

艺a 。 e x p [
, 乙]

勘�加
.

勘玩L a u re 此 级数

Pu is e u x 级数

Fo u r ie r 级数

C o s in e 级数

Ja e o b i 函数

对
.

数级数

广义 D ir i e h le t 级数

本性奇点

代数奇点

超越奇点

(单周期性 )

(双周期性)

对数奇点

奇线

乏a 。 之
”

一 ‘目

乏a .
2

” l“

艺“
, 之 ‘”

艺a , e o s 2 22宕

艺a ( s n 之 )
2 ”

艺口
,

1。
月
z

艺a
。
之以

n

)

e x p [
。亡〕

e x p [
n 乙/ 拼〕

e x p [‘
。或」

e X p 〔‘
。亡〕

艺a

艺a

。

亡
门

,
e x p [。 (

n )亡〕

卜OJ,尺d丹O一了只�O臼

表 2 勿 函 数
”

卜
” 11

一

厂 则 如
’ l.l ’ 」

,’j
”

. ’

“公
’

飞
’

耐 “
一 ’ .l

琦
’一 ” L

{
’

茹卜
毓瑟

一’

一卞 * ; ! 乙切 = 万 e x p [
”雪」M

。

甲 } L 卯二艺 e x p [
”亡〕M

。

甲 I L切“艺 e x p〔。 (
。
)乙〕M

。

沪
‘一

{
”

于
”

、

⋯ 叼。
_ _ 、

}
_

”

。二 ‘ { 。 I 亡
。

(刀) 1 } 。 「 雪 } (育) t } 。 f 心
’

(刀) l
厌夕悦习冲咬 一 户口 、

,

几 了 } 江夕呢 一 二一下二- 一 , 丁八 - 一 「 ! 之少嘴 _ 二l
_ _ 、 _ I

_

、 「

{ L ”

:a
’

、” J ” > 。} 气
’‘

断 : 、
_

曰
_

, 伙卿 l
一一

孟二山
理 二立 :

一

- 竺生 二些趁生
.



对应函数勿(习和广义非企则方程 专仑6

五
、

P oi n c ar ‘高级自守函数和树级数

非 Fuc hs 型方程的非正则积分不可能明显表述导致 Poi nc ar 亡 建立 自 守 函 数理论
.

Poi nc ar 亡 宣称
:

存在新型的函数
,

它与所有 已知函 数根 本 不 同
,

后 者 是 欧 氏 平 面 或 球
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F u eh s 函数是 以 L o b a te he v sk i 平面为运动群 ; K le in 函 数是以

L o b a te he v s ki 空间为运动群
-

Poi nc ar 己 曾经作过重要的猜测
:

非正则积分的系数和已知方程的参数之间所 存 在的超

越关系与高级 自守函数可能有密切连系 (全集
,
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自守函数理论主要讨论它的群性质
,

至今未能给出非正则积分的显式
.

我们认为
,
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原因是由于高级 自守函数不能用通常递推级数而要用树级数来表示
.

因此
,

如果上述树级数

具有 自守性
,

Poi nc al- e 猜测可认为是正面成立的
.

定 理 勿 (的是自守函数

在 S变换下
,

勿函数形式不变
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进一步推广
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综上
,

利用勿函数可以讨论 一些现有方法难以严格处理的线性问题
,

由此可 以建立线性

方程的 一般解法
.

再者
,

对于这类函数的解析性质
,

须作进一步的探讨
.
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