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摘 要

本文是文〔501 和〔5 11的继续
.

在本文中
:

( l ) 将常曲率弹性薄壳的小挠度 I’M题的 L o v e 一K ire h h o ff 方程化 归 为 S eh r6 d in g e r 方 程

的求解
,

并特别指出了它在轴对称问题中的形式 ;

(2 ) 作为小挠度的例子
,

求得了等厚度球形薄壳在中面力和轴对称外场联合作用下的 振 动

问题的通解
,

其中的轴对称外场与文〔50〕不同
,

它现在是空间位置的函数
,

而不再是时间的函数 ;

( 3 ) 将扁壳大挠度问题的
v o n K ar m an

一B服co , 方程化归为 A K N S 方程的形式
,

其一维

问题成为简单的 Sch r 6 d in g er 方程的本征值问题
,

从而使非线性问题成为可解的线性问题
.

一
、

前
~ ‘、- 舀

.
~ ~ ~ ~ .

一 ‘

「习

在文〔4 9 〕中
,

我们从弹性动力学的通解 〔喀”’出发
,

将线弹理论中的基本方程化归为 D ir a c

方程的求解
;
在文〔50 〕和〔5 1〕中

,

我们业已证明
,

弹性薄板的小挠度问题和大挠度问题
,

都

可以归结为量子理论中 Sch
r 6 di ng er 方程的本征值问题

.

本文是 文仁5 0〕和〔5 1〕的 继 续
,

在

本文中我们将证明
,

弹性薄壳的小挠度问题抑或大挠度问题
,

同样可以归结为 Sch
r o di ng er

方程的本征值问题
.

壳体理论的发展历史
,

在文〔3 8〕
、

〔5 7 〕
、

[ 5 8〕
、

〔5 9 )和〔aZ〕中有详尽的介绍和评述
.

薄

壳的小挠度理论
,

可以追 溯 到 A
.

E
.

H
.

L ov
e 和 G

.

R
.

K irc hhof f
,

甚 至 可 以 从 L
.

E u le r ,
J

.

B e r n o u lli 和 B
.

d e S t
.

V e n a n t 的论文中找到它的雏形
.

现代壳体理论的 创 始

人是 T h
.

v o n K ar m 巨n ,

钱学森
〔“毛’和钱伟长等人

.

钱伟长先生是首先应 用 张 量 工 具于壳

体
,

并给出各类壳体微分方程以统 一形式 (板壳的内察统一理论 )的第一个人
〔““’〔们

。

文 [ 5 5 〕

的前半部分是 J
.

L
.

Syn ge 教授的成果
,

而后半部分则完全是钱先生的研究成果
.

他们 的

论文载于
《
T h

.

v o n K a r m a n 纪念文集
》

中〔5 6 ’. (内中有一篇 A
.

E in ste in 的 论 文) 钱

先生提出的那组非线性微分方程
,

被国际上称作
“

钱伟长方程
” 。

他的开创性工作至今仍被

誉为是
“

划时代的工作
” 。

迄今为止
,

力学工作者在薄壳的理论和应用方面
,

已作了大量值得称道的工作
。

本文参

考文献中所列的论文
,

就是其中的一部分
,

当然是主要的一部分
.

其中流芳百世 的工作
,

属

于钱伟长
’‘~ ‘毛’、 〔”5 ’, v o n K a r m a n ,

钱学森 〔“4 ’、 t。‘’、 〔. 8 ’,
R e is s n e r 〔“。一 ‘5 ’, T im o sh e n k o 〔”吕’、‘“。〕

份 钱伟长推荐
.
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和 B 二ac o B 〔7 2 ’.

今年年初
,

钱伟 长先生还发表了两篇有关柱壳的论文
【’“~ ‘弓’.

薄壳问题同薄板问题一样
,

都存在非线性跳跃现象
「““’. 在文〔5 1〕中我们曾经 指 出

,

文

〔3 6〕认为
,

非线性的弹性系统从一个平衡状态跳越到另一个平衡状态
,

可以与量子力学中能

量跃迁相比拟
.

为了定量地研究这种非线性跳跃
,

引入 Sc hrs di ng
e r 方程是完全必要 的

.

在文〔5 0〕
、

〔5 1〕和本文中
,

我们在引入 Sc h r 6 di ng er 方程的同时
,

我们还 引 入 了旋量

及其运算
〔’“’、 〔’8 ’、 〔““’. 这不仅是为了提高解题的精确性

,

而且可以作为方法论提出来
.

文〔5 6〕认为
,
S ch

r 6 d in g e r 方程是有着广泛适用范围的重要方程
,

它是 自然界中为数不

多的基本方程之一 本文将常用的一些薄壳问题的基本方程纳入 Sc h r 6 d in g e r 方 程的范畴
,

不仅使非线性问题变得易于解决
,

而且使 自然界显得更加和谐
,

使描述 自然现象的语言变得

更加简单
。

由于本文以此为宗 旨
,

因而我们避烦就简仅讨论常曲率
、

等厚度和等刚度的弹性薄壳问

题
.

其他较复杂的问题
,

可以用修正本文的结果来得到
.

另一方面
,

从根本上来讲
,

弹性壳

体的基本方程本身也是近似的
,

所谓
“

精确解
”

只有相对的意义
,

故而对实际工 程 问 题 而

言
,

只要曲率
、

厚度和刚度在小幅度内渐变
,

本文得到的结论又是足够精确的
.

本文同前几篇文章
〔‘。~ “’一样

,

在需要引入的时候
,

都假定所有力学量均已解析延 拓 到

复平面上
,

并且已定义为 H el be r t 空间中的多维矢量
.

二
、

常曲率薄壳小挠度问题的 S c h r6 di n g e r方程

小挠度弹性薄壳的基本方程可以归纳为 L o v e 一K ir e hh o ff 的形式〔“D ’、 ‘“8 ’、‘6 8 , 5 . ’
、

「”2 ’、 〔7 “」

。v 4
二一 : : : + 、

二

犷
+ 2 、

· ,

买篡
+ N

,

霭罗
一 Q

爱
、、

4
F + 、“W 一 。

(2
.

1 )

(2
.

2 )

式中

v Z一

易
+

鑫
,

、卜“
,

县
+ kx

爵 (2
.

3 )

而kz
,
寿, 表示 劣 方向和 夕方向的初曲率

,

D 为抗弯刚度
,

E 为 Y o u n g 模 量
,
h 为 壳 厚

,

口

为侧向载荷
,

砰为挠度
,
尸为应力函数

.

在动力学问题 (即振动问题 ) 中
,

。== 一 助 a‘。.砰
g

(2
.

4 )

式中P 为介质密度
, g 为重力加速度

.

取简单情况
,

当壳体中面力是沿边界切向的均布压力T 所引起时
,

方程 (2
.

1) 式成为

D V
4

砰一 V 孟F + T V
Z

班 = Q (2
.

5 )

将 (2
.

4) 式代入 (2
.

5) 式
,

得到薄壳小挠度振动问题的基本方程如下
:

(妙
。: a‘+ D v

Z
v

Z
+ : v

Z

、二一 v : 二
夕

只
。 v 4

二 + V :、一 。

\
吕 / 」二 , ‘

(2
.

6 )

方程 (2
.

2) 式还可以写成

日2 「 1 a Z
F

. , 二二 二

〕
.

2 日4
F

.

0 2 「 1

ax “ L E 、 ax “ 十 “ “伴 ] 一 百。 a交
“a犷+ 。。“ !

_

百、

aZ
F

a夕2
十 k

·

砰〕
一。

(2
.

7 )
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若规范

a Z
F

日义 2
= 一E h礼W

,
日Z
F

ag 么
= 一E hk

二

W
O 4
F

,

a戈Z a夕忍 (2
.

8 )

则 (2
.

7) 式恒满足
.

将 (2
.

8) 式代入 (2
.

6) 式
,

可以得到关于挠度W 的线性方程

(a
‘a ‘+ 占

2
V

2
V

2 + 刀2
V

2 + 亡
2

)附 = o (2
.

9 )

式中 梦=
亡
2
一 E g (寿圣+ 壳委

P
(2

.

1 0 )
g云“TP

一一
2

刀
C目,门比Dp

方程 (2
.

9) 式的色散关系为

。2
= 占

2
k
4
一 刀

2
寿
2
+ 亡

2

它与弹性基上的薄板在侧向动载荷和中面力联合作用下的小挠度问题
〔”“’相同

.

与文 [ 5 0 )相同
,

我们引入 Flu g g e 标准矩阵
〔‘8 ’、 〔6 3 ’

(2
.

1 1 )

、、....eelI
.

l、、J厂1000一0002了

!
吸
、

一一n‘丫

\、,leelz
"0 0 0 一 i

0 一 f

0 0 0

0

一 1

/声了,

l
、

一一y

(2
.

12 )

l
、、

、lee|了/O \

1 0

0 一 1

0 0 0 一 1

一一丫
、
!

/

·

20
�
n
甘
n

一
八UnU八U
.

忿

一

00
.

‘0
纽奋了了,.、、

‘

一一

同时
,

使挠度附定义为 H i lb er t 空间中的一个 四维矢量
:

牙 , (叻
l ,

势
2 ,

劝
a ,

叻
‘

) T (2
.

1 3 )

就可以用新方程组

〔丫
4a。一 i (一如

3
V

2
+ 刀, 日

、

+ 亡)〕劝= 0 ( 2
.

1 4 )

来 代替原方程 (2
.

9) 式了
, (式中“== 1

,

2)
.

重复指标按 E i ns t ei n 约定求和
.

( 2
.

12 ) 式中
,

, , = a2 º a l , , 2
= a ZÀ J z , , s

= a Z º 。 s , 丫‘= a 3À a ‘ ( 2
.

15 )

其中符号 º 表示直积 ( K r 6 n e e k e r 积 ) ,

而 a 、

(、= 1 , 2 , 3) 为 P a u li 矩阵
, a 一为 2 x Z 单位矩

阵
.

一般来说
,

当有标量外场势函数B 和矢量外场势函数该 (、= 1 , 2 ) 存在时
,

用经 典规则
,

对应于方程组 (2
.

14) 式的推广的方程组应为

〔, 一a。一 i v3 ( 一君V
Z + B ) 一 i丫

,

(刀e
、

+ iA
、

)一 i乙〕功== o (2
.

16 )

式中B ( x
‘ ,

约
, A

、

( x ‘ ,

约为外场的频率算符
,

具有频率的量纲
,
‘= 1 , 2 .

方程组 (2
.

14 ) 式与方程 (2
.

9) 式在没有其他外场作用下是等效的 ; 二者的区别 仅 在

于所给初始条件和边值条件的方式不同
.

但在有外场作用时
,

这种等效性便不复存在
.

在解

决诸如波谱分裂之类的问题时
,

方程组 (2
.

16 ) 式的优越性是显而易见的
·

对方程组 (2
.

1 6) 式等号左右两端同时左乘 人= as À a’ ,

则 (2
.

16) 式成为

〔a
‘+ a :À a 3

(一占V
Z + B ) + a , À a 、

(刀a
、

+ 宕A ) 一‘a
3À a 一

亡〕劝” o ( 、= 1 , 2 ) ( 2
.

17 )

方程 ( 2
.

17 ) 式可以写成 S e h r 6 d in g e r 方程的形式
:

‘a :
劝= 介劝 ( 2

.

15 )
式中身为总频率算符

:
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户二 一任a : º 二。(一省v
“+ B ) + 。 ;À 氏 (。。 + ‘A )一 ia 。À 二拉〕

现在我们来考虑轴对称问题
,

并且没有矢量外场势函数 A
、 :

A
、

= 0 (、== 1 , 2) ; 劣‘ 二 l = r e o s 切 , 夕, ‘ 2 = r s in 华

经过简单运算
,

可求得

( 2
.

19、

(2
.

20 )

。一
*

I
O L

枷
3

(
一

弓黔黔
+ “ )

十 。
·

暴
一峨、

4
“ ( 2

.

2 1)

式中 下
,

原为

0

0

0

e ‘,

O e 一 ‘,

e ‘, 0

e 一‘, { ( 2
.

22 )

0 0

/了....几、
,

一一丫

由于轴对称问题中附与幅角 切 无关
,

因此 v ,

中的 切可取任意值
,

我们取 切二 0 ,

得

( 2
.

23)
aÀa一一

、、....矛Z0 0

0 0

0 0

0 0 0

了了...

!
、

一一尹丫

从而
,

在轴对称问题中
,

总频率算符为

“一
‘l
。 !À一

下面
,

我们将给出方程 (2

0一“
.

17 )

浮(r5)
+ 。

)+n
。 1
。。 l

aar一 ias À
词

式在轴对称问题中的通解
.

( 2
.

24 )

三
、

等厚度球形薄壳在中面力和轴对称

外场联合作用下的小挠度振动

由上可知
,

球形薄壳在中面力和轴对称外场联合作用下的振动方程为

{a
. + 。 ;

。
碗

一。
弄黔劲

+ ”

〕
+ ,

!À 。!

暴
一 ias “。“}‘

一。
(3

.

1)

在文〔50〕中我们 曾经处理过外场与时间 才成正比和反比的问题
,

这里我们要处理外场与

空间位置 r 成比例 的问题
。

叻= 乙功
。= 乙 A .

(r )e’
. ‘

( 3
.

2 )

式中。为圆频率
, r
为半径

.

由于方程 (3
.

1 ) 式是关于 势的线性方程
,

可以先对某一频 率 。

求解然后迭加
,

因而暂时可以略去角标 。
·

将 (3
.

2) 式代入 (3
.

1) 式
,

得

{
a !À a 3

卜
“
令暴(

·

晶)+ B
〕
+ 。a !

。a :

暴
+ ‘(
一

3o a ‘; ) }, 一 。 ( 3
. 3 )

将 (3
.

3) 式等号左右两端同时左乘a :À 几 ,

得

{[一 : :
一

暴(
·

暴) + Bl+
‘。a 4

。。2

县
+ ‘(一º a 3

一
‘一À 一“,}A一

”

令 A = 功
c

其中功为函数矩阵
, c
为常数矢量

:

( 3
.

4 )

( 3
.

5 )

。= ( e l , e Z , c 3 , e ;
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功
, ;

功
2 *

功
1 :

功
, 3

功
1‘

功
。3

功
(3

.

6 )
3 2

4 2

功
3 3

功

2 4

3 4

丈公丈口
月

功
‘3

沪“

勺曰4

丈脚
.

丈切

式中 c ,

(拼= 1
,

2
, ,

3
,

4 )为待定函数
.

矩阵功的选择
,

必须使 (3
.

4 ) 式成为

「
, _ ,

fF
0

1 日 / a \
.

0 1 二 ~ a 飞
,

二 ~
.

~
‘

1
1功

一 ’

考}一雪宁是【
r
是 ) + B }+ i刀a

‘À a :

是冲+ 10 1À a 3。 + a : À a 3
亡 !c = o

L
’

让
一 r ar \’ ar /

’

一」
’ 一

” 一 咭

一
‘ arj

了 ’ - - 1

一
- 。 - - · - ‘

一一 」
-

即 al À 几功= 功al À几 , a : À a 办= 诱a
: À几

略经计算
,

便可知满足方程 ( 3
.

8) 式的功必须具有形式

( 3
.

7 )

( 3
.

8 )

、、、‘..了夕/

诱
:

一功
:

一功
‘

价
2

( 3
.

9 )

人人00
矛pl口00.

了了产..J..、、、

一一
J口
廿

另外
,

方程 (3
.

7 ) 式成立的充分条件是

, 一!一 ;
于t(r 劲

+ ”+ fna
·

、
2

:r] 功一 N
(3

. 10 )

式中N 为某一个 4 x 4 常数矩阵
。

由 (3
.

10) 式
,

方程 (3
.

7) 式可以分解为如下两组方程
:

「
一 ; :晶(

·

晶)+ ‘。a
4o a Z

暴
+ B
〕‘一‘

N ·

( 3
.

11 )

及 〔N + i a : À a s。+ a : À a 3互〕c = o

常数矩阵N 不是任取的 ,

它必须使

d e t〔N + 亡a ; À a 3。 + a ZÀ a 3
亡〕= 0

否则 c = O 是没有意义的平凡解
; 再者它又必须使方程组 ( 3

. 1 1) 式相容
.

研究表 明
,

最简单形式是

N = 几a ‘o a ‘

不难验证

功(加
‘À a ‘

) = 肪
. À a’功

从而 (3
.

11 ) 式成为

( 3
.

12 )

(3
.

13 )

N 的

( 3
. 14 )

( 3
.

15 )

卜弓二(
·

黔
+ 咖

·À几
暴

+

月
“一N “

卜
:

一

器(r: 卜。
·À几
暴

+ ”一“

朴
一”

( 3
.

16 )

这时
,

将 ( 3
. 14) 式代入 ( 5

. 13) 式
,

有

d e t〔之a
一À a ‘+ fa ;À a 3。+ a ZÀ a 3

亡〕= 0

从中决定 之的取值
:

之= 士久
。,
之
。= (梦一。

“

)音

( 3
.

17 )

( 3
.

18 )

由 (3
.

14) 式和 ( 3
.

18 ) 式
c 3
= 一

_

红

,

可得方程 (3
.

12) 式的解为

。+ 幼
C Z=

‘(。一亡)
几

( 3
. 19 )

而且
c
系数之间有下列关系

:
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C ZC 3
= 一 c 一C‘

而从 c 矢量的独立分量只有两个
.

引入变换 A = 户
‘

式中 。 是四维函数列矢量
,

而

刀二 (a
‘À a ‘+ ia 3À a :

)

将 (3
.

21 ) 式和 (3
.

22) 式代入方程 (3
.

16 ) 式
,

并且在方程两边同时左乘

( 3
.

20 )

( 3
.

2 1)

( 3
.

22 )

利用关系

刀
一 ’一

合(a 4À a 4一‘a
3o a l

)

刀
一 ‘a ‘À a :

口“a 3º a 3

( 3
.

23)

( 3
.

24)

就可以达到分离矩阵方程 ( 3
.

16 ) 式的 目的
.

这时
, u ;

和 u ‘ 满足方程

「
‘ l a / a 、二 a

,

n ,

〕

L一 “下份戈
r
厉少十

’刀沂十” 一
‘

」
“= ” ( 3

.

2 5 )

而 “:
和 u :

满足 (3
.

25) 式的共辘方程

‘

、
子、、.少

6斤‘,�,曰

:
!
一 :
: :r(

·

aar)
一。
条

一 + ”一“

〕,
一O

( 3

如果方程

〔
一 ;
: aar(

·

aar)
+ 、

aar
+ ”一“

卜
0

( 3

已经解出
,

并且其解为 了
:
和 九

,

同时 (3
.

2 6) 式的解为 六 和 几
,

一

则 “ 的解可表为
u ,

= b
l

(f
: + a l

f
Z

) = b
,

f益
, 。2 = b :

(f全+ a : f全) = b :

f鉴 、

u 3
= b

3
(f犷+

a 3

f贯) = b
:

f ;
, u ‘= b

‘

(f
; + a 一

f
:

) = b
一

f ; J

其中 b
,

和 a ,

(拼= z
,

2
,

3
,

4 ) 可以 由 ( 3
.

5 ) 式和 ( 3
,

2 1 ) 式联立确定
:

A 二功
c = 刀

u

即

( 3
.

2 8 )

( 3
.

2 9 )

、、、、!l盯rz矛I
玩bz泊ib

/石月‘了产.、、、
、、、,毛..口了了

了护‘才才...毛、、

一一

、、、...,矛
.

产z
CCCC

/IJ‘‘‘恤、、、
.

1
产
才

(
0 0

0 0

功
:
一功

3

一功
‘

功
:

诬f二 0 0

f互 0 0

O 了二 一 ij ;

o 一 i f : f‘

几if00功
:

功
。

功
‘

功
2

取 c ,
= b

, , c :
二b

Z , c 3
= ib

‘, e ‘= ib
3 ,

比较上式
,

应有

功
, = 一 i功

‘= f夏= f二
,

功
:
“一 ‘必

3 = f互= f ;

将 (3
.

30 ) 式代入 ( 3
.

2 8) 式
,

可得

a :

= a ‘ , a Z = a : ;
功

;
= f

: + a :

f
: ,

功
:
= f贯+ a :

f竺

可以证明 t。。J , a ;
和 a :

不是独立的
,

而应是

a : == a , a : == 。犷” a .

为此
,

可令 A = c
功

式中
c
为常数矩阵

,

而 功为函数矢量
,

即

( 3
.

3 0 )

( 3
.

3 1 )

( 3
.

3 2 )

( 3
.

3 3 )

沪= (功
, ,

功
: ,

功
z ,

功
:
)

,

) ( 3
.

3 4 )

00
�n��“�

,

崎几

一 . C -

c -

C 3

一 ‘e 3

clo
�

/
.

J|、、、
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而
.

1
— 忿

C -

e 一 飞

.

1
— 落
—C 2

(3
.

3 5 )

001一c41

1c’1

z几。

0 0

将 (3
.

3 3 ) 式和 (3
.

3 4 ) 式代入方程 (3
.

1 6 )

C3 C s

式
,

并在方程两边同时左乘 ‘
‘,

得

/百矛了!lesl...eseseslee

1上Q自

一一

卜弓 暴(r aar )+ 、、
as
aar

十 B 一“

」‘
一 0

(3
.

3 6 )

此方程可以分离成下面两个共扼方程

〔
一“
: aar (

,

aar )
+ ‘。

aar

和

或者将功
; 和 九

「
、

1 0 了 a 、
.

a

L一 “下 ar 火
r a ,

夕一
’叮 ar

+ B 一“

」。
1
一 。

+ “一“

〕。
么
一 。

(3
.

3 7 )

、.少、..少
ODg八舀八」

从而可以得到

的角标互换一下所得 到的另一组共扼方程
.

由

功
: = 功亨

(3
.

3 2 ) 式
.

最方便的是取

口 二二二公O

(3
.

3 7 ) 式可 以显而易见
:

(3
.

这时我们有

功
,
= f

l + ‘a f
Z ,

功
2
= f全一 fa f竺 (3

.

4 0 )

在求解方程 (2
.

9) 式的轴对称问题时
,

应给出两个初始条件和四个 边 界条件
.

一共是

六个初
、

边值条件
.

在现在的解中
,

只有六个待定参数
,

即有两重值的 c , , c ‘,

以及。和a. 这

与原方程的初
、

边值条件的个 数相等
.

最后的解可写为
:

劝= 乙 A
。

(
r )e

‘。 ‘,

A
。

(
r ) = 功

c

(3
.

4 1 )

、

1
.

2
CCC

z沙J,.、饭‘、、

一一

功
1 ‘功

: o

汇功
;

功
: 0

0 0 功
1

0 0 一 f功
l

z
口

!1
.

、

一一
又甲
.

功
,
= f

;
+ 沁f

: ,

功
:
二六一 记f贯

,

C 3 = 一

C ‘

i(。 + 亡)
久

、、

l
了泞右/

00人九

一

i(。一亡)

几

, ‘ 。 。 、

音
c 4 , 凡= 士 几。 , 几。巴 吸“一口

‘

)

而 f
:

和f
:

为下列方程的解

!
一 :
: aar(

·

刹
十 、

暴
十“一 久

卜
。

(3
.

4 2 )
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从而现在的问题变为求解方程 (3
.

4 2) 式
.

需要 指 出 的 是
,

当 B (r) 与 r 成 反 比
,

或

与 r “成反比的时候
,

(3
.

4 2) 式的解为合流超越函数或 Bes se l 函数 『‘7 〕.

因为此时 (3
.

42 )式

可化为具有这种解的标准形式
:

「 少
.

/
.

b 、 d /
.

口
l

, 。

十 l a 十一 l
,

十 吸a 十
一 ’

十
L 口况

“
\ X / 口 X \ X

下 、1
。

扩 月g = 。

K u m m e r 函数【2 8 ,

(3
.

4 3 )

其中
,

当 B (r) 与 r 成反比时
,

(3
.

4 2) 式的解又可为

式可化为具有这种解的标准形式
:

因为此 时 (3
.

4 2)

「 d
“

. , 、

d l

L
戈 d x Z

十 气“一劣)
而一 “

」“=
” (3

.

4 4 )

而当 B (r) 与
r 成正比时

,

通过变换 二= l/
r ,

(3
.

4 2 ) 式的解仍可成为合流超越函数
。

因为此

时 (3
.

4 2) 式可化为具有这种解的标准形式
:

「、 岁
。

+(
。
、 + 。)二 圣+(

。

二 +
尸

+ :
)1
。一 。

L 任人 “人 J

在求解 S c h r6 di n g er 方程 (3
.

1) 式时
,

有时候可利用

(p = 一 1 ) (3
.

A ir y 函数乘积的积分‘“2 ’、 〔7 ‘, .

四
、

扁壳大挠度问题的 S c h rs di n g er 方程

在 1 94 9 年出版的 B
.

3
.

B二 a e o B 的著作‘7 2 ’中
,

K a r m a n 方程推广到扁壳大挠度问题中
,

得到所谓

作者将弹性 薄 板 中大 挠度 问 题 的

4 5 )

V O n

v o n K a r m a n 一B 二 a e o B 方程
:

D V
今

W 一 V 孟F 一Q =
a Z
F a Z

不
日夕2 日% 2 一 2

a Z

w
.

a z
F 口Z

W
ax a。 + 。厉‘ a。“ (4

.

1 )

;
、、二十 、 ;、 一

咪溉、
’
一 a ,

呵
/ 口X

‘ (4
.

2)

式中
a 2

.

日2
, ,

日2
. ,

a
Z

v一 己瓦豆 十而
丁 , V 三一“, a二 ,

十 “’ 。, “ (4
.

3 )

而 寿
二 ,

礼
,

D
,

E
,
h

,

Q
,

牙和F 的意义与弹性薄壳的小挠度问题相同
.

B JIa co B 列出的平衡方程建立在变形是局部的假设基础上
仁62 ’.

换言之
,

所考虑 的那部分

壳体可以认为是扁平的
.

因此
,

在求解上述大挠 度非线性方程组 的 时 候
,

我 们 可 以 认 为

G au
s s 曲率K 等于零 〔7“’:

K = 寿
二
寿, == o (4

.

4 )

零 G au s s 曲率的假设
,

对柱形和锥形曲面的壳体是严格正确的
,

而对诸如球形壳体则在

球半径相当大时是近似正确的
.

对
“

扁壳
”

而言
,

我们可以认为 (4
.

4) 式为真
。

在常曲率条件下
,

设

1
, ,

伴 = 伴
’

一玄
、“x 劣 .

十 “, 夕
“

) (4
.

5 )

并仍用W 表示W
尹 ,

有

口2附
a x Z 一 2

口Z
F

口x ag

口Z

W
口义 2

口z

班 日z
F 口Z

W
、 ,

十
, , 、

口劣口夕 O 另 一 口夕
-

+ Q (4
.

6 )
理
�夕。口日

一一

〕
一“

·
左
·

W一犷护口v
4
二一

哄篇) ( 4
.

7 )

)v1曰Dz

由
二j

一

二

条件 ( 4
.

4) 式
,

可以认为 ( 4
.

7) 式与下式相 当
:
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么
v

4
F 一

〔(
a Z

w 、
口劣口夕 /

日ZW a Z

研
a夕

(4
.

8 )

(4
.

6) 式和 (4
.

8) 式是我们考虑问题的出发点
.

它们在形式上与弹性薄板 大 挠度间题

的 v o n K a r m a n 方程相同
,

因而可以采用相同的方法来处理
〔5 ’〕·

我们设

尸一。
,

、一

了瓷
叨 ,

Q一

习
一

睬
。

(4
.

9 )

则 (4
.

6) 式和 (4
.

8 ) 式可以无量纲化为
:

g
"‘卜川
住

了犷.、、a
�

l
.一
!
几L

口2

磷 日2田

一 2
aZ田

.

口2

功 日2山 飞
.

a二a。 一 a二认 a。“」一 q ( 4
.

1 0 )

( 4
.

1 1 )
一11胜J

、

、、万Z物少a日
J

‘生了、、、.夕z

V
Z

功== 2
日2叨

a劣日夕

日2

功
日x 日夕

aZ田

a义 2

/甲吸、、

一

‘

、、./

(4
.

1 1) 式还可以写成如下形式
:

[黎一 (黝
2

〕
+ 2 。

露
。

!
。

瓷
+

(黔(黔}十纂〔穿
一

摆 )zl
一。

( 4
.

1 2 )

若规范
粼

一

(瓮) 忿 一(翻(
一

黔
,

穿
一

(黔 ( 4
.

1 3 )

则 (4
.

11 ) 式恒满足
.

将 (4
.

13 ) 式代入 (4
.

10 ) 式
, 一

可以得到关于挠度 切 的非线性方程

1 _ 尸 ,
.

V
一

V
一

阴 =
。 V 叨

’

V L V 田
‘

V 甜」十 q
乙

( 4
.

1 4 )

暂不考虑侧向载荷 q ,

而令

a田
_

口切
。二 = 习 6 p , ag 一 习 6 ‘ ,

夕令 , 夕 (4
.

1 5 )

则 ( 4
.

14 ) 式可以写为

P
, 二 x 二

+ “ , , ; ,
一P

, 二 , ,
一 s , 二 二 ,

= 6 [ P Z
夕

, 二
+ s 之s , ,

一P s (P
, , + : , 二

) ]

(4
.

]6 ) 式要成立的充分条件为

P
, 二 二二

一 P
, 二 , , = 6 (P

Z
P

, 二
一P sP

, ,

)

和 s , , , ,
一 s , 二 x , ~ 6 ( 5

2 : , ,
一 Ps s , 二

)

(一 ) 第一种情况
,

一维问题

对一维问题而言
,

( 4
.

17 ) 式化为

一 6夕P
, 二

+ P
, 二二 二

= O

作 M iu r a 变换 〔“4 〕 (其反问题为 R i e e a t i 方程) :

“= P
“
+ P

, 二

则方程 (4
.

18 ) 式化为

一 6 u u , x
+ u , 二 二二= 0

方程 ( 4
.

2 0) 式有特解

( 4
.

1 6 )

( 4
.

17 a )

( 4
.

1 7 b )

( 4
.

1 8 )

( 4
.

1 9 )

( 4
.

2 0 )

( 4
.

2 1 )

由 ( 4
.

2 1 ) 式得到 u 的特解后
,

使方程 (4
.

1 9) 式成为 R i cc at i 方程
.

通过常用的C ol e -
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H o Pf变换

劝
, 二

(4
.

2 2 )

可将 R ie e a ti方程 (4
.

1 9 ) 式化为

劝
, 二 二
一 “叻= 0 (4

.

2 3 )

式中
, “ 为方程 (4

.

2 0 ) 式的解
,

即 (4
.

2 1 ) 式
.

方程 (4
.

20 ) 与 K d V 方程一样都具有 G al il ei 不变性

u”u 一几
, x ”义 + 6几t (4

.

2 4 )

由此
,

方程 (4
.

2 3 ) 式可推广为

一劝
, 二 二

+ u劝= 几功 (4
.

2 5 )

此方程正好是将 “ 作为势的关于 沪的 S c h r 6 d in g e r 方程
.

几为 S c h r 6 di n g er 方 程 的本征

值
。

如果一维拱带的大挠度问题存在外场 (这外场可以是侧向载荷 )
,

外场的势 用 U (劝 来

表示
,

则在使用经典规则后
,

方程 (4
.

2 5) 式可推广为

(一 V Z
+ U + u )劝= 几沪 (4

.

2 6 )

式中
, “ 可以理解为大挠度拱带的内能

,
U 为外场的势能

,

一 iv 为功量算符
.

(二 ) 第二种情况
,

一般的二维问题

由文 [ 5 1〕可知
,

(4
.

1 7 ) 式可以归结为下列 A K N S 方程 “一“〕
, ‘”“’的求解

:

时间发展方程

本征方程

a沪 _ 。
人

。 i

一
」山 W

0 L

式中

、
、.,了

O八,曰
.

用任‘

J

、......

!
,

1
1

(4
.

2 7 )

一 A

{劝
,

\
势= { 卜 2 2 = x + ’,

\劝
:
l

、、、...了口/
J

.

矽一a
·

az

一

口

a Z

.

2口口...,、、

一一L

A = 4亡
3 + ZP r亡+ 公: P

, :

一 iPr
, 名

B = 4注P或
2
一 ZP

, :

雪+ i(Z P
Zr 一P

, : :

)

C = 4 ir亡
2
+ Z r

, :

雪+ i(ZPr Z 一 r , : :

)

由方程 (4
.

2 7) 式和 (4
.

2 8) 式
,

我们可以得到下列方程

口P
. _ _ _ . _

_
。 日r

。 ,

一 b r卫P
, z

甲尸
, 2 2 万

~ V s
.

不 一 O T夕丁 , z

十 r , z : 名

~ U

U 古 U ‘

(4
.

2 9 )

如果我们仅考虑定态问题
,

并设

r = 力一 ‘斌 3 5 , , , 研 3 夕 (4
.

3 0 )

则 (4
.

2。) 式第一式的实部与 (4
.

1 7 ) 式相同
.

如果扁壳的大挠度问题存在外场作用 (这外场可以是侧向载荷 )
,

外场 的 势用 U
”,

口

(
“= 1

,

2 ) 来表示
,

则在使用经典规贝11后
,

P
,
= 一 f口

,

(拼= 0
,

1
,

2 ; 口。= a‘) 应改为

P0 二 一P
。

。 D
。
= P0 + U

O ,

厂
‘

= P
、

、 D = 互 + U
‘

(
H = 1

,

2 )
·

(4
.

3 1)

从而
,

整个问题化为 A K N S 方程的求解
.

而 A K N S 方程的求解
,

则有成熟 的 散 射反

演方法 〔‘“〕、 〔’5 、 2 6 ) 、 〔2。’、 『3 5 ’、 〔3 , ’、 〔5 4 〕、〔5 。’和 B且e k lu n d 变换
.

当然
,

在采用 B蕊e k lu n d 变换之前
,

必须通过变换
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厂
:
= 势

2

/叭
,

r
:
= 叭/劝

2

(4
.

3 2 )

将A K N S 方程 (4
.

2 7 ) 式变成 R i。e a ti方程
:

r
; , :

= 2讨厂
:
+ r一P厂至

,

厂
: , :

= 一 2忙厂
2
十 P一 r厂 ;

和 厂
1 , :

= i(ZA 厂
1
一C + B 厂 l)

,

厂
2 , ‘

= 一 i(ZA 厂
: + B 一 C厂圣)

(4
.

3 3 a
,

b )

(4
.

3 4 a
,

b )

第一种情况作为特例
,

包含在第二种情况之 内
.

而弹性薄板作为弹性薄壳的特例
,

也包

含在本文的讨论之 内
.

从而
,

全部板壳理论的基本方程
,

都可化归为 A K N S 方程的求解
。

第一种情况的算例
,

可参看文 〔5 1〕; 第二 种 情 况 的 算 例
,

可 参 看 A bfo w itz
,

加 藤

L a m b
,

M iu r a ,

谷内等人的文章
.

至此
,

我们已将弹塑性力学中的一些重要方程都化归为 S c h r 6 di ng er 方程乃至 D ira c 方

程的求解
〔毛7 一 5 “’.

[ l〕

〔2 〕

[ 3 〕

〔4 」

[ 6 〕

[ 7 〕

[ 8 〕

[ 9 ]

[ 10〕

[ 1 1〕

[ 12〕

[ 13〕

[ 14〕

[ 1 5〕

[ 16〕

〔17〕

〔18〕

[ 19 ]
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T he Se hr6 d in g e r E q u a t io n o f T hin She ll T he o rie s

Sh e n H u i一 e hu a n

(U o iu e r s‘tg o f S e 云e n c e a n d T e e h o o lo 夕9 o f C h io a ,

H
e f e i )

A b st ra e t

T h is 二 o r k s: t h e e o n t in u a ti o 二 o f [ 50〕a n d夏[ 51 ]
.

I n t hi s p a p e r :

(A ) T h e L o v e 一 K i r e hh o ff e q u a ti o n o f sm a ll d e fle e t i o n p r o b le m fo r e la s ti e th i n sh e ll

w i t h e o n st a n t e u r v a tu r e 15 e la ss ifi e d a s th e s a m e se v e r a l s o lu ti o n s o f S e hr 6 d i n g e r e q u a ti o n ,

a n d i t 15 sh o w n e le a r ly t ha t i t s fo r m 15 a n a x is ym m e t r i e p r o b le m :

(B) A s a n e x a m p le fo r th e s m a jl d e fle e t i o n p ro b le m
, it 15 e x tr a e te d th a t t h e g e n e r a l

s o lu t io n o f v ib r a ti o n p r o b le m o f t h in s p h e r i e a l sh e ll w i th 叹
u a l t h ie k n e s s b y t h e fo r e e i n

e e n tr a l s u rfa e e a n d t h e a x i s ym m e tr i e e x t e r n a l fi e ld
,

t hu s i t 15 d i s ti n e t fr o m r e f
.

〔50 1
.

I t 55

a s p a e e 一Pla e e fu n e t io u , a n d 15 n o t a ti m e fu n e t i o n
.

(C ) T h e v o n K a r m 反n 一V la s o v e q u a t io n o f la r g e d e fle e t i o n p r o b le m fo r sh a llo w s h e ll

15 e la s sifi e d a s t he s o lu t i o n o f A K N S e q u a t io n , a n d i n i t th e o n e 一d im e n si n a l p r o b le m 15

e la ss ifi e d a s t h e s o lu ti o n o f s im p le S e h r6 d i n g e r e q u a t io n fo r th e e i g e n v a lu e p ro b le m
.

Fu r -

t h e r m o r e ,

i t 15 t r a n s fo : m e d fr o m la r g 、: d e fle e ti o n o f sh a llo w sh e ll

—
f , o m n o n li n e ar p r o b

-

le m to s o lu b le li n e a r p ro b le m
.


