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摘 要

本文导出了非保守系统的庞卡勒一卡当 (P o inc ar 亡
一C o rt an ) 积分不变量和庞卡勒通用积分不变

量
.

并以积分不变量为工具
,

研究了三度对称螺旋扇回旋加速器中粒子的非线性振动
.

结果表明
,

该方法是成功的
.

引 言

众所周知
,

庞卡勒
一
卡当 (Poi nc ar 亡一Car ta n) 积分不变量和庞卡勒通用积分不变量在经典

力学
,

特别是近代物理中占有十分重要的地位
『‘’.

但是
,

现有的理论只限于保守系统
,

而月
_

到目前为止
,

尚未有人用积分不变量为工具来计算动力学响应问题
.

本文导出了非保守系统

的庞卡勒
一
卡当积分不变量和庞卡勒通用积分不变量

,

并以积分不变量为工具
,

分析和 计 算

了三度对称螺旋扇回旋加速器中粒子的非线性振动
,

讨论了系统的相平面特征和动力学稳定

性
,

导出了系统的临界参数
,

并用劳斯一胡维茨 (R o ut h一H盯w it z) 判据导出了相同结果
.

本文

表明
,

非保守系统的积分不变量在加速器物理中找到了成功的应用
.

二
、

积 分 不 变 量

考虑一个
n 自由度的完整动力学系统

,

了为广义坐标
,

P‘为广义动量
, t为时间

.

系统 的

保守部分用拉格朗 日函数 L 。
,

了
,

4
‘)或相应的哈密顿函数 H (t

,

了
,

户‘)= P
‘

4
‘
一L 来描述

,

这

里 咬
‘二 d q

‘

/ d t
,

p
‘
三 aL / 。4

‘ .

J一义保守力 以 Q
‘
二 Q

‘

(t
,

g ‘
,

户‘) 表示
.

根据文 [ 2 〕
,

我们假定变

分算子 d和微分算子 d满足如下交换关系

dd q ‘= d占q ‘+ Q, 占a jd q
‘

/ (2 L
2
+ L l ) (2

.

1 )

即这两个算子是不可交换的
,

其中L ,和L
Z

分别是拉格朗 日函数 五~ L
Z
+ L , + L

。

(t
,

了) 中关于

广义速度的一次项和二次项
,

我们约定重复指标表示求和
.

系统运动的控制方程是哈密顿正则方程
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咬
‘= a ll / a P

‘,

户‘二 一aH / a q ‘+ Q‘ (‘二 1
,

2
,

⋯
, n )

因此
,

哈密顿函数对时间的全导数是

d H / dt = 。H / at + O‘aH / a如

设运动的初始时刻和终了时刻
,

以及初始坐标和终了坐标都不是固定的

函数
,

即

才。二 t。(a )
, q 名== q 名(a )

; t: == t : (a )
,

9 1 = 。; (a )

在这种情况下
,

哈密顿作用量

(2
.

2 )

(2
.

3 )

而是参数 a 的

L d t (2
.

4 )

、产.了�a
、了‘、.几0�J‘.

I
J

的变分量〔“」

d班 = L 6才
+

{; (豁
“g ‘+

;言
‘
““

‘

)
“!

( 2
.

5 )

利用交换关系 ( 2
.

1) 和端点上的变分关系
〔”’

己Q
‘

}
‘一 , 4 = 占q (灵) 一 a (二) d t ; (几= o

,

z ) ( 2
.

6 )

完成分部积分
,

( 2
.

5) 式变成

言孚
+ Q

!

)
d“

‘
“‘

( 2
.

7 )
ddt

一

L
.

矿口口。、一 、。
‘。。

‘
一、 。矛)

}}{
在任一 a 值所对应的路径都是正路

情况下
,

对任一 a ,

我们都有

+

工:{(
( 且pq ‘

:

口‘( t
, a ) ( i = 1

,

2
,

⋯
, n
) 是一簇正路 ) 的特殊

奈器
‘ 一

铃
一。‘ (‘一 ‘

, 2 ,
’ . ’

, ”,
( 2

.

8 )

于是
,

由 ( 2
.

7 ) 式我们有

d研 = (p ‘乙g ‘一万 d t) (2
.

9 )
1 to

采用【3〕中的类似方法
,

我们有

定理 1 若 曲线C 是围绕非保守系统的正路管的任意闭曲线
,

‘一

乡
。
(。

‘“。
‘
一““‘,

则沿此闭曲线的曲线积分

( 2
.

1 0 )

是庞卡勒
一
卡当型积分不变量

.

若 曲线C是由非保守系统的同时状态所组成
,

则击一 O ,

于是
,

由 ( 2
.

10 )式直接可得

定理 2 若围绕非保守系统的正路管的闭曲线C 是 由该系统的同时状态所组成
,

则曲线

积分

, : 一

乡
。
。
‘
““

( 2
.

1 1 )

是庞卡勒型通用积分不变量
.

现在我们来证明一个逆命题
.

设非保守系统的正路 由下式给定

4
‘= R ‘,

乡
‘= 汀‘+ Q‘

(‘== 1
,

2
,

⋯
, n
)

利用交换关系 (2
.

1 )
,

将 ( 2
.

1 1) 式对时间求导
,

可得
‘,

( 2
.

1 2 )

簇
1 一

乡
。
‘11

。“。‘一“‘“p‘’
( 2

.

1 3 )
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因此
,

由 d l
,

/ dt 一 。知表达式 汀
‘6了一尸 d扒

一dH 表示之
,

于是
,

我们有

d l
,

f
竺牛

_

几= 巾 一占H
d t 丫。

必是某一函 数的虚全微分
.

为方便计
,

我 们 以

(2
.

1 4 )

其中
口H

。 J .

口H
。

O月 = 5 二‘
一

O q
’

十 石万丁 OP .

口g
一

。 夕‘
(2

.

1 5 )

这就意味着下列等式成立

R ‘=
口H
口P‘

’ H
‘

口H
二 一万石了 (2

.

1 6 )

由此我们有

定理 3 如果曲线积分 (2
.

n )是满足交换关系 (2
.

1) 的积分不变量 (d I
,

/ dt 二 0)
,

则其

正路的微分方程就是保守系统的正则方程 (2
.

2 )
.

三
、

加速器中粒子的非线性振动

非保守系统积分不变量的一个重要应用是分析加速器中粒子的非线性振动
.

本节的目的

试图利用非保守系统的积分不变量来描述三度对称螺旋扇回旋加速器中粒子的动力学 行 为
.

在具有中等能量的三度对称螺旋扇回旋加速器中
,

或者在能量比较低的径向扇回旋加速

器中
,

粒子的径向 自由振动频率总是接近于h 正是 由于 v 二 = 3 / 3非线性共振线的作用
,

系统

的稳定性对磁场扰动表现得特别敏感
.

当这种扰动达到某个临界值时
,

系统就变得不 稳 定
.

因此
,

有必要对这条共振线附近的粒子运动行为作一分析
,

并导出扰动场的临界参数 (其中

包括磁场和梯度场的临界参数)
.

其方法是利用上面导出的非保守系统的积分不变量
.

如果我们只关心系统的一次谐波解
,

起主要作用的扰动将是一扇磁场扰动和两扇梯度场

扰动
.

在
v 二 = 1共振线附近

,

粒子运动方程可表示为

分= P
,

乡= 一
v二% + 。[壳二

Ze o s 3甲 + 叮; e o s甲 + n : % e o sZ甲〕 (3
.

1 )

其中二 是粒子偏离平衡轨道的距离 (以平衡轨道半径为单位)
,
交“ d x/ d 切

, 华 = 粉t ,

而
_ _

_ 斌 _ 1 △B l
_ _

_ 水
zIl ~ 。 一万 飞厂

,

,l2 一 一云
-

1 1

巴 B

a△B

口X
(3

.

2 )

是扰动场的一次谐波振幅和二次谐波梯度振幅
,

么B l 和么B
:

是扰动场的一次谐波和二次谐波

梯度公差
,

k, 是非线性项系数
,
存一 k

,

/
。 (。是小量 )

,

它的大小决定于系统的非线性强度
.

为

了方便
,

我们把刀1 ~ 刀2
= O的系统称做无扰动系统

,

把刀, 斗 O或 刀2
今 0 的系统称为扰动系统

.

系统的哈密顿可以表示为

H = P
Z

/ 2 +
v二二

2

/ 2 (3
.

3 )

非保守力为

Q = : (介%
Zc o s 3切 + 刀le o s 甲 + 叮

: x e o sZ切 ) (3
.

4 )

在该问题中
,

交换关系(2
.

1) 变为

l) 对任意两个函数u 和 。 ,

沿闭曲线C 的积分恒有

币
。 。。

一币
。。u

J C J C
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户d戈 = P

设方程 (3
.

1) 的近似解为

d占x

d 切
+ 。(k二

Z e o s 3甲 + 刀le o s切 + 刀: 戈e o s Z切)d二 (3
.

5 )

% = a (甲 )
e o s功

,
p = 分= 一 a (甲)sin 砂 (3

.

6 )

其中 劝= 甲 + 沙(甲) (3
.

7 )

a
(甲)和沙(切)是变数甲的待定函数

.

现在我们考虑庞卡勒通用积分不变量(2
.

1 1 )和哈密顿函数

(3
.

3) 关于变量劝的平均值

<1 1> =

由(3
.

6 )不口(3
.

7 )式司
‘

得

1 f
Z , ,

f
。 、 , , , r 、

1 f
Z‘ r , , ,

2二 J
。

L甲
。 p韶 ) “梦八月 夕= 2二

J
。

月 “梦 (3
.

8 )

分= 凉e o s劝一 a s in劝一 a浮s in 功
,

j% = d a e o s势一 a d j s in劝

利用(3
.

6 )和 (3
.

9 )式
,

可将<I : >化为

(3
.

9 )

<1 1>=

将 (3
.

6 )不日(3
.

7 )式代入方程(3
.

3 )
,

<H >=

止匕夕卜
,

由(3
.

5 )式可知

手
。 a 2

6诊

2
(3

.

[ 0 )

可得
v委a

Z

(3
.

1 ] )

1

2兀

将 (3
.

6 )
,

「
2 犷 。 .

1 户
万 ,

d欲
1 PO x =

。 _ 1 L P J _ 十以左了 c 0 S J甲十 叮z c o s切十 刀Zx c o s 艺切 ) Jo x a 梦
J O ‘ J ‘ J O “ 岁

(3
.

1 2 )

(3
.

7 )和 (3
.

9 )式代入 (3
.

1 2 )式
,

积分后可得
,生一兀

十蒯%a 么 d手=
a Z

(A ld a一 。B ;占浮) (3
.

1 3 )

其中

A l一

丁:
“ ·

(“
% 2

一
3、 + 。1

一
* + : 2 /

一
2、 ,一‘d‘

B l一

丁:
’ ￡(“%

2

一
3、 + 。1

一
, + 。2%

一
2 * , S ‘n 、d‘

(3
.

1 4 )

根据上面的分析可以导出

d <1 1 >
d 甲

一

少
。 (一 d<H >’

(3
.

1 5 )

由(3
.

1 0 )和 (3
.

1 1) 式
,

可将上式具体表示为

手
。

[
·。“‘ +

省
d ‘+

落嘿」
一

手
。
(一 , ·d·,

(3
.

1 6 )

将 (3
.

1 3 )式代入 (3
.

1 6) 式
,

完成积分
,

再集中带曲和韶的项
,

可得

。

一
掩
‘

言
“ 5 1·3”一

誓
5 1· ‘一

万
一‘· 2 ‘

‘一细
二
一 左

誉
co 5 3沙一

扮
os 。一

争
。 5 2 ‘{ (3

.

1 7 )

其中我们利用了近似关系弓一 1 、 2 (:
二
一 1 ) = 2 八, 二

(注意我们关心的是 v 二一 1 共振线附近的行

为)
。

让我们分析下面 两种情况
.
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( 1 ) 无扰动系统的定常振动及其相平面特征
。

88 3

定常振动的定义由 d a/ d 甲= d 乎/ d 中= 0 给出
,

由此可将无扰动系统的定常振动表 示为

髻一
in 3 , 一 。

,

△·二一 九

誉
。。 5 3 ‘一 。

(3
.

1 8 )

定常振动给出了相平面 内的奇点分布
,

这些奇点可能是稳定 的
,

也 可 能 是 不 稳 定 的
。

由

(3
.

1 5) 式可找到无扰动系统的奇点为

a = O (口任意)

8 八v二

a = u ”=
-

清矛
,

浮= 0 ,

士2二/ 3

(3
.

1 9 )

(3
.

2 0 )

方程 (3
.

1的和 (3
.

2 0) 给出了相平面上四个奇点
,

(3
.

1 9) 式给出的是稳定奇点
,

(3
.

2 0) 式给出

的是三个不稳定奇点
.

连接这三个不稳定奇点的分界线所包围的区域称为系统的稳定区
,

它

的大小直接决定了系统的稳定性
。

(3
.

2 0) 式表明
,

稳定区的半径
a 。 与系统的非线性项系数

澎有关
,

它越大
,

系统的稳定性越差
。

( 2 ) 当刀; = 0时系统的定常振动及其相平面特征
。

系统的奇点由方程

s in 3沙+ 2护, a Z s in Z岁= 0
,

, ‘
“刀二/ 4 么

v 二

l一 a e o s 3沙一下
‘e o sZ J二 o

(3
.

2 1 )

(3
.

2 2 )

2aa0

给出
,

其中

由(3
.

2 1 )式可得 相平面上的奇点

沙= O , a 二 O 和 ,
1一 a

(3
.

2 3 )

_ o 口 ,

C O S 廿 = ‘~ - 。 ,
下

乙“ o

C o

二
一

对
、

一 1

“ 6
(3

.

2 4 )

(3
.

2 3) 式表明
,

相平面上的原点始终是一个奇点
,

随着讨的增加
,

原来位于 a = a0
,

J = O 的

那个奇点将沿着 (3
.

23 )式给出的轨迹运动
; 当讨= 弓 一 1 时

,

这个奇点在原点和稳定奇点相

遇
,

稳定区消失
,

相应的状态称为临界状态
.

当 1 < 1,’ < 3时
,

新的稳定区形成
,

当尸 = 2时
,

新稳定区的面积最大
,

同讨 = 0时的稳定区相比
,

除原点沿沙= 二轴移动了a = a 。外
,

其它特征

完全一样 ; 如果叼继续增加
,

新稳定区逐步变小
,

当 讨二 3 时
,

新稳定区消失
,

系统再次处

于临界状态
.

实际上
,

由于新稳定区很难形成
,

系统的临界状态仍由

丫二= 1 (3
.

2 5 )

决定
.

由(3
.

2 2 )式可导出动力学允许的临界场梯度为

叮夏= 4△v 二 (3
.

2 6 )

对于叭 = 0的情形
,

可用完全类似的方法导出系统的临界磁场公差

, ; 一
合
△二 (3

.

2 7 )

四
、

劳斯
一

胡维茨判据及其系统的稳定性

现在我们从劳斯
一胡维茨判据出发导出上面结果

。

耳百
一 Q(

·
气‘)

,

耳二
一 p (

·2

我们以川 = O为例进行分析
。

令

,

沙) (4
.

1 )
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根据劳斯一胡维茨判据
,

方程 (2
.

8) 的特征方程为
〔”’

几
2
一 (a

, ,
+ a 2 2

)几+ (
a : , a Z : 一 a , 2 a 2 ,

)二 0

当川 ~ D时
,

上式中的系数

(4
.

2 )

一
〔”Q (一

,

”)/ ”一〕
。
一 (一音

“
,

一‘n 3 ‘一

彗
5‘n Z‘)

。

。 1 2一〔aQ‘一
,

, )/ ”‘〕
,

一 (一登
“

,

一
0 5 3 , 一。; 。

Zc o sZ‘)
:

(4
.

3 )

a Z 、
= C日P (

a Z ,

浮)/ a
a Z

〕
:

= (一
e o s 3 ) )

,

r- , 。
, , 。 、 , , 。 , ,

3 。 , _ _ : _
。

_

。 .

暇
_ _ _ 。

_

。 、

u 2 2
= LO厂 、u

, 沙 ) / O U J s

= 叹下粥
一

“、 1 1 1 J U 十 。 ‘U 、 ‘U j a

石 ‘

其中脚标 : 表示取平衡轨道的值
.

劳斯 一胡维茨判据表明
,

当且仅 当条件

a , : + a oZ < 0 , a l : a 2 2
一 a : Za : :

> 0

满足时
,

系统才是稳定的
,

而当

a l一
+ a 2 2

= 0
, a l la Z :

一 a z Z a : l“ 0

时
,

系统处于临界状态
,

令沙= 0
,

由(4
.

3 )式可得

(4
.

4 )

(4
.

5 )

a 1 1 = a : 2
= 0 ,

3
a 1 2二一 4 k

, a 3 , a 2 1
= 一

舟
,

1 6 口
(4

.

6 )

将 (4
.

6) 式代入 (4
.

5 )式
,

可知当

一
_

_

2
a = U 相 a = 一

。
a0 丫

O

(4
.

7 )

时
,

系统处于临界状态
,

将 (4
.

7) 式代入 (3
.

23 )式可导出系统的临界参数

下二= 1 和 下二= 3 (4
.

8 )

这正是前面导出的结果
.

本文导出了非保守系统的积分不变量
,

并由此出发分析了回旋加速器的定常振动和相平

面特征
,

进一步用劳斯
一胡维茨判据讨论了系统的稳定性

,

导出了系统的临界参数
.

〔1 1

[ 2 〕

[ 3 〕

〔4 1

[ 5 〕
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