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摘 要

在文 〔11 的基础上
,

本文进一步推J一功的互等定理的应用于计算矩形弹性薄板的 自然频率
.

应用本法无需求解控制微分方程
,

只需在基本系统与实际系统之间应用 功 的互等定理后求解一简

单的积分方程即可
。

使用了广义简支边的概念并且引入了频率矩阵
,

从而一并得到了两对边简支
、

另两对边为各种

支持的矩形板的所有频率方程
.

这是计算矩形板自然频率的一个简便通用的方法
.

一
、

引 言

功的互等定理是一个经典性原理
,

它指出 【艺’,

在两个相同的线性弹性体之间
,

如果它们

的应力和应变状态是真实的
,

不管它们的边界条件是否相同均有功的互等定理存在
.

然而
,

据作者本人所知
,

在文 〔3〕以前
,

功的互等定理还没有被应用 于具有明显不同边

界条件的两个物体并用此来系统地解决某一类问题
.

文 〔3 〕首先在具有明显不同边界条件的

两个矩形板之间应用功的互等定理并求解了具有复杂边界条件矩形板的挠曲面方 程
,

文 [3 〕

为求解矩形板的弯曲提出了一个系统的方法
.

文 [ 4 〕指出
,

在一定的条件下
,

功的互等定理

与位移叠加原理等价
,

从而说明了为什么应用功的互等定理求解矩形板的挠曲面方程所得到

的解与应用基于解析法为基础的位移叠加原理所得到的解是相同的
.

功的互等定理这一新被

发现的功能为解决复杂边界条件的矩形板的挠曲面方程提供了一个行之有效的方法
〔‘ , “’.

文〔1〕推广〔3
,

4〕的概念于计算直梁的自然频率
,

而本文则应用文 〔1] 的方法于计算矩形

板的自然频率
.

对于这一方法
,

我们无需求解控制微分方程
,

只需在基本系统与实际系统之

间应用功的互等定理后求解一简单的积分方程即可
。

应用广义简支边并且引入了频率矩阵
,

进而一并得到了具有两对边简支另两对边为各种

支持的矩形板的所有频率方程
.

二
、

基 本 原 理

据 K irg hof f假设
,

我们知道
,

对于弹性薄板
,

有控制微分方程
‘“’
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如果 仁‘
,

j〕 (‘
,

j== 1
,

2
,

s
,

4 ) 表示
a 。 ,

( 3
.

17 ) 可以被写成简单的形式

·h口
。

夸
S

硫哥
一

b \、
s h 户“百 \}_

n

十

—
一

一一下一一 . r一
v

, 八 U 1 1
“n p ‘

万 IJ

(3
.

1 7 )

/‘‘..‘、、

协

b . ,
A . 和 B . 的相应诸 系 数

,

那 么 式 ( 3
.

1 4 ) ~

〔1
,

1〕a 。 + 〔1
,

〔2
,

1〕a 。 + 〔2
,

仁3
,

1〕a . + 仁3
,

〔4
,

1〕a . + 〔4
,

将 口
,

月 排成矩阵并且以 八

2 〕b . + 〔1
,

3〕A 。 + 〔1
,

4〕B . = 0

2〕白. + 仁2
,

3〕A . + 仁2
,

4〕B . 二 0

2〕b . + [ 3
,

3 〕A . + 〔3
,

4 ]B 。 = 0

幻b . + 〔4
,

3〕A . + 〔4
,

4〕B . = 0

表之
,

则我们得到

( 3
.

1 4 )
产

( 3
.

1 5 )
声

(3
.

1 6 )
夕

( 3
.

17 )
夕

{ ( 3
.

1 8 )

们们们们119目八JA
占厂七尸1�rL一IL

习习幻幻
月l丹白几J月4rLFLLjLL

.

L

幻幻幻幻
1占9曰,dA
‘rLrLl.LLes�

月月月月
,土今自,JJ任rLLLLrL‘L

么二

我们 称 么 为频率矩阵
.
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四
、

应用频率矩阵求解频率方程

利用广义简支边和引入频率矩阵对于求解两对边简支另两对边为各种支持的矩形板的频

率方程是非常方便的
。

由频率矩阵的不同元素组成的诸零行列式就代表相应边界条件的诸频率方程
。

对于通过板的中心且平行于 二 轴的轴而 言
,

有不对称
,

对称和反对称三种情况
.

让我们

在下面分别讨论这三种情况
.

(一) 不对称振型

1
.

刀= o 边简支和 刀= b 边固定

对于这种情况岁应执行边界条件 (3
.

1 5)
。

让 a . = b . = A . = O 和 B . 专 0 ,

并且取 △ 中的

元素 [2
,

4〕为零
,

则我们得到频率方程
a o e ha o bs in刀二b一夕二

s ha . be o s
刀二b = o (4

.

2 )

这里“
域弩

一

)
’

和 “
2
一护 一

(瞥)
’ ·

2
.

刀= O 边简支和 刀= b边 自由

在这种情况下
,

应满足边界条件 (3
.

1 7 )
.

让 a 。二 A , = B 。 = o 和 b . 奔 O 并 且 取 △中 的

〔‘
,

2〕元素为零
,

对于 护 < (
一

瞥)
’ ,

频率方程成为

一!
a ; 一 (2一 )(等)

’

」[刀
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。
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1
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)
’
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’

〕
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。
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.

3 )

3
.

刀= O 边固定和 刀= b 边 目由

边界条件 (3
.

1 4 )和 (3
.

17 ) 必须同时满足
.

让 a . = B . 二O 和 偏今 0
,

A . 今 0 并且利用 △

中诸元素 [ 1
,

2 〕
,

[ z
,

3 ] ; [ 4
,

2〕
,

: 4
,

3 : 组成的零行列 式
,

对 于
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一

臀)
,

频率 方 程为

{卜卜
·
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’

」
·h a ·
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:一(

一

答
一
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’

}
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’
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⋯

(二 ) 对称振型

1
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两对边固定

执行边界条件 (3
.

1 4 )或 (3
.

1 5 ) 并且让
a . = b . = O 和 A . = B , 今 0 ,

从 (3
.

1 8 )我们得到
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,
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.
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对于这两种情况
,

我们应取 ”= 1
,

3
,

5
, ·

⋯

(三 ) 反对称振型

1
.

两对边固定

执行边界条件 (3
.

1 4 ) 或 (3
.

25 ) 并且让
a . = b。 = o 和 A . = 一B . 今 0

,

从 (3
.

1 8 )我们得

{〔l
,

3 〕一 [ 1
,

4〕} = 0 (4
.

1 1 )

因而频率方程成为
b

a , c n a , 玄

。 ,

b
。 , ,

b 。 ,

b
S’n p 二万一 p 益“n a “万

“。s p 益厄二 u (4
.

1 2 )

2
.

两对边自由

执行边界条件 (3
.
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.

17 ) 并且让 A . = B . = 0 和 ‘ = 一凡斗 0
,

从 (3
.

18 ) 我们得

到

对于 “
‘

<(粤)

{[ 3
,

1〕一 [ 3
,

2〕}== 0 (4
.
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频率方程成为
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’

〕
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·
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’

〕
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’
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·
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,
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为
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」
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(
一
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’

〕l
· :一(华)
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]
s h二音一

”‘
含一 0 (4

.

1 5 )

对于这两种反对称情况
,

我们应取
n = 2

,

4
,

6
, ·

⋯

对于(一)
、

(二 )
、

(三 )
,

我们应取 m = i
,

2
,

s
, ·

⋯

我们所得的前述诸频率方程都与文 〔7 〕的相同
.

附 录

为计算直梁和矩形板的自然频率
,

我们将在下面给出从三角级数到双曲线函数的某些转换公式
.

对于在弹性基上受横向载荷与拉伸复合作用的简支梁
,

如图 3 所示
,

有微分方程

外外两嘛
莽洲洲
称栩娜户

‘‘

——
尽2

——
l / 勺勺
,,,
l ‘‘

图 3

些d 劣‘ 万
E J 鲤d 劣2

k

艺J
(A

.

1)
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使用符号

NEJ一

则方程 (A
.

l) 成为

d ‘w

d 劣4

p Z一

去

井岁
+ , : 。 一。

(A
.

2)

当 俨> P :

时
,

(A
.

刀 的全解是

w (劣) = 月s ha % + B e h a x + C sh月二 + D eh刀x

这里
a = 甲 , + 守示三下豉

,

刀二心 : 一 扩示丹
王

(A
.

3) 必须满足边界条件

(A
.

3)

11..、‘..,J.

一一

、、..了声
甘,�
q自

一

/‘.、
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切 即
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{ 一业牡
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一 - 一 j 下 一一
,
一c h a 二 sh刀今

Z 若
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e 。尹李
乙
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.

5 )

取如图 4 所示的坐标轴
,

(A
.

5) 成为

N / 八坑 N x

图 4

一
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该问题也可用能量法来求解
.

对于图 4所示坐标轴
,

总势能等于
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比较 (A
.

6) 与 (A
.

的
,

我们得到
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‘

ha卜S

一

f..扭

l
泞召S ln

月
: 川‘· 2 “从’

,

丁
‘

仁+P
:

1
a ’一刀

2介砂

卜砚

矛

对伙
�

chch
一

一

、

I
J

j
‘.口.
9‘

一
�劣l勺

自口。h
,ns

( A
.

IU)

当在梁的 戈二 l处作用一外弯矩M
。

时
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利用相似的方法
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我们得到转换公式的形式为
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日a stic T hin Pla te s

F u B a o 一lia n

(N o r才he a s才H e a。夕 M a e hfn e rg I o st‘才u 才e
,

Q‘q ih a e r

)

Ab, tf扭C t

T li is pa Pe r f“r the r e x t en d s the a pp lie a t io n s o f r e e ip r o ea l th eo re m fo r e a le u la tin g th e

n a t u r a l fr叹u e n e ie s o f re e ta n g u la r ela st ie thin pla te s o n th e b a s is o f [ l〕
.

A p p ly in g th e

p re se n t 也eth o d
,

the r e 15 n o n e e d to so lv e g o v e rn in g d iffe re n tial e q u a tio n s
,

it 15 o n ly n e e e
-

ss a r y t o so lv e a sim p le in te g ra l e q u a tio n a ft e r u s in g th e r e e ip r o e a l the o r e m b e tw ee n th e

b a sie s y st e m a nd th e a e t u a l sy s te m
.

U s in g th e 三d e a o f the g e n e r aliz ed ed g e s im p ly su p po r te d a n d in t ro d u e in g the fr eq u e n e y

m a trix
,

the n all fr eq u e n ey e q u a tio n s o f the re e ta n g u la r p la t e s w ith tw o o p p o site e dg e s

sio p ly s u p p o r te d a n d o t五心
tw o o p po s ite e dg e s v a r io u sly su p p o r t ed a re o b t a io e d to g ethe r

.

T his 15 a sim p le
, e o n v e n ie n t a n d g e n e ra l m e th o d fo r e a le u la tin g the fre q u e n e y eq u a tio n s

o f t五e r ee t a n g u la r Pla te s
.


