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摘 要

本文详尽研究了在波传播与流动稳定性问题中有广泛应用的广义 A iry 函数
,

给出了复 变 量

广义 A iry 函数的一系列图表
.

计算结果是令人满意的
.

A iry 函数是具有广泛应用的特殊函数之一
,

尤其在波动问题中
,

在先导波
、

焦散面 附

近的物理量均可以 A iry 函数来表达
.

对于以一阶零点为转向点的含大参数 的二阶方程
,

其

一致有效渐近解也是 A iry 函数〔”
.

在研究流动稳定性与星系密度波理论时
,

经常 要 遇 到

复本征值问题
〔“, “’,

因此
,

必须计算复变量的 A ir y 函数
.

R ei d 等 〔‘一 6 ’
还定义了一 组 广 义

A ir y 函数
,

并用它来表达相应于平面 C o u e tte 流
、

平面 P o is e u ille 流的 O r r一S o m m e r fe ld

方程的准确解和一致有效渐近解
.

迄今
,

人们只给出了实变量的 A ir y 函数表
〔7 ’,

本文提 出

了计算复变量广义 A ir y 函数的方法及结果
,

无疑
,

这对于上述领域的研究工作是有益 的
.

1
.

定义 1 9 7 2年
,

W
.

H
.

R e id 引进了一类广义 A ir y 函数 A 。
(
:
)

,
A *
(
z ,

P)
,

A式
二 ,

P
, q )

,

其积分表示为
:

A *
(
· ,

,
,

。卜
一

、女
‘

I
: 。‘一“·‘, 。二 p

(
·‘一

;
才3

)
d ,

B
、

‘
· ,

,
,

。卜 : 氛J
,

“一(‘
·‘, 。一 p

(
·‘一

;
‘3

)
d ‘

(1
.

a
)

(1
.

b )

式中
,

P 为整数
, q 为零或正整数

,

积分路径 瓜
,

l
、

如图 1 所示
.

注意
,

上述定义包括了通常的 A ir y 函数
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图 1 广义 Ai ry 函数积分路径
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方法 在计算复变量广义 A iry 函数

时
,

我们采用把复平面上的积分化成实积分的

方法
,

再依靠数值计算来得到结果
.

譬如
:

在计算 A ;
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这里

,

积分路径如图 2(
a )所示

.

这 样 选

择一方面是为了使积分表达式 尽 量 地 简

单
,

另一方面
,

适当选取 a 可以使积分迅

速 收欲
.

因为 在 每 个 积 分 中
,

都 含有

C· p

〔
一

(
。一

会cs]
的因子

,

当 。一 ‘时
,

衰减得最快
.

对于广义 A iry 函数
,

为了避开原点 (a) (b )

灼奇异性
,

其积分路径如图2( b) 所示
,

并 图 2 计算复变量广义 Airy 函数的积分路径

同样地将复平面
_

_

匕的积分化成实积分来计算
.
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瑕积分的处理 由于积分(2
.

b) 一(2
.

e
)的积分上限为。

,

我们可用两种方法处理
.

一是通过误差估计
,

在一定精度范围内
,

将无穷域的积分用有限域 的积分来代替
.

譬如

在计算 I
:

时
,
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,

我们有
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.
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取 R = 7 时
,

最佳截断在第15 项处
,

误差小于1 0
“ “ .

另一种方法是使积分上限逐步增大
,

直至相继的两个积分值之差异小于事先规 定的小量

为止
。

4
.

自变璧及其范围的选取 由于我们可 以利用递推公式
,

不必计算全部函数
,

所以计

算工作量大大地减小了
.

从附录中
,

我们看到一个函数与另一个函数之间的联系往往用极坐标表达最为方便
,

所

以
,

我们 的函数表是以(
r ,

0) 为自变量的
.

附录还给出了广义 A ir y 函数 的渐近展开
.

我们选取 自变量的范围为
: r从 O 到 5 ,

0 从

O
。

~ 36 0
‘ .

至于 r > 5 时
,

可 以用渐近公式得到较准确的函数值
.

5
.

检验 为了保证我们 的计算结果达到规定的准确度
,

我们采用下述方法进行检验
.

首先将结果与实变量 A iry 函数表比较
,

可以看到
,

在 自变量取实数时
,

A
,

(z)
,

A
;

(
: ,

一 1 ) (即A f(
:
))都准确到八位有效数字

.

其次
,

要求计算的结果满足附录中的恒等式
.

三是采用复变量数值积分的方法来计算函数值
,

并与我们的结果进行 比较
.

譬如
:

A
,

(z)
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, 护
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在复平面上
,

我们沿着 叮= tg o 占积分
,

得到下述微分方程组

一

= 梦2 le o s s一 g , : sin s

“ , 1 , 5 in o + 夕a: e o s口

0ror夕一d夕
一

dd
一l

d

{
(4

.

e
)

恕
l 一 ,

(, 。; 。。5 2 。一 , 。2 5 in 2。)

恕
冬

一(、
。: S ; n Z。+ 。

。:

一5 2。)

以及初始条件
:

g 。 ;
(0 )= 0

.

3 5 5 0 2 8 0 5

夕。: (o )= o

夕, ,
(0 )= 一 0

.

2 5 5 8 1 9 4 0

9 1 2

(0 )= 0

(4
.

d )!!
z



叨 2 李 家 春 赵 大 刚

上述方程组的计算结果应使

g 。: + ‘9 0 2 = A :
(
: )

, , : + ‘夕: 2 == A :
(
: ,

一 1 )

我们试算了几例
,

结果是令人满意的 (图 3 ~ 图 14 )
.
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附 录
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