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摘 要

本文利用发散积分的有限部分
,

从三维的 K e lv in 问题的解
,

B o u s s in e sq 问题的 解 和 M in d lin

问题的解直接导出了相应的二维问题的解
,

另外也给出了在平面问题中的应用
.

一
、

引 言

弹性力学的某些三维问题和二维问题是极其类似的
.

例如
,

三维全空间中和二维全平面

上作用集中力的 K e lvi n 问题
,

弹性半空间和弹性半平面的直边上作用集中力的 B o us s in e s q

问题
,

以及弹性半空间和弹性半平面的内部 作 用 集 中 力 的 M in dl in 问 题 和 M el an 问题
。

这些问题的解答也是十分类似的
.

但是这些问题的求解
,

却是利用三维和二维的方程分别求

得的
。

能不能有一种方法
,

使三维的解蜕化为二维的解呢 ? 从力学上看
,

当有了一个三维问题

的解
,

然后沿着
: 轴从一 co 到 + co 连续分布载荷

,

即可得到一个平面应变问题的解
,

但在数

学上却遇到了发散积分的困难
.

M
.

Fl
a m a nt 〔” 曾将三维 B o us sine

s q 问 题 的 解转变成二维

问题的解
,

不过如第四节所指出的
,

他的解法并没有克服数学上的困难
。

本文利用发散积分的有限部分解决了这一困难
.

从三维的 K e lvi n 问题的解
,

Bou
s s ine

s q

问题的解
,

M in dl in 问题的解导出了相应的二维 问题的解
,

这些将在 第二节
,

第三节
,

第五

节中给出
。

在附录中将简单介绍 由 H a d a m ar d 所定 义的发散积分的有 限 部 分
.

另外
,

在第

六节中给出它在平面问题中的应用
.

二
、

K e lv in 问题

在三维全空间中
,

有集中力 Q 作用在 坐标原点
,

力的方向为 , 向 (图 1 )
.

它 的 位 移 场

为〔“, “’

钱伟长推荐
.
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,

而

今在
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,
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.
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,

它的有限部分为一 2 1n r (见附录中的 ( A
.

4 ) 式 )
.

因此平面应变问题中
,

在全平面 上作用一集中力的位移场
〔“〕为
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理
y 2
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.
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,

由于它对 : 是奇函数
,

于是对 t 也是奇函 数
.

那末如果也按上

述办法作积分
,

可得在
: 向位移为零

,

这正是平面应变问题所要求的
.

此外
,

当外载不是 夕向
,

而是 二 向时
,

可以类似地从三维的解导出二维的解
.
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三
、

B o u ss in e sq 问 题

图 3 图 4

在三维弹性半空间的直边上
,

有集中力 Q 作用在坐标原点
,

力的方向为 夕向 (图 3)
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,

分布 g 向线密度为 q 的载荷时 (图 4)
,

就 得到一个平面应

变问题
.

与第二节类似
,

我们可以得到弹性半平面的 B o us s ine
s q 问题的解
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此外
,

当外载不是 夕向
,

而是 x 向时
,

可以类似地从三维的解得到二维的解
.

四
、

关于 F lam a n t 的解法

M
.
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.
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具
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,
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.
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,
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,
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,
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从 (3
.

1) 还可导出另外三个应力分量
:
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,
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107 5
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,
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,
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,

可以类似从三维问题的解导致二维问题的解
.

六
、
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。一‘X , 3 + ·

‘。
3

“
·

‘”,

其中 叮 和 ‘f为常数
.

这两个常数
,

在这里已无法确定
,

因为 由双调和函数 必
,

所 确 定 的应

力已满足 , = o 直边上的条件
.

如果要确定 它 们
,

应 该 寻 求 新 的 条 件
.

在〔2 〕中
,

取 定

叮= 心 = 0
.

用上述方法
,

可以求出 〔2
,

9j 中所举的半 平面上类似问题的应力函数
.

华中工学院庄业高教授 曾与作者进行过有益的讨论
,

本人谨表衷心的感谢
.

附录 发散积分的有限部分

发散积分的有限部分是 H ad a m ar 小l0] 研究双曲型方程基本解时引人的
.

本文中遇到了下 述 发

散积分

d t

rZ + t Z
(A

.

1)

注意到

+ . a }
_
oo 万于 刀下i劝

: (A
.

2)

如果认为微分和积分的次序是可变换的
,

那末有

-

兰〔
d r J

十 00 d t
_
. 斌万千护

(A
.

3)

积分 (A
.

3) 式
,

得

r 十 00 d t
.

_

、
_
二 材 于盛千‘

: = 一“‘n r + ‘ (A
.

4)

其中C是某个常数
.

〔A
.

4) 式的右端即所谓发散积分(A
.

1) 的有限部分
,

它被看成积分 (A
.

1) 的数值
.

我们再来计算本文中所需要的另外两个积分
,

首先计算

才d t (A
.

5)

设 a 为某个参数
,

但 (A
.

5) 中不含a ,

故有

(A
.

6 )一一dt
8

a一加

因此有

td t二 C (A
.

7)

其中C为某个常数
.



1心7名 主 敏 中

其次
,

计算积分

X 一 才

9 2 + (二一 才)
2
d t (A

.

8)汽
因为

r o 口 劣一 t

3
_
co 刁万 尹千(汾句弃

“‘一
y

x Z + y Z
(A

.

9)

刀}夕末有

X 一 t

一
。 夕名+ (x 一 t)

2
d t 令〔

‘n (二
2 + 。2

, + “ X , 〕 (A
.

10)

其中 f (x ) 为某个待定函数
.

关于发散积分的有限部分
,

在【l门中称为广义函数的泛函正则化
.

这里的几个发散积分也可 利 用正则

化方法来学出
.
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APPlic a tio n o f the Fin ite Pa rt o f a D ive rg e n t In te g ra l

in the T he o ry o f E la stic ity

W
a n g M in 一 z h o n g

(D eP a r tm e o t o f M e eha n云c : ,

Pe k公n g U o iv e r : ‘才夕
,

B e ijfn g )

Abstra e t

U sin g th e fin it e p a r t o f a d iv e rg en t in t e g r a l
,

w e t r a n s fo r rn K e lv in
’5 s o lu t io n s ,

Bo u -

s sin e sq
’ 5 so lu t‘o n a n d M in d lin

’ 5 so lu t io n s in th e th r ee 一d im e n sio n a l th e o ry o f e la 、t icity in t o

e o r r es po n d in g so lu t io n s in th e tw o 一d im on sio n a l th eo r y
.

B e sid es ,

its a p p liea tio n in pla n e

p r o blem s 15 a lso g iv e n
.


