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摘 要

本文提出描述联结成树形多刚体系统位置与排列的
“

位形图
” .

在不需要引人
“

增 广 体
”
和

“
子系统

”

等概念的情况下
,

本文利用
“

位形矩阵
”

研究了树形多刚体系统的运动
,

并推导 出 其

功力学方程
.

树形多刚体系统的动态参数与其结构的密切关系在这样的动力学方程中明显地 表 示

出来
。

符 号

系统刚体总数

‘ 标号为 ‘的刚体

(a )
,

(a) 元素分别为标量 a : ,

矢量 a :

的列阵

[ a ]
,

[ a〕
,

[ a〕 元素分别为 a ; ,
, a ‘, 和二阶张量

衡 f的方阵

f 的质心

h
,

i 的内铰点

‘ 由 h
:

指向
c ;

泊勺矢径

m ‘ 云的质量

J 下 f对于质心
。 .

的惯量张量

p 、 。‘

对于惯性参考系中固定点O的矢径

。 ‘ 玄的绝对角速度

F
,

‘上所受外力的主矢

L
,

f 上所受外力向
c ‘

简化的主矩

r : h
:

对于惯性参考系中固定点O的矢径

X 今 对应于铰 h *

处的约束力

丫令 铰 尔 处的约束力偶矩

丫
,

铰 凡 处的阻力偶矩和弹簧力偶矩

场 由内铰点 爪 指向 ‘上另一铰点凡的矢量

M 系统总质量

R 系统上所有外力的主矢

G 夸 ‘对于质心
c :

的动量矩

G 今 行对于内铰点h
,

的动量矩

p l i相对于下方刚体转动的第j个转轴的单位矢量

(e0 ) 惯性参考系的基矢量组 (行阵)

(ei ) 固连在 葱上的基矢量组 (行阵)

一
、

引 言

对多刚体系统动力学问题的研究表明
,

点连接树形多刚体系统的问题是最基础的
.

建立

这类系统的动力学方程有各种方法
,

其中 R
.

E
.

R o b e r s o n 和 J
.

W itte n bu r g 用图论的观

点和矩阵的工具作 了系统的研究
,

得到许多重要的结果
.

周起钊在这方面又作了许多有益的

改进
,

对系统进行动力学等效分解
.

本文利用反映多刚体系统整体结构位置和排列的
“

位形

图
”

和
“

位形矩阵
”

的概念
,

着眼于从整体观点研究系统的运动
,

无需提出各种形式的
“

增

广体
”

和
“

子系统
”

等概念
,

直接由位形矩阵的性质利用矩阵方法推导得到树形多刚体系统

爷

郭仲衡推荐
.
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动力学方程
.

这不仅简化了推证过程
,

而且使所得到的方程在形式上与系统整体结构的关系

表示得更为明显
.

不与任何运动已知的刚体联结的自由多刚体系统
,

它的方程是在 与某一运

动已知刚体联结的约束多刚系统的基础上建立的
.

许多文章在研究这个问题时是利用由系统

质心处引出的相对矢径作为中间变量
,

本文利用矩阵演算的方法较简单地得到所需的结论
.

本文利用位形矩阵的分解在原刚体基础上
,

而不是在增广体上对系统进行力学等效分解
,

改

善了由周起钊提出的这种方法
.

本文研究的是
n
个刚体通过铰点连接成的树形系统

,

两刚体连接处的铰是球铰或万向接

头或盘柱铰链
.

如果所研究的树形多刚体系与一运动 已知的刚体 (标号为 O 的零刚体) 相连

接
,

这样的多刚体系称为约束系统 , 如果多刚体系不 与任何运动已知的刚体连接
,

就称为自

由系统
.

本文采用规则标号
,

对于约束系统
,

取 与零刚体连接的刚体标号为 1 ; 对于自由系

统
,

取质量最大或作用最大的刚体作为基础刚体并标号为 1 ,

其余分层顺序标号
,

离 1 愈远

的刚体标号愈大
.

某铰连接的两个刚体
,

标号大的称为标号小的上方刚体
,

反之则称为下方

刚体
.

葱刚体与下方刚体的铰接点称为 玄的内铰点
,

记为 h‘
.

对于约束系统
,
h
;

指的 是 1 号

刚体与零刚体的铰接点 ; 对于自由系统
,

可在基础刚体上任选一点作为 内铰
l

氛
,

这点称为虚

铰
。

二
、

位形图与位形矩阵

以刚体为顶点
,
以铰为边作的图称为体铰图

.

给体铰 图的边标注方向
,

从标号小的顶点

指向标号大的顶点
。

由体铰图可构造系统的关联矩阵〔门
。

树形多刚体系统的关联 矩 阵 是
n

阶上三角阵
,

其对角线上的元素几
‘= 一 1 ; 若 j刚体与 公刚体直接铰接

,

则 八, = + 1 ; 若 j不

与 ‘直接铰接
,

则 I
‘, = 0

.

系统的关联矩阵刻画了系统各刚体间的相互关系
,

即各刚体排列

的情况
。

若 i 上有两个以上的铰点
,

则由其内铰 h‘ 指向另一铰 h , 的矢量称为
“

茎
” ,

记为 b”

由 h
‘

指向质心
c ‘的矢量记为 c ‘

.

由 h: 引出的 b , 和 。‘都是固连在 i上 的
.

以 系 统 各铰 点

h
‘

(i = 1
,

2
,

⋯
, ,
) 和质心

c ‘为顶点
,

以 b ,
(了二 2

,

3
,

⋯
,

n) 和 c ‘

为 边构成的有向图称为多刚

体系统的
“

位形图
” .

位形图一方面反映了系统各刚体在惯性参考系中的位置
,

另一方面也

反映了各刚体排列的情况
.

图 1 (a) 给出了由八个刚体组成的树形多刚体系统的实体图
,

图 1(b) 给出了该系统的体
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铰图
,

图 1 (c) 给出了系统的位形图
.

系统的关联矩阵〔门是满秩阵
,

设其逆阵为仁H 〕
,

显然 [万〕也是上三角阵
,

其主对 角线

上的元素 月 ‘, = 一 1 ; 在位形图上
,

如由 h
‘

出发
,

通过 ‘的某一条茎 b
,

直接 或间接指向刚

体 了(i 》寿> 约
,

则11
‘, - 一 1 ; 其余元素均为零

.

下面给出图 1(c )所示系统位形图的关联矩

阵〔门和其逆阵〔万〕

、

l
‘.

1!
.....百....,......

.

一 1 1 1 1 0 f 一 1 一 1 一 1
,,

l!
llll
...iL

一 1 0 0 1

一 1 0

一 1 0

一 1
〔月〕-

一 l 一 1 一 1 一 1 一 1

一 1 0 0 一 1 0

一 1 0 0 0

一 1 0 一 1

一 1 0

0 一 1

0

O

一 1

0

O

一 1

O

O

一 1

O

0

一 1

一 1

一一
�.J不二一IJ

根据位形图
一

可以构造一个在建立系统动力学方程中起重要作用的
“

位形矩阵
”

[ b
“

」
,

这

也是一个上三角阵
,

非零元素为位形图上各矢量b , 和 c ‘,

〔b
“

]的主对角线上的元素b丁
‘

为。‘;

如 f 上有茎 饥
,

从位形图上看
,

由茎 b J 的正向出发经其它茎而指向铰 h
。 (显然有 k> i)

,

则 b丁
、
二 b , ; 而对于其它情况 b万、~ O

。

显然若 i 上没有茎
, [ b

“

〕的第 i行元素
,

除 比‘一 。,

外
,

其余的均为零
.

对于图 1 (
。
)中所示的系统的位形图

,

其位形矩阵为

、...‘.

⋯
....J饥00玩0obs叭b

‘
b

:
b
‘

b
‘

0 b
s 0 0

饥o饥仇

[ b“〕=

c 3 0 0

c ‘ 0

0 O

b
6

b
7

C o o

C 6

C声

!
1.
1界ee
.

!.eeeeesweL

由 [ I 了〕与〔b
“

〕对 比可看出
,

它们的非零元素的位置是相同的
.

从位形矩阵可以看出
,

第 i 行非零元素都是固连在 i 上 的矢量茎 b , 和 c ‘; 其第 浇列 元索

是位形图上由 h
l

到 壳的质心
c 、的各个矢量

.

因此
,

位形矩阵刻画了系统整体在惯性参 考系

中的位置和形态 (即各刚体排列的情况 )
.

由于〔b
“

] 的 舟列元素的和表示由 h
l

到 寿刚 体 质

心 c 。的矢量
,

故系统各刚体质心
c 。对于惯性参考系中的固定点O的矢径 p

‘

为 元 素 的 列 阵

(p ) 与位形矩阵〔b
“

〕的关系为

(p ) 二 [ b
c

〕
T

(1 ) +
r 工( l ) ( 2

.

1 )

式中的 ( l) 表示元素都是 1 的列阵
, r ,

是 h
;
相对于惯性参考系中的 固定点 O 的矢径

,

〔b
“

〕
,

是Lbc 〕的转置
.

上式对时间求二次导数得

( p ) = 一 〔b
c

〕
T 又 (山 ) + {〔b

c

〕
T X f o 」} X ( 0 ) + 矛

1

( 1 ) ( 2
.

2 )

式中 ( 0 )
,

「0 」分别是角速度列阵和对角阵
.

位形矩阵〔b
“

] 各元素由矢量 b , 和 c ‘ 构成
,

其分布与系统各刚体排列的情况有关
,

故位形

矩阵〔b
“

〕与关联矩阵〔门和对角阵「b」
,

「c 」有关
,

不难证 明有如
一

『关系式

仁b
c

〕二 「e 」一 { [E 〕+ 〔I 〕}「b」〔11 ] ( 2
.

3 )
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式中〔E 〕为
.

单位阵
.

三
、

树形多刚体系动力学方程

现研究系统中任意刚体 该 (图 2 )
,

民

图 2

和L
‘

分别是 i 所受外力向 c ‘

简化的主矢和主矩
,

一X 李
,
一 Y {

,
一 Y‘分别是内铰h ‘处的约束力

,

约束力偶 矩 和 铰 中 阻 尼 和 弹 性 力 偶 矩
,

+ X {
,
十丫{

,
+ Y , 是 ‘

_

仁另一铰 h, 中相应的

量
,

约定这些量在 内铰处取负号
,

其它铰处取

正号
。

对各刚体分别应用质心运动定理和对质

心的动量矩定理
,

再对整个系统写出这两个定

理的矩阵形式方程

r m J (p)= (F) + 〔Ij(X
几

) (3
.

1 )

(台
‘

) = (L )+ 〔Ij(Y) + 〔I〕(Y
“
) + {诬[ E 〕

+ [ I〕} rb J一 re J[ I〕} x (X
h

) (3
.

2 )

考虑到〔I〕〔11 」二〔E 〕及关系式 (2
.

3)
,

上式可写成

(G
c

)= (L )+ 〔Ij(Y )+ [ Ij(Y
九
)一〔b

c

〕只 [ I〕(X
九

) (3
.

3 )

在土面的式子中
, 。。」是元素为各刚体质量的对 角阵

,

(台
“

)是刚体对
一

质心动量矩对时
一

间一阶

导数的列阵
。

由 (3
.

1) 式解得仁I〕(x
八
)代入 (3

.

3) 式得到

(G
c

)= (L )+ [ I」(Y)+ 〔I〕(Y
几
)一〔b

‘

〕x {rm J (p)一 (F)}

再将含有运动量的项移至等式左端

(台
“

) + 〔b
c

〕r。」又 (百)= (L) + [了] (v ) + 仁了] (v
h
)+ 〔b

c

〕x (F) (3
.

4 )

该式左端第一 项可写成

(6
c

)二 rj
c 」

·

(山) + 「。」x 「j
c

」
·

(。 )
‘

(3
.

5 )

式中「J
“

」为对角阵
,

其第 ‘元素 升 为刚体 ‘对质心 c ‘的惯量张量
,

考虑到 (2
.

2) 式和 (3
.

5 ) 式
,

(3
.

4 ) 式可写成如下形式

rj
“」

·

(山 )一 [ b
c

〕厂m 」x {〔b
o

〕
r x (山) }+ r 0 J x 「j

“

」
·

(0 )

+ 〔b
c

j「m j x 魂{〔b
‘

〕T x 「0 」} x (0 )}+ 〔b
“

〕(m )又 十
;

= (L)+ 〔I〕(Y) + 〔I ] (Y
而
) + 〔b

”
〕又 (F ) (3

.

6 )

下面分别推导约束系统和自由系统的动力学方程

(一) 约束系统的动力学方程

对于约束系统来说
,

h
:

是系统与运动已知的零物体相连接的铰点
,

故 h
,

的矢径 r ,

是 时

间 t 的 已知函数
,

(3
.

6) 式左端不包含因子 (山) 的后三项之和记为一 (L
“

)
,

即

(L
‘

) = 一 r o J x rj
“」

·

(。 )一 〔b
c

] rm 」火 {{ [ b
“

]少 x r0 ) } x (。 ) }一 [ b
c

〕(。 ) x 于; (3
.

7 )

(3
.

6) 式左端第二项可写成口
“

〕
·

(山)
,

即

〔j
s

〕
·

(山) = 一 [ b
c

] 「。」x { [ b
“

」
尹 x (山 )} (3

.

8 )

式中〔J
“

」称为约束系统的折算惯量张量矩阵
,

其第 公行 j 列元素为
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: , = 乙 m ‘
(b丁

‘
·

b丁￡一 b丁: b丁乙) (3
.

9 )

式中E为二阶单位张量
.

因 [ b
“

〕为上三角 阵
,

(3
.

9) 式 求 和 时 只 在 l》‘和 l> j有值
.

由

( 3
.

9 ) 式可看出有

j丁, = {j ; ‘} r

再记

〔j〕二 r)
c J + [j

s

〕 (3
.

10 )

〔月称为约束系统总惯量张量矩阵
,

显然它是依赖 位 形 矩 阵 〔b
“

〕的
.

考 虑 到 ( 3
.

7 ) 式 和

(3
.

1 0 ) 式
,

则 (3
.

6 ) 式经整理可得到

[J〕
·

(山 )= (L) + [ I〕(Y) + 〔I〕(Y
几

) + [ b
o

〕x (F )+ (L
‘

) (3
.

1 1 )

该式中尚包含了约束力偶矩 (Y
几
)

,

为了使方程不出现这一项
,

引入铰链矩阵 〔p〕
,

其转置阵

为

[ p ]一

⋯
k

-

产一夕、 - 一,

p圣p雯⋯
k
‘

产曰‘气

P告
怠
。

产‘. 、
1

ff 」
。 x 、

(3
.

12 )

这是一个拟对角阵
.

k
‘

是刚体 ‘相对下方刚体绕内铰 h
‘

转动的自由度数
,

可以 是 3 或 2 或

1 ,

称为 ‘的维数
.

左== 乙 k
‘

是约束系统的自由度数
.

p { (j = 1
,

2
,

⋯
,

从) 表示 ￡相对下方刚

体绕 从 转动中的第 j个转轴的单位矢量
,

一

巨 p :
,

⋯
,

p令
,

是正交的
·

在维数少于 3 的 铰 从 中
,

有可能出现约束力偶矩 州
,

且 州 与 p : 垂直
,

故对整个系统有

仁p〕、
、 。

·

(Y
h
)= (0 ) (3

.

1 3 )

再记

[ PH 〕
、、 。

= [ p ]〔H 〕 (3
.

1 4 )

(3
.

1 1) 式两端点乘 [ p H 〕可消去约束力偶矩
,

得到

[ p H ]
·

[ j〕
·

(山 )= 〔p
H 〕

·

{(L) + 〔b
c

z x (F ) + (L
。

) }+ [ p〕
·

(Y)
_

(3
.

1 5 )

这就是约束系统的动力学普遍方程组
,

共有 k 个方程
.

这个方程组还可进一步表示为广义坐

标形式
,

本文就不再讨论了
.

(二 ) 自由系统的动力学方程

自由系统与约束系统的区别是标号为 1 的刚体没有与任何运动已知的刚体连接
.

h
,

是在

1 刚体 (基础刚体) 上任选的一点
,

也可取在质心。1

上
.

h
,

称为虚铰
,

显然虚铰处无约束反

力
、

约束力偶矩和阻尼
、

弹簧力偶 矩
,

即 x 空= o ,

Y空= o
,

丫
;
~ 0

.

虚铰点 h
:

的矢径 r : 是未

知量
,

因此为确定
r : 还需多建立三个方程

,

即自由系统的自由度为 k + 3 个
.

将每个刚体的质心运动定理的表达式相加
,

得到

(。) , (p )= R (3
.

1 6 )
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为 自由系统所受外力的主矢
.

将 (2
.

2) 式中的 (闰代入
,

并整理得到

M 卜: 二 (。)
, [ b

“

〕
T x (山 )一 (。)

少

{〔b
c

]
, x ro J } x (0 )+ R (3

.

1 7 )

为系统的总质量
,

再将这里的卜
,

代到 (3
.

6) 式中
,

经整理得到

「,
·

」
·

(“卜 〔b
·

〕
{
「1rl
卜寿(

阴 )(m )
·

}
x 、: b

·

: · x (“ )卜 「。」X 「,
·」

·

‘。 ,

+ 〔b
·

〕

{
「阴」一

奋(阴)(阴

小
、{〔b

·

〕
· x 「。」} x (叫 }+

夯
〔b

·

〕(阴) x R

= (L) + [I了(Y) + [I〕(Y
h

) + 仁b
“

] x (F) (3
.

1 8 )

记 〔优
E

〕一 「阴」一

盗(
仇)(撰)

·

[ , n “〕是对称阵
.

对 自由系统再记

(L
“

) = 一 ro 」x rj
“

」
·

(。 )一 [ b
“

〕[ 。
E

〕x {{ [ b
“

]
T x ro J } x (0 )}

另外
,

(3
.

18 ) 式左端第二项可写成〔j
s

〕
·

(山)
,

即

[ j
s

〕
·

(山 )= 一 [ b
“

〕[ m 忍〕x {[ b
“

〕T x (山 )}

这里的 [ j
‘

〕是自由系统的折算惯量张量矩阵
,

其第 i 行 j 列元素为

(3
.

1 9 )

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1 )

= 乙 乙 m f
、
(b 丁

*
·

b犷:亡一 b丁
、
b 丁

‘

)
乙二 1 左一 1

上式求和时只在 l> 饭和 几) j有值
,

且有

j; j = {j{
‘

}
T

同样再记 〔J〕= rJ
“J+ [ J

夕

〕

这是自由系统的总惯量张量矩阵
,

同样是依赖位形矩阵[ b
“

〕的
.

考虑到

式
,

则 (3
.

1 8) 式
一

可整理得到

(3
.

2 2 )

( 3
.

19 ) 至 (3
.

2 2 )

: J:
·

(。卜 (L)十 〔, 〕(, )+ 〔, 」(v
·

卜 : b
·

〕x

{(
「卜异

(? )卜(L
。

) (3
.

2 3 )

与约束系统所讨论的一 样
,

引入铰链矩阵 [ p〕
,

消去约束力偶矩 (丫
“
)

,

可得到自由 系 统有

关转动的 k 个动力学普遍方程为

(
. 、 _ . _ _

f
,

一
、

R
、

、
. _ 、

、

Lp
”
j

‘

L, 」
’

(CO ) = Lp
“ 」

’

飞(
L ) + L”

‘

」X

定(r )一刃 ‘阴 )了+ (L
’
)少+ Lp J

‘

t丫 ) ‘石
·

“4 )

另外描述虚铰 h
:

运动的三个动力学方程可 由 (3
.

1 7) 式在惯性参考系的三个坐 标 轴 (其 单

位矢量分别为 e乞
, e 丢

, e 己) 上投影而得到
,

即用 (3
.

17 ) 式点乘基矢量行阵 (e
。
) 的转置

M十
:

·

(e
。

)
少
一{ (m )

,

〔b
c

jT x (山 )一 (m )
, { [ b

c

〕
T x r。」} x (。 )+ R }

·

(e
。

)
,

(3
.

2 5 )

(3
.

24 ) 式和 (3
.

2 5) 式就是自由系统的动力学普遍方程
,

共有 九+ 3 个
.

从所得到的约束系统的动力学方程 (3
.

1 5) 和自由系统的动力学方程 (3
.

2 4)
,

(3
.

2 5 )

可 以看出
,

树形多刚体系统整体结构对方程的影响是通过两类矩阵
,

即关联矩 阵仁门 和 位形

矩阵[ b
“

〕来刻画的
,

因此方程与系统整体结构的关系可以较清楚地表示出来
.

外力 (F)中 的

任一元素F ‘虽然只是作用在 i 上
,

由于刚体是互相连接的
,

F
‘

对其它刚体的运动 也 会 有 影
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响
,

这种影响显然是与系统的结构有关
.

动力学方程 中的〔b
“
〕x (F) 这一项 就 反 映 了 外 力

(F) 对系统综合的作用
.

另外
,

任 一刚体 的运动都受到其它刚体的牵制
.

这种牵制 也是与系

统的结构有关
,

方程中 包 含 有〔b
“

〕rm j x {〔b
”
〕
T x (山 ) }和 [ b

“

〕rm z王{ [ b
“
〕

, x 「0 」} x (0 ) }的

项就反映了系统各刚体运动量之间的综合影响
.

当一 个具体的系统给定以后
,

其关联矩阵和

位形矩阵很容易由其结构直接表出
.

因而 系统的动力学方程可 以比较容易建立
,

不再需要去

计算那些增广体的质量
,

增广体质心至各铰点的矢径等中间变量
,

简化了建立方程的程序
.

四
、

动力学等效分解

周起钊的文章提出对系统进行动力学等效分解
,

把整个多刚体系当成多个单 刚体来处理

(先将每个刚体改造成为增广体 )
.

这对系统动力学方程的建立
,

对系统动力学方程的各项类

比单刚体那样来解释其力学意义是有积极意义的
.

本文不用增广体作为动力学等 效 体 的 模

型
,

而 是在原刚体的基础上对系统进行动力学等效分解
.

将位形矩阵[ b
“

〕拆开
,

分成各含有 c 。 和 b , 的矩阵「。」和 [ b ]
, 「c 」是对角阵

,

[ b〕是严格

上三角阵
.

再注意到 (句 = (的十 传)
.

则系统的各刚体对质心的动量矩方程 (3
.

4) 式的左端

第二项可 以改写为

[ b
“

] x r。」(p) = r e J x rm J (己)+ re 」x rm 」(卜)+ [ b j x r二」(p )

这样 (3
.

4) 式可 以写成

(台
c

) + 「e 」x 「m J(d ) = (L) + 〔I] (v ) + [I ] (Y几)

+ r e j x { (F)一 rm J(护) }+ [ b」x { (F)一 ro J (p)全 (4
.

1 )

该式左端就是刚体对内铰点 h‘ 的动量矩对时间的导数的列阵
,

记 为 (台
“

) ; 一 「。」(酌 可记为

(Q)
,

其元素 Q‘二一。
‘

p‘是 ‘刚体惯性力的主 矢
; 一 「m 」(犷) 可记 为(Q

。

)
,

其 元 素 Q
。‘- 一

m 止‘是 ‘的质量 m ‘与内铰点 h‘的加速度护‘的乘积取负值
,

称为 ‘的牵连惯性力
.

这样 (4
.

1)

式可写成

(台
h

)一 (L) + 〔I〕(v )+ 仁了] (丫
h

) + r e 」又 {(「) + (Q
。

)} + [ b ] 火 { (F )+ (Q) } (4
.

2 )

这就是系统对内铰点的动量矩方程组
,

是 n
个联立矢量方程

.

系统中 ‘刚体所对应的第 i个

方程可作出动力学等效 的直观解释
.

1 对内铰点 h
‘ }均动量矩方程所对应 的 受 力 图如图 3 所

不
:

¹ F ‘

和牵连惯性力 Qe ‘

作用在 i 的质心 c ‘上 ;

º 通过 泣上的铰 h , (不包括内铰h‘) 直接和间接连接

的各个刚体的标号记为 儿
1 , k : ,

⋯
,

k。 ,

显然 有 ( k l ,
寿

: ,

⋯
,

鲡 )> 1.

分别作用在上述刚体上外力的 矢 量 和 为兄 氏
冲

~

哗蔗
(这里左= k ; ,

左
2 ,
⋯

, k。 ,

介

和式表示对所有 k上的力求和 )
,

图 3

这些刚体上惯性力的矢量和为 E Q ,

这两组矢量都作用在铰
翻

,

点 h , 上 ;

À 外力偶矩 L‘

及 ‘上所有 铰 (包括内铰 ) 中的 约束

力偶矩和阻尼
、

弹簧力偶矩一 V )
,

+ Y少
,

一 Y , , 十 妈等
,

这

些力偶矩作用在刚体 坛上 ( 图上没有画出 )
.

图 3所表示的

就是动力等效刚体模型
,

利用这种模型就可能将多刚休系统
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进行动力学等效分解
.

这种等效分解是在原刚体上进行的
,

因此 比较简单
.

五
、

例 子

( 1 )写出两种特殊类型的树形多刚体 系的关联矩阵和位形矩阵

多 花瓣状系统 (图4(
a
))

‘UnCU
八
UCb.0oc’一 1 1 1

一 1 0

一 1

“ } f
c !

” ”
} }

0 0

!
,

〔b
“
」一
}

一 ‘ ”

} 1 0

一 I J ‘

b
:

b
3

尸

11
一一

刁J
了2fL

º 链状系统 (图4( b) )

l
J..eses2内J466

‘U卜ULULUC�UC

八U

C..r.......

l
�

一一
[ I 〕 仁b

“

j

b
;

b
z

b 3 b
s

e 3
b

-

C 4

图 4

( 2 )

形铰链
,

双复摆 ( 图 5 ) 的OA 杆和A 刀杆长为 21
,

质量为 。 (匀质 )
,

O和 A 处为光滑柱

在重力作用下
,

系统在铅垂平面内运动
。

现建立其动力学方程
.

图 5
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给O A杆编号为 1 ,

A B杆为 2,

分别为 e }
,

e ;
,

e全和 e l
, e 委

, e ;
.

惯性 系的基 矢量为 e 毛
, e 急

, e 急
,

固连在刚体上 的基矢量

取 功
,

和 功
:

为广义坐标
.

按 题意系统的已知参数为

r l
= 0

,

〔‘〕一

l

‘F ,一
。 , “(})

,

‘L , 一(l)
,

(Y)一({)
一 1 e { Ze

O 一 l

, _ _ r l 11

}
,

[万 j= 一 } 卜
J ‘ 0 IJ

〔b
。

〕一‘

「o e 至
〕

)们从甲

杭+

..
刃

中

Z才.、
、

一一

·

S
、、.了「阴」

一 ! }
,

(。 )一 e ;
(
子

1

话
1
+ 话

2

�l
.

seJ
J.�J.l1上nU

」
,

〔p H 〕
一

。 ; [
e 圭e l+ e 受e 全

e 毛e ; + e 全e
」

八”1一nUI
上.reses�1001拼

r310l L13
6

, ..,J

、.少少

〔P〕=

rj
o J =

由 ( 3
.

9 ) 式算得

〔】
’

〕= 。‘
2

「
5 (E 一 e 全e 受)

2 (
e o s
功

Z
E 一 e 全e ; )

2 (
e o s
诱

:
E 一 e 圣e 圣

E 一 e : e ;

由 ( 3
.

7 ) 式算得

、声、
产

么、.尹

‘L
·

,一
Zm ‘

“ s ‘n ,
Z e ;
(
一 (诸

1 + 话
2

必
再将有关的量代入 (3

.

1 5) 式中
,

经整理得到

{(智一
‘

2

)‘
1
·

( ;一
‘

2

)‘
2
一“‘

!

‘
2
+ 2‘”

’‘n ‘
2

一了
〔s‘n功

、+ s‘n (‘
1
+ 功

2

)〕

(
一

参
+ 2
一 ‘

2

)‘
:
+ 喜劣

2
+ : 济孟

, i 。功
2 == 一

O 了
s‘n (‘

, + 功
2
)

.了
夕、、

⋯
这就是双复摆的运动微分方程

,

这个结果与用其它方法建立的动力学方程完全相同
.

这个例

子比较简单
,

对于一般情况
,

则需将已知参量代入到广义坐标形式的动力学方程中去
,

然后

在计算机上对方程组进行数值计算
.
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