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摘 要

本文提出了用最小余能原理对静不定梁进行等强度设计的方法
.

并就任意分布载荷
,

集 中 力

或集中力偶作用下的单跨或多跨梁给出了沿梁轴刚度变化的解析表达式
.

对具有固定宽度可变高度

的矩形截面梁和可变外层厚度的夹层梁给出了算例
.

与已有结果的比较
,

显示了本方法的有效性
.

一
、

引 言

本文考虑在单一工况作用下的静不定单跨梁或连续梁的等强度设计
.

假设相对于弯曲应

变
,

由剪力产生的剪应变是微小的
,

可 以忽略
.

在这一意义下
,

梁的等强度设计的任务是给

出沿梁轴线的刚度分布函数 S (劝
,

使梁的每一截面都达到最大容许的弯 曲正 应力
.

显 然梁

的等强度设计是梁优化设计中的一种准则法
,

它具有直观的吸引力
.

对于静定梁 由于截面内

力不随刚度改变而变化
,

因而静定梁的等强度设计用初等材料力学方法就可 以解决
.

对于静

不定梁由于各截面的内力是刚度函数 S (x) 的泛函数
,

因此在任意载荷作用下的等 强度设计

难于进行
。

最近
,

叶开沉和俞焕然
仁‘’提出了一种用分段等刚度梁来代替一条具有任意刚度变

化的梁
,

并用叶开沉‘“J的阶梯折算法进行等强度设计的方法
.

由于连续变化的刚度被用有限

个刚度值离散化
,

并且在每一等刚度段内仅有一个具有最大正应力的截面满足最大容许强度

的要求
,

因而他们提出的方法是等强度梁的一种近似设计法
.

本文试图用最小余能原理
‘“’给

出等强度梁的一种设计法
,

用此法所得的刚度分布函数为连续可微或分段连续可微 函数
,

并

且梁的每一截面均达到指定的最大容许应力
。

下一节给出该方法的一般描述
,

第三节中将就

矩形截面梁和夹层梁例举几个实例并与文献〔1 〕的结果进行比较
.

二
、

方 法 的 建 立

考虑一根具有两个或两个 以上支座的直 梁
,

长 1
.

梁上作用有任意的分布载荷 q (x)
,

任

意个数的集中力 尸‘,

力偶 T , ,

如图 l 所示
.

此外还有任意形式和个数的支座
.

为 使 叙述确

定起见
,

以下的讨论相应于图 1 形式的支座进行
.

设支座反力以 R O ,
R

。

和 R ‘表示
,

左端的反力矩为 M
。,

则满足平衡方 程 的弯矩 M (劝

可表达为
、 (X )一M

。
+ R

。/ + R
·

(%一 )、/ 一 }
。

一

{:
(/ 一 , )。(‘)d ‘
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q 〔x )

一名P ‘
(

, 一 a ‘

){% 一
a ‘}

’

+ 名了
’

, {%一 b , }
。

(2
.

1 )
i j

上式中 采 用 了 形 为 {二一 a }
。

的 H e a v is id e 函

数
,

其定义为

r o
-

{ x 一 a 圣
“

= 端
、 1 -

戈< a

戈》
a

( 2
.

2 )

M0厂
、

R0

为使 M (幼 为一静力容许的内力分布
,

右端弯

矩为零的力边界条件必须满足
.

即

M (l) = M
。
一 R

o
l+ R

。

(l一
e
)一 名P

‘

(l一 a ‘)
名

少
而右端剪力等于支座反力 R : (在相差一个符号的意义下 )

式

+ E T , = O ( 2
.

3 )
j

的条件将成为求解 凡 的一个表达

R ‘一

丁q (t)d t + E P
。
一 R

。
一 R

。

( 2
.

4 )

因此四个支座反力 M
。,

一

风
,

R
。

和 R
‘

中只有两个是使 M (劝 为静力容许内力分布 的独立变

数
.

取 M
。

和 R
。

为独立变数
,

则由( 2
.

3 )式可解出 R
。

并代入( 2
.

1 )式 得 由 汀
。

和 R
。

表示

的 M (
二
)为

M(
“

, 一M0 [
‘一

书暑
一

‘戈一 }
。

〕
+ “

小
+

一

牛鬓 {% 一 c }
。

一

{:
‘X 一‘, 。“, d ‘一军p “X

一 ){ /

一圣
。

。
一

军T J、/ 一“J ,
。

+

汀军
p

￡

(‘一
“!
)‘“一

“,
’

一

汀弓
T ,
“一‘

’

( 2
.

5 )

在 线性弹性和小位移假定下梁的余能由积分

‘一

戮蛋绍
叙

给出
.

对所讨论的静不定梁假设所有的位移边界均是固定的
,

于独立变数 M
。

和 R
。

的偏导数等于零
,

即

( 2
.

6 )

则由最小余能定理知余能U 关

裁
一

只答默dx -

轰
一

只悠黑
六-

( 2
.

7 )

将 ( 2
.

5 )式代 入( 2
.

7 )和( 2
.

8 )式可得到关于 M
。,

反作用力表达的位移边界条件
.

假设截面刚度 S (劝

不

S (义 )= 切(二)研(“ )

( 2
.

8 )

R
。

的两个方程
.

显然这是两个用 内力和

与截面模量 研(劝 间的关系可用 下 式表

式中 切(戈)是依赖于给定截面形式的函数
.

若以 J 表示弯曲容许应力
,

为

(2
.

9 )

那 末等强度设计要求

W (戈 )=
}M (x ) !
『

(2
.

1 0 )

将上式代入 ( 2
.

9 )式得
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S (, )= q7 (x )
}M (劣) }

(2
.

1 1 )

又将 (2
.

1 1 )式代入( 2
.

7 )和 ( 2
.

8 )式得

I;蒜 默血
一 O

买谧
}
一

默
“一

”

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

上述两方程的解给出了等强度梁的支座反力M
。

和 R
。,

回代到 (2
.

5 )式和 (2
.

1 1) 式就得到等强

度设计的弯矩分布和刚度分布
.

显然上述讨论可以直接推广到具有
n
个未知支座反力情形

,

此时有 独 立 未 知 量 (
。一2)

个
,

相应地有一组形为 (2
.

12 )或 (2
.

1 3 )式的 (
n 一 2 )个方程 组成的方程组

.

下节将用具体实例

说明这一求解过程
。

三
、

等 强 度 设 计 例

例 1 一端简支一端固定承受强度为 q 的均布载荷梁 (图 2 )
.

梁内的弯矩为

“(x )一 R
。、一

合
。, 2

其中 R
。

为左端支座反力
,

是独立变数
.

考虑矩形截面梁
,

变
,

我们有

( 3
.

1 )

其宽度 b 不变
,

高 度 h = h (x )可

X

E 一2
甲(x) = ( 3

.

2 )

由 研= bh
Z

/ 6 及 (2
.

1 0 )和( 3
.

1 )式可得 h(二)的表达式

厂 6
一

/ 不不
_

一I一万飞
”娜) = V 旅 V }八

。潇 一 2 9 潇
一

} ( 3
.

3 )

一J
、

X将M图 2 3
.

1 )
,

( 3
.

2 )和 ( 3
.

3 )式代入 (2
.

1 3 )式并消去非零

R
O x 一

合
q X Z

d 戈 = 0 ( 3
.

4 )V /
M

�‘J...

十分明显
,

对等强度梁为使上式成立
,

梁内除 x 二 0 外还必须有弯矩 零 点
.

又从 ( 3
.

1 )式令

M (x) = O 可得 , 。= 2R0 / q 为梁内除 x == O 外的唯一弯矩零点
。

且 由 丸> O 的要求知 R0 > 0
.

因

而在 O< 二< 二。段弯矩为正值
,

在 x 。

< x < l段弯矩为负值
.

于是 ( 3
.

4 ) 式化为

劣d x

了
。

_

1
_

,

八 。%一 下
~ q x

-

乙

r
_

一坚空
一

二

一一 n

J Z场 / 1
,

n
”

口
心 又

一

q x
一 It ox甲 乙

( 3
.

5 )

R0q,白0
.

1
.

利用初等积分变换将上式积分得到
,

T Z + 斌飞殉
-

t。 T 斌而
- t。

i n ! 一万一一一牙井万 = 气于
- l =

—
一十 兀

I ‘
一恻 乙q ‘0 . 1 一生

。子3
占

‘、
飞

一 U

乙

( 3
.

6 )
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t。一

了
2 l

al一 ZR
。 ( 3

.

7 )

对于给定的 q ,

l值用迭代法容易从 ( 3
.

6 )式解得 t0
,

继而 用 ( 3
.

7 )式得 到 R
。 .

将求得

的 R
。

代 入( 3
.

1 )
、

( 3
.

3 )式并应用 ( 3
.

2 )和 (2
.

1 1 )式可求得等强度梁的弯矩
、

梁 高和 冈}1度

的解析表达式
.

作为一个数值例子采用参考文献 〔1 〕算例 1 中 所 用 的梁参 数 l= g o o c m ,

g = lo o k g /
e m

,

b= 2 4 e m
, 厅 = 1 6 0 0 k g /

em
2 .

通过简单运算可以得至,J

h(
“
)= 0

.

1 2 5剐 ; 2 9 4
.

7 0 2 8 二一 0
.

5二
之

{ ( 3
.

8 )

由此算得梁的体积为

: 一

丁:
““d X 一 5 0“”‘

·

”8 ·m
3

这一体积为参考文献〔1 〕中将梁分成45 段所得体积 51 33 93
.

26
c m

3

的 98
.

3肠
.

图 3 显示了用

本方法所得等强度梁的半高度变化曲线 (实线表示)
,

并同参考文献 [ 1 」将梁分成45 段所得

之结果 (义 x 表示 ) 作了比较
.

h

万 (c m )

一本方法

例 2 两端固定承受强度为 q 的均布载荷

梁 (图 4 )
.

由对称性知 R
。
= R ‘= q l/ 2

,

且 只 须 考 虑

屏
从厂
.‘

l()() 3 ()()

图 3 例 1

3 f)() 亏
,

(川 Z—
_

_ _

所得梁的半高度变化 图 4

o镇 x ( 1/ 2 段
.

显然独立支座 反 力只有 M
。

一个
.

同例 1
,

研 究等宽度 b
,

高度 h 可 变的矩

形截而梁
.

我们有

1
,

1

1V1 气x) = 卫

叭十万创 x 一百 q%
“ ( 3

.

9 )

、(二 )一

了爵们
1

, _

1
‘以 。

十 恋g ‘劣一万g 义
-

(3
.

1 0 )

确定 M
。

的积分为

一

钧
d x d 戈

奋
一

。“’一

合
。“一M

。

+ f二
, ,

’x0
犷一音

q‘
2
+

合
一

。‘x + M
· (3

.

1 1)

式中 ‘。
二 1/ 2 一斌 (1/ 2 )

‘
+ 2而

。

/ q 是弯矩 M (劝 的零点
.

卜式积分后得到

汀2
一一一

斌‘M
。
一

1

2斌 玄

了合
“‘

’
十M

’

斌

当 (3
.

12 )

若采用参考文献 [ l〕算例2的同样数据
:

l二 g oo e m
,

、= 1 0 0 k g /
e m

,

b = Z z e m
, J 二 1 6 0 0 k g /

c m
Z ,

则从 (3
.

1 2 )式解得 M
。
== 一 8 5 1 6 8 3 0 k g 一e m

.

代入(3
.

1 0)式得

人(“)== 0
.

1 3 3 6 3 0 6斌 l丽1石瓦厄二互亏石见千吞
,

弘
么l (3

.

1 3)
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并算得等强度梁的体积 厂 ~ 3 6 8 5 3 3
.

2 8c m
3 ,

为 参 考 文 献 「l j将 梁 分 成 45 段 所 得 体 积

3 8 9 0 7 6
.

7 o e m
3

的 9 4
.

7肠
.

图 5 是本文所算得的

半高度 曲线 (实线表示) 与参考文献「1 ]结果

( X X 表示) 的比较
.

n争
一 本方法
、 , .

参考 义献 〔1 〕方沙之

j亚
叮

旧

八曰尸乃曰入9�
月
胜1

乙_ _
. _ _ y

, , ‘

,

1 (飞() 3 0 (} 5 0 0 7 0 0

x ( C m )

9 ()0

图 5 例 2 所得梁的半高度变化

例 3 承受强度为 q 的均布载荷的连续梁 (图 6 )
.

以 R 。
为独立支座反力可得

1
。

_

。
.

1 / 1
,

n \
,

工YI L戈夕= 一 五 qx
一

十“
。x 十 , 一

认下创一 式oj t戈一 a少悦戈一 a 全

“
- 任 、 乙 /

( 3
.

1 4 )

确定 R
。

的方程为

I
王 M
。 切 !M }

「
, 一

,

l
_

( , 一。 ) {二一 。}
。

1、
二一。

L ‘一 “
一

J
( 3

.

1 5 )

考虑由两种材料组成的夹层梁
,

中间层具有高 Zh 宽 b 的等矩形截面
.

J: 下为由同一材 料 组

成的同样形式的表面层
,

其宽度 b 固定
,

厚度 l( x) 沿梁轴可变
.

设 t《h
,

且截面的弯矩均有

表面层承受
,

则截面的刚度可表为

S ( , ) = ZE bhZt ( x ) ( 3
.

1 6 )

式中 E 为弹性模量
。

截面模量

不 ( x ) = ZE bht (二 ) ( 3
.

1 7 )

于是 甲 (劝 = h 为常量
.

由结构的支座形式和等强度梁的要求 ( 3
.

15 ) 式不难判断弯矩在 。< 二

< a 和 a < , < l 两跨中各有一个零点
,

这样 (3
.

15 ) 式可写为 (消去非零常数 h)

{:
。

一 !::[一口
、‘
一

, ‘

一
、

。

]
J二{:

:

[一
z
吕
、(
一

) ]
J

一
( 3一 )

式中 丸 = ZR
。

Q

是弯矩零点的坐标
.

a /
,

ZR
n

X l =
, 三 ! ‘一

- -

一奋一 u \ q
( 3

.

19 )

将 ( 3
.

1 5) 式中积分求出可得

A 牙“
+ B 牙十 C = 0

其中 牙= 戈 /l

为 a < , < l跨中弯矩零点的无量纲坐标
,

系数

( 3
.

2 0 )

( 3
.

2 1 )

n _

二
, 。

。
,

1
, .

1
入 = 1 一胡十 胡

一, 力 = 一 艺刀十 4 刀一
4 刀

一 , 七 = 刀一下犷 十 万 刀
-

乙 乙

而 刀‘a/ l是中间支座位置的无量纲坐标
.

方程 ( 3
.

20 ) 的判别式为

A = B
名
一 4A C = 2刀3

(z 一刀) (一 5冲么+ 5冲一 i )

由于 0 < 刀< 1
,

为此方程 ( 3
.

20 )有解必须有

一 5冲2
+ 5刀一 1》0

满足上式的 刀为
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0
.

2 7 6 3 9 32 < 叮
,

镇叼( 刀2
= 0

.

7 2 3 6 0 6 8 (3
.

2 2 )

叩对具有一个中间铰支座的夹层连续梁
,

在均布载荷作用下
,

只有当中间支座的 位 置 满 足

(3
.

22 )式时才能实现等强度设 计
.

有趣的是若允许有
“

退化
”

情形 即 让 a 一 。 (刀= 0) 或 a = l

(1] ~ l) 使中间支座事实上消失
,

则因 八一 O,

等强度梁仍存在
.

显然由于
“

退化
”

情 形 是一

静定结构可容易得到等强度梁的厚度分布 t (劝
.

在中间支座坐标满足 (3
.

22 )式条件下
,

由方程 (3
.

20 )可解得 牙 ,

将 (3
.

21 )代入(3
.

1 9) 的

第二式可得等强度梁的 R
。

值
,

最后由 (3
.

1 7 )
、

(2
.

1 0 )和(3
.

14 )式可得到 t(劝
.

以上三例是通过事先判断弯矩 M (劝 的零点来计算等强度梁的支座反力
,

进 而得到整个

问题的解
.

但在载荷或支承情况 比较复杂的情形是不易事先作出判断的
,

在这种情况下可用

迭代修正法来求得相应于等强度设计的正确支座反力
.

我们 以下面的简单例子来说明这一方

法
。

例 4 一端简支一端固定梁承受一集中力和一力偶 (图 7 )
.

设 I= IO3 e m
, a = l/ 4 ,

P = 2 义 lo 4
k g ,

T = 5 x lo k g 一 em

则 M (x) 一
R0x

一尸了
二一 )协

一 {飞
’

+T 耘一 冬,飞
’

\ 住 / L 4 少 L 4 少
(3

.

2 3 )

其中 R
。

为左端支座反力
.

梁截面仍用例 3 的夹层形式
,

等强度梁的支座反力 R
。

须满足

(正 M
乙二 1

1 : 了了戈a X = 0
J 0 1工以 }

(3
.

2 4 )

一一
一

一一 一

一一

由于不能事先确定等强度梁的弯矩零 点 分 布 形

式
,

我们采用给定 R
。

的一个初始估计值 R 卷
,

计算积

分(3
.

2 4 )的值
.

由于 R 毛给出
,

由 (3
.

2 3 )式的弯矩公

式可 以容易确定弯矩零点的位置
,

因而 (3
.

2 4 )式中的

积分可 以进行
.

若

(((((

义义义

五
1
一五 (“ ;卜 }儿粼盈弘

对·

1、 图 7

(
。
为事光给定的容差 )

,

则认为已求出正确的 R
。 ,

令 R
。
一 R 么

.

否 则再给
一

R 丢值
,

重 复 进

行 仁述过程
,

直到

乙一五(“:卜 }{:
}

郑麟{
}对 /

1、

满足
,

迭代结束
.

并令R
。
= R 琶

.

序列 R 吉
,

R 丢
,

⋯的产生可以采用任一种有效的求函数零点

的方法如弦截法
,

优选法
,

拟牛顿法
〔4 〕等

.

这里用弦 截 法 求 得 R
。
一 9

.

15 35 义 1 0
一

sk g
,

相应

的积分值 L = 4
.

30 4 义 1 0
一 “ .

四
、

结 语

本文基于最小余能原理提出了静不定梁等强度设计的一个一般方法
.

它可适用于各种受

载条件和支座方式
.

例证表明对于简单形 式的载荷和支座
,

由于存在有限形式的积分
,

可 以

很容易得到等强度设计解
.

对于较为复杂的情形
,

需要用迭代法计算等强度设计 的 支 座 反

力
.

最后我们指出
,

当确定支座反力的方程组内被积函数形式复杂不易求得有限形式的积分

时
,

可以用数值积分方法求出积分值
.

因此总可以用数值积分与迭代修正相结合的方法求任
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[ l ]

〔2 〕

叶开沉
、

叶开沉
,

(197 9)
.

W a shiz u

(1 98 2)
.

参 考 文 献

俞焕然
,

超静定等强度梁
,

兰州大学学报
,

力学专号 (工98 3)
.

非均匀变厚度弹性体力学的若干问题的一般解
,

丁
,

兰 州 大 学 学 报
,

力 学 专 号
,

1

K y u ieh ir o ,

V a r泣a t fo n a l M
e th o d s f” E la stfe公tg a n d P la stfe ftg

,

third e d it io n

刘德贵等
, 《FO R T R A N 算法汇编》 ,

第一分册
,

国防工业出版社 (198 0)
.

E qu i
一

Stre n g th D e sig n fo r Sta tie a lly

In de te rm in a te B ea m s

X
.

T a n g Y eh K a i一y u a n

(L a n 之h o o U o iu e r si‘夕
,

L a n z h o 。)

A bstf扭Ct

In this p a p e r a m e th o d fo r e q u i一 s tr e n g th d e s ig n o f s ta t iea lly in de te r m in a te b ea m s 15

Pre s e n te d
,

b a s e d o n th e Pr in e ip le o f m in im u m e o m p le tn e ta ry e n e rg y
.

A n d a n a n a ly t ie a l

e x p re s sio n 15 d e r iv e d fo r the s tiffn e s s v a ria t io n o f s in g le o r m u lt i一s p a n b e a m s u n de r th e

a pp lie a tio n o f a r b it r a r ily d is tr ibu te d lo a d s , eo n e e n t r a te d fo re e s a n d e o叩 le s
.

Illu s tr a te d e x a m p le s e o n e e r n in g b e a m s w ith fix e d w id th a n d v a ria ble he ig ht o r sa n d w ie h

b e a m s w ith v a ria b le thie k n e s s o f o u te r sh e e t s a re a ls o g iv e n
.

T h e e o m Pa riso n w ith rePo r t ed

re s u lts sh o w s th e e ffe e tiv e n e s s o f the p ro p o se d m e th o d
.


