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摘 要

本文是欧阳曾所作文【1 」研究任意边界缺口或裂纹群问题的一 类解 法 的继 续 (亦见【2 1
、

【3 1)
.

这里我们利用该文作出的基本方法
,

进一步发展了关于边界深度裂纹或缺陷群问题 的 计

算方法
.

数值计算实例表明
,

本文所给出的方法是行之有效的
。

本文结果拓充了
“

应力 强 度因子

手册
”
的工作

.

一
、

局部坐标间的级数转换关系

如果边界缺口或裂纹群中
,

至少有一个缺口 的竖直方向深度或至少一条裂纹的长度超过

了它与相邻缺 口或裂纹间的距离
,

那么
,

这样的缺口 或裂纹群就称为深度边界 缺 口 或 裂纹

群
,

对于边界深度裂纹或缺 口群
,

文献〔1 〕
、

〔2 〕
、

〔3 〕中给出的方法就不能适用
,

其理 由

可说明如下
:

不失一般性
,

只考虑图 1所示的两条裂纹的情况
.

取功(劝 = 刁 4 + 功
;
(

: :
)+ 叻

2

(
2 2

)
,

夕, . r 卫理
. 护 一 . , 、

L止 _ 」 、

当处理第 2 条裂 纹边 界 条 件 时
,

先 把功
:
(毛 ) 表

为 之 : 的负 幂 级 数
,

利 用 石 = : 2
+ r ,

把 毛
一 ”

变 为
r 一 ”

(1 + 几 /r )
’” ,

然后再按照 几 / r 的幂次展 开
.

不

过
,

当二 条裂纹构成深度裂纹 群时
,

有 几 /
r > 1 ,

这里 e :

为第二条裂纹之 长
。

这 样
,

功
:
(石)按

: :

幂

级数展开的区域收敛范围为图 1 中虚线 包 围 的 部

份
,

它不能包含虚线外部的那段裂纹
.

为了能够用

共形映照方法处理裂纹边界条件
,

当然要求 叻
1

(
z :

)

关于 : : 幂级数展开 的收敛区域包含整个第二 条 裂

兄/

//勺,牙J I

!卜|
11月\

认u生

纹
.

因此
,

在 几 /r > 1 的情况下
,

作 礼 /r 幂级数展开时
,

这种形式的不同坐标 间的转换关系

就 失效了
.

如果图 1 所示是二个半椭圆缺口 或者是一个缺 口
、

一条裂纹的问题
,

并且是 深度

份
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.
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的
,

情况将是 同样的
.

为了解决深度缺口或裂纹问题
,

我们必须采用新的不同局部坐标间的级数转换关系
。

这

里我们采取文献〔3 〕中
,

所给出的问题解的形式
.

为方便起见
,

仍旧考虑图 1 所示的二条边

界裂纹问题
。

这时
,

功
:
(之

:
)的形式为

:

1 了 / 之
:

+ ie : ,

、
, : 、“ ) ~ 一丽W 可二而)一

王
)习

F
” , :

(
: ;
/

e ; + 澎l+ (奋夕动
:

)
一 ft

(1
.

1 )

对其展开式作如下考虑
:

(a) 利用 z , = z : + r ,

我们有
:

了
令 x = 一r/ 材沙干

。予
,

之 、十 ie 、 _
_ _

了
。
+ 二士‘

e 、

瓦匀可一斌 二

;千厄于活i平
一

r

吓
。全

t= : :
/ 斌户 + e 予

,

代入 (1
.

2 )
,

得
:

(1
.

2 )

公架
一

(
,

一+ ‘、

众
、 (l一 2戈t + tZ )

一“ 么

(1
.

3 )

我们知道
:

(1 一 Zxt + 产)
一 ‘了 2

为勒让德多项式的母函数
,

因为 }xl = r/ 斌月千砂 恒小于

当 It }< 1 时
,

有

所以

(1 一 2 二t + 才么)
一 “么= 艺 P *

(二)才
九

(1
.

4 )
为一 0

其中尸
*
为第 掩次勒让德多项式

.

(1
.

4) 等号右边的级数收敛区 域 为 !引= }
: :

}/斌价+ 。予< 1
。

由此
,

我们得到
:

禁借
一 1

)
一

会[(t 一
+ ‘、

和 乙P 。
(二)t

“一 l (1
.

5 )
/�l一2i

(b )

我们有
:

利 用一
“ + 犷, ‘一za/ 护

+ · ,
, /

一r/V 而
子

,

代入如一 (氰
+

价
+

娜
“

)
一 ” ,

“一(牛
+

丫可誓了)
一’
一

(丫)
一 ’‘“

l卜
· + (卜 2· , + , 2

)
1 , 2

〕
一

( 1
.

6 )

将 梦,

对 t 求导
,

可得
:

。。
·

/。,

一
(卜 2· , + ‘么)一

,

一(系
p 。
‘· ,‘

、

)
“·

。·

}
: 一。一

(二
:
+

丫峨动
“

)
一 ’
一 d一

( 1
.

7 )

这是一个以 心
, 。

为初值 的一阶常微分方程
.

我们用幂级数解法求解
,

设y ,
二 乙心

, 、护
,

代 入
九. 0

( 1
.

7 ) 并比较 t 的各幂次系数
,

可得到
:

几

d
· , ‘

一击石
“一凡“X , ‘“一“

,

‘
,

2
,

⋯ ;

一 “
,

‘
,

2
,

⋯ ( 1
.

8 )



关于任意边界缺口或裂纹群的一类解法—(弃)深度缺口或裂纹群的计算

这是一个很容易由计算机来实现的递推关系
.

由微分方程的幕级数解 理论
〔‘’
可 知

:

若 (1 一

Zx t+ tZ

)“
2
= E p 、

(二)t
‘
在 {t l< 1 收敛

,

则由 (1
.

7 )
、

(1
.

5 ) 决定的级数解 夕。
== 乙 d

. , 。t‘也

在 }tj < 1收敛
。

这样
,

从 (a)
、

(b) 讨论可知
:

只要把 (a)
、

(b) 中的关 系式相乘就可把诱
;
(气 )转换到

: : 的坐标上来
.

且对应 的收敛区域为 }t }= }
: :

}/斌舀平公< 1
,

这 比起以往 的 {
z :

}/r < 1收敛区

域显然有了扩展
.

特别当
e : = ‘

,
e2 /斌声耘子的数值总恒小于 l

,

这时
,

不 管这两条裂纹多

么接近
,

区域 }tl < 1总是包含了整个第 2 条裂纹
,

所以上述方法理论上是可行的
.

同理
,

对

于功
:
(
: :
)采取上述相同步骤

,

以转换到局部坐标
: : 上来

,
可得到类似结论

.

对一般N 个边界

缺陷 (包括裂纹或缺口 ) 的情况也都是如此
.

二
、

基本线性代数方程组

对一般 N 个边界缺陷如图 2 所示问题
,

我们先建立整体坐标 系
: 二二 + ‘y

,

除此之外 还

/
||I

如
爪田心

21111

要引进 以 O , 为原点
,

平行于 x
、

夕轴 的局部 坐 标 系 勺 = 为

+ ig
,
(j= 1

,

2
,

⋯
,

N )
,

这里已将缺陷从左到右进行编号
.

若

以r, 、记线段氏口
、之长

,

以 r , 记线段 0 0 , 之长
,

可有
:

产尸一一一一一一~ ~ 、

叫
.c

叼
c .

了一 r J为

, + r , *

(j< k)
(
: = z , + r , )

(j> k )
(2

.

1 )

2之矛
r
哎扭-,

一一
.

扭之

此外
,

我们还对 功(习进行了无量纲化
,

即设 功(
2
) 已 被 a 二二

除过
。

根据文献〔3 〕
,

取 问题解的应力函数 功(习 具 有如下

形式
:

图 Z N 个边界缺陷

功(
z
)==

:
/ 4 + 万功

*
(
: 。

)

,
,
(
·。

卜叠
;

。 , 。

(
* ,

会
+ R 。

了瓜德)
恋

)
一’ ,

R 。一

(号攀劲
‘/ “

(2
.

2 )
e 。 == 斌

a
孟一b孟 (当第 k 个缺陷为缺口 时)

‘
·
‘一 , 一

佘(了瓮乌鬓
一

l)牙一(会
+

了 俊)
1 +

(之)
‘

)
(当第 k个缺陷为裂纹时)

这里办
、

b。 分别为椭圆的长
、

短半轴
.

在把 功(习转换到 勺 坐标上来
,

由第一节所给方法不难得到
:
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《洲j

功(
:
)= 乙 G

. ,

,心+
(当第 j个缺陷为缺口时)

”一 0

晃
F一(

R ,

瓮
+ R ,

丫砰丈歌)
一 ”

会(了省禹头一l)补
。 , ,

侩
十

了i车丈翻)
一 ’

(当第 j个缺陷为裂纹时)

J 一 1 万

认
, , = 刁盖十 r, x 刁盆+ 乙 ‘拐

、 + 乙 G书
、

为一 1 为一夕+ l

、

‘
1/ 4 ,

刁孟= 悦
‘、

0 -

扑= 1

n 今 1

。1 / 4
, 月== o

刁盆= 嘴
‘、

0 , n 斗 0

(2
.

3 )

其中
:

(a) 当第 k 个缺陷为缺口时有

G“:“
、一

系
“

, ,

二F
, , ,
‘
·

;
、+ ·

: ,一
“, ,

一杏蕙
“, , 。, p

一
‘一 ,

d , , 。, 一

(鲁一 + R ,

丫
, +

(耸)
‘

) x , = 一 r , ,
/ 双下恋歹舀不百; (k < j)

(2
.

4 )

G欲今
* = 乙 d , , , 。F , , ,

(r ;
、+ e
乏)

一”“ ,

护一 0

d
, , , , = 一户E d , , 。, P

, 一 : 一 。
(x

,
)

q 一 0

d , , 。。一‘一 ‘,
,

(R 。

卫
,

C 舌

r j七 + R ·

丫
1 +

(警;)
2

)
一 ’ ,

‘

一
‘“犷,

· + ·
‘

(k> j)

这里尸
,

为
” 次勒让德多项式

.

(b) 当第 k 个
.

缺陷为裂纹时
,

有

G “:“
、一

;系[
、 r :介、

+ “‘+ 二 , ]‘
·

,
。+ ·

‘,
一 ’‘““, ,

一F , , ,

刃

+

音只昆l
、 r

,
髯

。
; p一(二, + ‘(二p一‘二 , 一p

一
‘二 , ,

+ 。
孟)

一 ’ ‘Z
d , , 。 : F , , ,

(2
.

5 )

�乙川d , , . 。二
_ P

阴

d , , 。, P。 一 : 一 。
(
二。

)
,

d
, , 。。= (

r了舌

一竺 +
召 七 丫

l +

(髻;)
‘

)
一’

x ,
= 一 r , 。/斌 r

考
。+ e

孟



关于任意边界缺 口或裂纹群的一类解法— (F )深度缺 口或裂纹群的计算

6乃自

、口.扭......下!、产les(。 , , 、 1 井 F

行袱“一
2

称L
召七

斌 r
抓+ 时

+ ‘(x
: 一 1)}(

r
;
·
+ ·

; )一d
, ,

一F
, , ·

;东寡l
、不溉不

尸一‘劣
· , + “X ·p一‘劣

。
, 一 p

一
‘X

·
, ,〕‘

·
,
。

+ e
孟)

一”Z
d , ,

. oF , , 。

d
, ,

一景系
“

, , 。。p

一
“

·
’

, d , , 。。一 ‘一 ‘,
,

(贫
一

+

丫
1 +

(瓷)
“

)
一 ’

二。= r , 。
/材下弃干砚

这里尸
。

为 ”次勒让德多项式
·

G欲二
* 与 G欲今

。的表达式不同的原因是由于 (2
.

2) 中函数 的 多

值性引起的
。

为了处理第 j个边界缺陷上的边界条件
,

需要把诱(的转移到参数平面上去
。

设映照函数

e ; l 。
‘

1 、
、

二
_ 、 , , 、 , _

~
、、 ,

一 _
,

、、 、 ,

为
二, 二丫砚R苏一 苛下》

,

这时功(z) 在参数平面上就为
:

/ ; 一 J
一 2 、“

J ,
R , 亡)

’

一
” J , 、一 ’

仙歹琳
’
四山 恻

‘ / J ’

(
a ) 当第 j个缺陷为缺口 时

介一4
+功(

二
) = 功(约二乙 (

F“:、+ ‘F“!;)
“一 +

警(
R , “- :)

+

R , 止 乙 (a
, , , + ‘刀

. , ,
)乙
‘

价 . 一 ‘)O

(2
.

7 )

(b ) 当第 j个缺陷为裂纹时

功(
2
)= 功(幼二

1

亡一 ‘E (F路 十 扭豁 )亡
一 十

令
+

议雌
一

命
一

)

+ 艺 (a
. , , + ‘刀

. , ,
)亡

“

(2
.

8 )

其中
: a一

, , == (一 1 )
, a . ,

, ,

刀一
, , == (一 1 )

,
刀
。 , ,

(m == i , 2 , 3 ,

⋯

a : 。 , , + ‘:
。 , , 一 * ,·云(一 1 )

,

一(,
珠)(髻)

” 。
: , , ,

(, 二 o , 1 ,

2
,

a : . 十 ; , , + ‘,
2。 + ; , , 一 * ,一元(一 1 )

,
一(咒 )(警)

”“ G
Z ,

一 (fn 二 l ,
2

, 3 ,

⋯

(2
.

9 )

我们利用参数 雪平面上的边界条件
,

可求出如下一组关系式 (这里为了避免重 复
,

不再

加推导
,

具体方法可查阅文献〔2 〕
、

〔3 〕)

A
: . 十 : , , 一f盖城

: , , 一号元
为. 一 玄, 岛

厄

台
‘B

Z ,

一
, 一了

2

一
,
’

A : , ,
, 一f玉盖:

,

准
_

愉
: ‘B

Z

一
, 一f‘,军

2

一
, ,
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其中
:

(a) 当第 j个缺陷为缺口时

A
。 , , == 〔a

一。 , , 一 (
n + i)a , ,

, + (
n + 2 )a

。 + : , , 〕+ R 丁
:

〔a
一 , + : ,

, + (
n + 1 )a , 十2 , , 一na

, , , 〕

F益:二+ R 歹Z F二线
, , + e ,

(R
, + R 了’)R 了

’
J
一 3 ,

/ 4

凡:二

(
n = 一 3 ,

一 4 ,

一 5
,

⋯ )

(n = 一 2)

+ e ,
(R

, + R 歹’) (1一 R 歹
2

)/ 4(l)l,,2尸

(2 + R 万’) F呈:今

(n = 一 l )

(
n = 0 )

[ (
, + 2 )+ R 歹

’

(
n + 1)〕F鑫l+’

2 , , 一 [ (
” + 1 ) + R 了Z n ] F二:吞一

e ,
(R

, + R 歹‘)占
: . ,

/ 4

(
n = l ,

2
, 3 ,

⋯ )

厂l...leses.ee尹、les.ee

+

B
。 , , == [ 一刀

一 ” , , 一 (
n 一 1)刀

。 , , + (
n + 2 )刀

。十 : ,
, ] + R 歹2 [一刀

一。 + 2 , , + (
n + 3)刀

, 十 : , , 一峭
, , , 〕

一 (F豁十 凡
’ F黔

: , ,
)

一F幼二

ZR 歹2

川{今

(2 + 3 R 歹’ )F呈:奋

以
”+ 2 ) + R 了

’

(
” + 3 )〕F黔

, ,

r........l、产,...

+

乙 (段卜 ij; {斗
一 二< )

(i + R 歹2 亡
一“

)f
,
(乙)

(i + R 歹
2

雪
一 2

)f
,
(亡)

(n = 一 3 ,
一 4

,

一 5
,

⋯ )

(
n == 一 2 )

(
n == 一 1 )

(
n 二 0 )

一〔(
n 一 1 ) + ”R ; , ] F欲吞

(
n == 1

,

2
,

3
,

⋯ )

(亡=
e ‘口 , o《8 ( 二 )

(互==
e ‘e ,

一 汀《 8( o) (2
.

1 1 )

�

百.、夕It

一一
协

‘
‘

(b) 当第 j个缺陷为裂纹时

A 。 , , == [ 一 a一
2 , , + a 一 。 * : ,

, 一 (Zn 一 3 ) a , 一 : ,
, + 4 n a ” ,

, 一 (2 , + 3 ) a , 十 : ,
, 一 2刀

一 ”一 : ,
,

+ 2口
一 , + : ,

, 一 ( 4”一 e )刀一
, , , + ( 4 , + 6 )夕

, 十 , , , 〕一 e ,
(d

一 3 。
+ 占

3 。

) / 4

一 (F二丫
; , , + F二甘

, , , + F二{卜 F票
: , ,

)

(F 粉 + 侧{吞) +e
,

/ 4

( n = 2
,

3
,

4
,

⋯

(
n 二 1 )

2 (F 琳 + 川{” (
n == 0 )

5 (F + F ;:二) + e , / 4 (
n 二一 1 )(l)丫

(Zn + 3 )F二犷
: ,

, 一 ( 2卜 3 ) F二l-)
; , , + ( Zn 一 3 ) F哭吞一 (2卜 3 ) F黔

: , ,

(
”== 一 2

,
一 3 ,

一 4
,
⋯ )

了...........1了、宜eeI........-J

十

B
。 , , = 〔夕

一 。 一 2 , , 一夕
一 , 十 : , , 一 (Z n 一 5 )刀

。 一 2 , , + 4叨
, , , 一 (2作+ 5 )风

十 : , , 一 Za 一 , 一 , , ,

一 Za 一 , + , ,
, + ( 4 n 一 2 ) a , 一 ;

,
, 一 (4 n + 2 ) a 。 + ;

,
, ] + e , (么

。
一次 : 二

)/ 2
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一F二:今一 F 盆甘
: , , + F挥

, , , + F洲
, , j

(
n = 2

,

3
,

4
,

⋯

一川 :乡+ 4川书 + 裂 :; (n = 1)

ZF 石:二+ 6F {{乡 (
n = 0 )

侧 :乡一 4川书+ 7F黔 (n = 一 l).

(Z
n一 5 )F二U

Z , ,
‘

一 (Z
n 一 3 ) F 县:乡一 (Z

n + 3 ) F票
; , , + (Z

n + 5 ) F男
1 , ,

(
n = 一 2 ,

一 3 ,

一 4 ,
⋯ )

!
、‘........t

+

么
. 1 . 、 _ . , ‘ 、 、 _

f
乙 (, ; :分+ ‘j ;几今)‘

’
= }

一刃 L

(x + 亡
一 2

)(亡一‘)
“

f , (互)

(z + 亡
一艺

)(亡一 i)
“

f
,
(亡)

(互=
e ‘口 , 0 ( 召( 二 )

(亡==
e ‘口 ,

一 二《0( 0)
(2

.

1 2 )

(2
.

10 )~ (2
.

12 ) 中的 了
,
(幼为作用在第 j个缺陷上的自平衡外边界力载荷

,
占。为K ro ne ke r

记号
.

在实际计算中只要把 F
, , ,
截为有限 ZM 项

,

此时 (2
.

10 ) 取相应的形式如下
:

A : 。 + 1 , , 一 f
(1 )
2 , + 1 一了

= ‘一“
一

、
\ 兀 /

百 一 ” 一 1

乙
儿- 一 (对 + ” )

1
,

。

丽二 I t刀
2 “ + , , ,

, 一 I乞乞冬2 . , ,

(
n = 一M

,

一M + l
,

⋯
,

M 一 1)
(2

.

1 3 )

A
Z 二 , , 一了基拭

, = (一与
\ 兀 /

“

节
‘ 一 1一

。·

箱
, 。 , 2“+ 1

(B
: , , 2 ” + : , , 一 f玉孟幸

2 , + ; , ,

(
n == 一M

,
一M + 1 ,

⋯
,

M 一 l)

我们以 F欲奋
、

F欲今为未知数
, a 。

,

八 刀
。 ,j

、

G
” , ,
为中间变量

,

计有 N 条 边 界缺陷
,

共可得

4MN 个未知数的 4MN 个线性代数方程组
,

故方程组可用标准程序在计算机上求解
.

如果外

边界力载荷不是 自平衡的
,

则须按文献〔3 〕方法处理
,

这是不再赘述
.

三
、

超深度边界裂纹或缺口群的处理

从第一节中可知
,

上述方法还是有一定的局限的
.

仍以图1所示 问题为例
,

当几 /斌
。号+ rZ> 1

时
,

对 (1
.

1) ~ (1
.

7) 决定的 诱
,
(
z ,

)其以
: :

坐标展开 的级数收敛区域还是不能包 含 整个第

二条裂纹
,

因此
,

一
、

二节给出的方法和公式就失效了
.

我们也称这样的裂纹群为超深度裂

纹群
.

为了能处理这类问题
,

可对一节给出的公式进行加工修正
:

(
a
) 设二: = : + R

,

令 R 满足如下公式
:

R 么+ e 孟> (R 一 r )
2
+ e 全

,

或 R > (
e ; + r Z

一 e
之)/ Z

r
(3

.

1 )

以代替 (1
.

2) 中的公式
: z : = : : 十 r ,

余下仍照一节给出的方法做
,

我们可得
:

功
:
(
z :
)= 乙 G

” , : : ,

(3
.

2 )

这个级数在区域D
:

}川 < 斌刃玉石 i内收敛
,

由 (3
.

1 ) 可知
,

区域D 必定包含整个裂 纹 2
,

这

就满足了坐标之间转换的要求
。

(b) 为了能够使用映照方法处理边界条件
,

还要再用
z = : 2

一 (R 一 r) 代 回 (3
.

2)
,

这

样做自然会产生凝问
,

当用 : = : 2一 (R 一
:
) 回代到 (3

.

2) 后所得到的关于
: : 的幂级 数收敛
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区域不是要改变了吗 ? 为此让我们来看这样做对现在讨论的问题和给出的方法会有哪些可能

结果
。

在实际计算中
,

是要把 功
:
(
: :
)截为有限项的 (这里形式上取到N 项 )

,

这时可有两种

形式选择
:

兰
, 止兰

, . 、

功
、
(
“ 1

)二共叹买G 一
:

又笼)(
r一 R )

”一 自

)
“
穿

匆一仙 邢一 招

(3
.

3 )

(11)
土 / 兰 _ l , 、 _

、
.

、

功N (“ , )= 共气共‘
” , ,

L蓖)(
r一允)

’ 一 “

)
“犷

自一 U 韶 一 自

(3
.

4 )

这二者差别在于 (3
.

3) 是 在 (3
.

2) 中先用
z :

代替 2 ,

然后再截功
1
(
: :
)为有限项的; 而(3

.

4 )

是先把 功
1
(
: ,

)截为有限项然后再用
: :

代替 : 的
.

根据复变函数的 幂 级 数 理 论 可 知
,

若在

功
:
(
z :
)中先用

2 2

代替
二 ,

一般讲来会改 变 (3
.

2 ) 中功
;
(
: ,

)的 收 叙 区 域
,

所 以 (3
.

3) 中的

舟 (
2 1
)当N , co 时收欲区域不再是D 了

,

故不可用
.

若先把 (3
.

2 ) 中的功
,
(
2 1
) 截 为有限项

,

再用 z :

代替
z ,

这时是有限 项 的 运 算
,

不 会 改 变 收 敛 区 域
.

其 实
,

根 据 (3
.

幻
,

我

们知道 h m 乙 G
, , 2

广在D 中内闭一致收敛 于 功
:
(z

,

)
,

但是乙 G
, , 2

广二
万一 > 刀 二

O 鑫(鑫
G 一(‘)‘

『

一 “,一)
· ,

,

所以N

kmoo 鑫(主
G 一(约(一“)一)

· , 也在” 中内闭一致收敛于 ,
,

(
之 ,

)
,

显

然
,

其收敛区域没有改变
.

故实际计算中我们采用 (3
.

4) 形式
.

我们可用上述 (a)
、

(b) 中的修正方法来处理超深度 2 条裂纹的问题
,

这些结论对一般

N 条裂纹或缺 口群也是适用的
.

在具体计算时
,

若第 j个缺陷对其相邻的缺陷而言是超深度

2 盆
一 1

的
,

则只要把功(z )关于第 j个局部坐标 勺 展开的关系式 (2
.

3) 中 的 G路
, 一 ;

用 艺 ‘招
, 一 ;

代替即可
.

这里 s卜 = 一几, 一

(衅一衅
一 ,一 r

{
, 一 :

)/
、、.产

口

兑nZ叮.、
七

ee一月
.

J
S

+G

目
�曰招盆又

了

‘卜

用+

、,
.

J
洲f、
”

‘
、、.产

口

探俘‘了.、
七一一犯

.

J
S

Zr , , 一 , , S , 十
== 几, 十

(
e

卜
e
:

+ ;
一 r : , 十 ,

) / Zr , , 十 1 ,
久, 一 、

几, 十 均为大于 i 的实数
,

可根据具体情况选

取
.

如果第 j个缺陷不但对其相邻的第 j一 1 或第 j+ 1 个缺陷为超深度的而 且 对 第 j一 2 或

j+ 2 个缺陷也是超深度的
,

则我们只要对 (2
.

a) 中的G欲今
, 一 : 或 G欲吞

, 十 :
做上述给出的类似处

理即可
,

其余类推之
。

四
、

数 值 计 算 实 例

图 3 在文献〔3 〕上也有
.

所不同的是在文献〔3 〕中曲线是从r/ e = 2开始的
,

且计算公式

由文献〔3 〕提供
,

而这是提供的计算公式虽与文献〔3 〕给出的计算公式不一样
,

但对r/
e ) 2

给出完全相同的计算结果
.

除此之外
,

还给出了直到 r/ e = 0
.

85 的计算结果
,

而文献〔3 〕给

出的公式在此时早已不收敛了
.

当图 3 中裂纹条数
n = 6 时

,

从左到右方向的裂纹应力强度因子数值变化曲线即由图4给

出 ( 由于对称性
,

只给出左面一半)
.

根据力学直观
,

最外面一条裂纹因为受到邻近裂纹的

松弛影响最小而应力强度因子数值最大
.

越到中间
,

所受松驰影响越大而应力强度因子数值
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澳三
夕v e

,

2

.

0

上 2 , : 一 3 口O几h
j八,

⋯
八们on

图 4

业
一
10

一
2匕

。

图 吝

表明K l ; 、 K , :
都为零

.

这时相当于裂纹

价于一条裂纹
.

从实际值结果得出
,

对图

就越小
。

图 4 给出的结果与力学直观完全一致
.

我们又计算了两条超深度裂纹的问题 (图

5 )
.

取定两条裂纹之间 的距离为 5 ,

一条裂

纹长度为 1
。

令人感兴趣的结果是
:

当第 2 条

裂纹不断伸长
,

达到 7 时
,

第 1 条裂纹的应力

强度因子K ; ; 就几乎消失了
.

若第 2 条裂纹长

度再增加到10 时 (图五中未显示)
,

计算结果

对裂纹 i 起了一种屏蔽作用
,

二条 裂纹的效果等

所示问题
,
几取在 2 ~ 3 之间收敛性最好

。
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州
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一笙1
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、

{
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尸 二 e之

0一 -厂
.

屯厂-
几

言 李一

图 5

以上应力强度因子的数值 由 (2
.

2) 按如下公式计算
:

K l , , 一

{翼
‘一 ,

·

「‘4

一
, F“: :

, 一 (4

一
) F‘: ;

! , , 〕

}
/ 2、、

K ! ,
, 一

{翼
‘一 )

·

〔(4

一
)F‘;专

! , , 一 (4

一
) F“: :

, 〕

}
邝、、

(j= 1
,

2
, 3 ,

⋯
,

N ) (4
.

1)
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其中 e , 表示第 j条裂纹的长度
.

最后还想强调一点的是
:

在以上计算中
,

所得结果相对精度最差 的 也 达 到 1呱
。

每 个

功
,
(勺 )都最多截为20 项

,

即 M = 1 0
.

最终的计算都归结到一个 40 x N 阶的线性代数方程组
。

就一般问题的计算而言
,

这对现在的计算机内存并不成问题
,

这样就说明本文提供的方法具

有广泛的实用性
.
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